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Résumé. Dans [3] et [2], nous avons considéré la résolution numérique des équations de Maxwell
instationnaires en l’absence de charges dans un domaine bidimensionnel non convexe,
à l’aide d’une méthode appelée laméthode du complément singulier, pour laquelle les
champs calculés sont continus. Nous en présentons ici une extension qui permet de traiter
efficacement le cas des équations avec charges, avec un faible surcoût numérique. Ceci
fait de la MCS une méthode de calcul bien adaptée à la résolution des équations couplées
de Vlasov–Maxwell. 2000 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

The solution to the time-dependent Maxwell equations with charges in a
2D nonsmooth domain

Abstract. In [3] and [2], we considered the numerical solution to the time-dependent Maxwell
equations in the absence of charges in a2D non-convex domain, using the so-called
singular complement method (SCM), for which the computed fields are continuous. In
this paper, we present an extension of the SCM, which allows to solve efficiently the time-
dependent Maxwell equations with charges, with almost no additional computational cost.
Thus, the numerical solution to the Vlasov–Maxwell system of equations can be achieved by
coupling the SCM to a particle solver. 2000 Académie des sciences/Éditions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

In [3] and [2], we proposed a method to solve numerically the time-dependent Maxwell equations in the
absence of charges in a non-convex, simply connected, bounded polygonal domainΩ of R2. This method,
called thesingular complement method(SCM), relies on the orthogonal splitting of the solution in two parts:
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a regular one (at leastH1(Ω) component-wise), and a singular one. With charges, one usually performs a
“Poisson correction” to revert to the problem in the absence of charges ([4] and [9]). Unfortunately, when
the problem to be solved is time-dependent, this requires the additional solution to a linear system at each
time-step. In order to cope with this drawback, we present an extension of the SCM to Maxwell’s equations
with charges.

Let us assume that there areK reentrant corners on the boundaryΓ of Ω. Let ν andτ denote the unit
outward normal and the associated tangent. Let us introduce the functional spacesH andX (see(1)) (rot
stands for thecurl operator). The bilinear form(u,v)X 7→ (rotu | rotv)0 + (div u | div v)0 defines on
X ×X a scalar product, and its associated norm‖ · ‖X is equivalent to the canonical norm. AsΩ is not
convex,X 6⊂H1(Ω)2: letXR =

{
u ∈H1(Ω)2; u · τ|Γ = 0

}
.

The aim of this paper is to provide some numerical tools to solve the following two problems: the static
one, (2), and the time-dependent one, (4) or (5). It is well-known that both problems are well-posed. For the
static problem, this can be inferred from the Helmholtz decompositionu = gradψ+rotφ, (ψ,φ) ∈Ψ×Φ
(see(3)). For the time-dependent problem, taken as the “electrical part” of the set of equations which govern
the TE mode, this stems from some energy norms estimates [1]. Note that (5) can be rewritten equivalently
in X as (6).

In [3], we proved that, in the absence of charges, the setV = {u ∈ X ; div u = 0} can be split

as V = VR

⊥X⊕ VS , with VR = V ∩ H1(Ω)2, and dim(VS) = K . Here,X = XR

⊥X⊕ XS holds true.
Let Sd denote the “singular” subspace ofL2(Ω), that is the one which is orthogonal to the range of
ΨR = Ψ ∩ H2(Ω) by ∆. Then one can prove the following, which is also valid when the domainΩ is
a bounded Lipschitz polyhedron ofR3.

THEOREM. – The bilinear form(u,v) 7→ (div u | divv)0 defines onXS ×XS a scalar product, which
is equivalent to(· | ·)X . In addition, the mapdiv fromXS ontoSd is an isomorphism.

In order to compute a basis
(
ukS
)

16k6K of XS , one uses the Helmholtz decomposition ofukS (with
singularpotentials). Those potentials are determined via a Dirichlet-to-Neumann procedure (cf. [3]). Now,
let us proceed to compute the numerical solution of (2) and (6).

Let the solutionu of (2) be split asu = uR + uS , with (uR,uS) ∈XR ×XS , anduS =
∑
` κ`u

`
S . One

gets(u | v)X = (f | rotv)0 + (g | div v)0, for all v in X . Therefore, there holdsKS~κ= RS ~fS +DS~gS ,
with straightforward notations:~κ and uS can be computed. Then, thanks to the identity(gradvR |
gradwR)0 = (vR | wR)X , for all (vR,wR) ∈ XR × XR (cf. [5]), one caneasilycompute aP 1 finite
element(FE) approximation of the regular partuR.

The solutionu(t) of (6) can be decomposed continuously in time asu(t) = uR(t) +
∑

` κ`(t)u
`
S : in the

addition ofdivu = g, one obtains (7)–(8), whereMS is thesingularmass matrix and~µ′′R the vector with
components(u′′R | ukS)0. The regular and singular subproblems remaincoupled. (7)–(8) is semi-discretized
in space (P 1 FE for the regular part): the semi-discretized form of (7) is (9). Next, one uses a leap-frog
scheme in time (with an ad hoc CFL condition) at times(tn)n=0,1,.... M can be lumped without losing
any accuracy (see[8]), which yields anexplicit time-scheme. In order todecouplethe regular and singular
computations, one plugs the expression of~κ′′ from (8) in (7). This finally leads to a scheme called (10), not
written here: computation of~un+1

R , once againimplicit (but nottoo implicit, see below), then of~κn+1. One
has the following:

PROPOSITION. – The matrix used for the computation of~un+1
R in (10) is invertible, with or without

lumping ofM. If ~uR is of dimensionNh, the cost of updating~un+1
R in (9) is O(Nh) after lumping(explicit

case). In (10), the cost isO(K ·Nh).

Finally, the condition on the divergence of the regular part is taken into account by a dualization method
thanks to anL2-Lagrange multiplier and solved by a Uzawa algorithm [8].

The SCM also applies to other electromagnetic problems. Among them, the propagation of a TM mode
(see[3] or [2]). Absorbing (nonhomogeneous)or mixed boundary conditions can also be taken into account;
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domain with cuts can be handled. Furthermore, in a polyhedral domain ofR3, the above algorithms will be
applicable if one succeeds in discretizing the singular part.

Introduction

Dans [3] et [2], nous avons considéré le problème de la résolution numérique des équations de Maxwell
instationnaires en l’absence de charges dans un domaine polygonal non convexe deR2. Pour cela,
nous avons choisi de décomposer orthogonalement l’espace des solutions en un sous-espace régulier
(composantes incluses dansH1) d’une part, et un sous-espace singulier d’autre part : c’est laméthode du
complément singulier(MCS). En présence de charges, il est usuel de revenir au problème sans charges
par l’intermédiaire d’une « correction de Poisson » (voir entre autres [4] et [9] pour des applications
numériques). Cependant, lorsque la charge dépend du temps, cette méthode de « correction » nécessite la
résolution additionnelle d’un système linéaire à chaque pas de temps. Pour pallier à cet inconvénient, nous
proposons une extension de la MCS au cas avec charges, ce qui ouvre la voie à une résolution numérique
efficace du système couplé de Vlasov–Maxwell dans un domaine non convexe.

1. Les problèmes modèles

SoitΩ un ouvert polygonal connexe et simplement connexe du plan, de frontièreΓ et possédantK coins
rentrants. Nous appelleronsν = (νx, νy)

T la normale unitaire sortante en un point quelconque du domaine
(coins exceptés), etτ = (νy ,−νx)T la tangente associée. Dans la suite, les fonctions et les opérateurs à
valeurs vectorielles seront notés en gras. On introduit les espaces fonctionnels suivants :

H = H(div,Ω) et X = H(div,Ω)∩H0(rot,Ω). (1)

L’application(u,v)X 7→ (rotu | rotv)0 + (div u | div v)0 définit surX ×X un produit scalaire dont la
norme induite, notée‖ · ‖X , est équivalente à la norme canonique. Dans le cas où la frontièreΓ est de classe
C2, ou dans le cas où le domaineΩ est convexe avec une frontièreΓ lipschitzienne, l’espaceX est inclus
dansH1(Ω)2. Ceci n’est plus vrai en présence de coins rentrants. Nous serons donc amenés à utiliser le
sous-espace régulariséXR deX : XR =

{
u ∈H1(Ω)2 ; u · τ|Γ = 0

}
.

Pour(f, g) ∈ L2
0(Ω)×L2(Ω), on considère leproblème stationnaire(cas statique) : trouveru ∈X telle

que

rotu = f, divu = g dansΩ. (2)

L’unicité de la solution est une conséquence du fait que‖ · ‖X est une norme. L’existence se déduit
classiquement de la décomposition de Helmholtz suivante, valable dans le cas bidimensionnel : tout champ
u deX se décompose sous la formeu = gradψ + rotφ, où le couple(ψ,φ) ∈Ψ×Φ est caractérisé par
∆ψ = div u et ∆φ=−rotu, avec

Φ =
{
φ ∈H1(Ω)/R; ∆φ ∈ L2(Ω), ∂φ/∂ν|Γ = 0

}
et Ψ =

{
ψ ∈H1

0(Ω); ∆φ ∈ L2(Ω)
}
. (3)

Étant donnésT > 0, f ∈ C0(0, T ; H) ∩ C1
(
0, T ; L2(Ω)2

)
et g ∈ C1

(
0, T ; L2(Ω)

)
vérifiant ∂g/∂t +

div f = 0, u0 ∈ X telle quediv u0 = g(0) et u1 ∈ H , on introduit leproblème d’évolution: trouver
u ∈ C0(0, T ; X)∩ C1(0, T ; H) telle que

∂2u

∂t2
+ rot rotu =−∂f

∂t
, div u = g dansΩ, (4)
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avec les conditions initialesu(0) = u0 et∂u/∂t(0) = u1. On réécrit (4) sous forme variationnelle :trouver
u ∈ C0

(
0, T ; H0(rot,Ω)

)
∩ C1(0, T ; H) telle que

d2

dt2
(u | v)0 + (rotu | rotv)0 =−

(∂f

∂t

∣∣∣v)
0
, ∀v ∈H0(rot,Ω), div u = g dansΩ, (5)

avec les mêmes conditions initiales. D’après [1], ce problème, considéré comme la « partie électrique » des
équations de Maxwell dansR2 (mode TE), admet une solution unique ; il en est de même pour l’analogue
de (5) posé dansX : trouveru ∈ C0(0, T ; X)∩ C1(0, T ; H) telle que

d2

dt2
(u | v)0 + (u | v)X =−

(∂f

∂t

∣∣∣v)
0

+ (g | div v)0, ∀v ∈X, div u = g dansΩ. (6)

Comme on le verra au paragraphe 4, l’ajout des termes(div u | div v)0 et(g | div v)0 simplifiele problème,
grâce aux propriétés d’orthogonalité.

2. Décomposition en parties régulière et singulière

Dans [3], nous avons montré que, en l’absence de charges, l’espace des solutions admissiblesV = {u ∈
X ; div u = 0}, se décompose enV = VR

⊥X⊕ VS , avecVR = V ∩H1(Ω)2. Pour caractériserVS , notons tout
d’abord que l’opérateur∆ est bijectif deΦ dansL2

0(Ω). Ensuite, d’après [6], si on appelleΦR = Φ∩H2(Ω),
le sous-espace « singulier »Sn deL2

0(Ω), qui est l’orthogonal de l’image par l’opérateur∆ deΦR, est de
dimensionK , le nombre de coins rentrants. Enfin, on aVS = (rot)−1Sn, et par conséquentdim(VS) =K .

Il en est de même pour l’espace des solutions avec charges :X = XR

⊥X⊕ XS . Si on noteSd le sous-
espace « singulier » deL2(Ω) qui est orthogonal à l’image de l’opérateur∆ défini surΨR = Ψ ∩H2(Ω),
on peut démontrer le résultat suivant, valable également lorsque le domaineΩ est un polyèdre à bord
lipschitzien deR3.

THÉORÈME 2.1. –Le produit scalaire(u,v) 7→ (div u | divv)0 définit surXS×XS un produit scalaire
équivalent à(· | ·)X . De plus, l’applicationdiv deXS dansSd est un isomorphisme.

3. Quelques considérations sur l’obtention d’une base singulière

Comme la dimension deSd est aussi égale àK (cf. [6]), on en déduit de même quedim(XS) =K . Le
problème qui se pose alors est de construire une base de ce sous-espace singulier. Soit donc un élémentuS
deXS : uS = gradψS + rotφS . On introduit les décompositions orthogonales (également valables en

3d) Φ = ΦR

⊥∆⊕ ΦS et Ψ = ΨR

⊥∆⊕ ΨS , par rapport au produit scalaire équivalent(η,µ) 7→ (∆η|∆µ)0.
D’après le théorème 2.1, la définition deSd et la décomposition deΨ, on en déduit queψS ∈ ΨS .

Ensuite, par orthogonalité dansX , on a(uS | rotφR)X = 0 pour tout élémentφR de ΦR. En d’autres
termes,∆φS est orthogonal à∆ΦR dansL2

0(Ω), soit φS ∈ ΦS . On retrouve ainsi le résultat de [10], à
savoirXS ⊂ gradΨS ⊕ rotΦS . Cependant, on n’a pas l’inclusioninverse. En effet,XS est de dimension
K , alors quegradΨS et rotΦS sont deux sous-espaces orthogonaux deX , tous deux de dimensionK
(une seconde raison est que l’image par l’applicationdiv derotΦS est réduite à{0}).

Pour résoudre ce problème, considérons une base deΦS , notée(φkS)k, telle queφkS est de régularitéH2

dansΩ r Vk, où Vk est un voisinage duk-ième coin rentrant (ce qui est loisible,voir [3]). On construit
une base(ψkS)k deΨS possédant les mêmes propriétés. Par le calcul, on vérifie alors aisément que, pour
chaquek, rotφkS et gradψkS ont leur partie la moins régulièreproportionnellesentre elles dansVk. Il
existe donc une constante non nulleck telle quexkR = gradψkS + ckrotφkS appartient àH1(Ω)2 ∩ X ,
c’est-à-dire àXR. Qui plus est, la famille(xkR)k est libre, puisque l’image de cette famille par l’application
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div engendreSd. Pour conclure, il suffit de construire une famille libre(ukS)k de l’orthogonal de(xkR)k
dansgradΨS ⊕ rotΦS : (ukS)k est une base deXS .

Les algorithmes de calcul de cette base se déduisent facilement de ceux utilisés pour le calcul d’une
base deVS : ils ont été abondamment décrits dans [3] pour la partie théorique, et dans [2] pour la
partie numérique. Ils sont basés sur une méthode de type Dirichlet–Neumann ou Steklov–Poincaré, avec
un développement en série au voisinage des coins rentrants, et la résolution d’un problème aux limites
elliptiques hors de ce voisinage.

4. Résolution des problèmes (2) et (6)

Supposons la base deXS , (ukS)k, calculée.
La résolution de (2) est aisée.
Soit une décomposition de la solutionu = uR + uS , avec(uR,uS) ∈XR ×XS , etuS =

∑
` κ`u

`
S .

On a(u | v)X = (f | rotv)0 + (g | div v)0, pour toutv dansX . En prenant successivementv = ukS ,
pour 1 6 k 6 K , on obtient le système linéaire d’ordreK , KS~κ = RS ~fS + DS~gS , avec des notations
évidentes. Par construction,KS étant inversible, on peut calculer~κ et doncuS .

Il suffit ensuite de résoudre un problème dont la solution estuR. On écrit que(uR | vR)X est
égal à(f | rotvR)0 + (g | div vR)0, pour toutvR dansXR. Qui plus est, on a l’identitéprimordiale
(gradvR | gradwR)0 = (vR |wR)X pour tout couple(vR,wR) deXR ×XR (cf. [5]). Ainsi, à l’aide
d’une discrétisation par elément fini de type LagrangeP 1, on calculesimplementune approximation de la
partie régulière, une fois la condition aux limites prise en compte.

Pour résoudre (6), d’après [1], on décompose sa solution enu(t) = uR(t) +
∑

` κ`(t)u
`
S continûment

en temps. Comme pour le problème statique, on procède à un découplage en parties régulière et singulière,
qui sera cette foispartiel. En plus de la condition en divergence (div u = g dansΩ), on arrive en effet aux
deux problèmes :trouveruR ∈XR et (κk)k telles que

(u′′R | vR)0 + (uR | vR)X =−(f ′ | vR)0 + (g | div vR)0 −
∑
k

κ′′k(ukS | vR)0, ∀vR ∈XR, (7)

MS~κ′′ +KS~κ=−MS ~fS ′ +DS~gS − ~µ′′R, (8)

oùMS est la matrice de massesingulièreet ~µ′′R le vecteur de composantes(u′′R | ukS)0.
On procède ensuite à la semi-discrétisation en espace du problème variationnel (7)–(8), avec la condition

de divergence. Comme pour le problème statique, on discrétise la partie régulière par une méthode EF de
type LagrangeP 1, et on suppose(ukS)k connue. La formulation semi-discrétisée de l’équivalent de (7)
s’écrit

d2

dt2
M~uR +K~uR =− d

dt
M~f +D~g −

∑
k

d2

dt2
κk~λk, (9)

avec des notations évidentes. Ensuite, on utilise un schéma en temps de type saute-mouton (avec une
condition CFL heuristique ad hoc) aux instants(tn)n=0,1,.... On peut effectuer la condensation deM (en
conservant l’ordre du schéma global), ce qui rend l’avancement en temps de (9)explicite. Afin dedécoupler
le calcul des parties régulière et singulière approchées, on injecte dans (7) l’expression des composantes de
~κ′′ obtenue d’après (8). On discrétise alors, ce qui donne la formulation (10), que l’on omet d’écrire. On
arrive alors à un avancement découplé : calcul de~un+1

R , puis de~κn+1. Le calcul de~κn+1 s’effectue sans
difficulté, puisque le système d’équations différentielles n’est pas raide (cf. [3]). En revanche, le calcul de la
partie régulière est devenuimplicite, même après condensation de la matrice de masse. Fort heureusement,
on peut démontrer aisément les deux résultats suivants, l’un portant sur la validité de la méthode, et l’autre
sur sa complexité.

PROPOSITION 4.1. –La matrice permettant de calculer~un+1
R dans(10) est inversible, avec ou sans

condensation de la matriceM.
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PROPOSITION 4.2. –Si ~uR est de dimensionNh, le coût de l’avancement en temps de(9) estO(Nh)
après condensation(cas explicite). Dans(10), le coût passe àO(K ·Nh).

La preuve de la seconde proposition est une conséquence du fait que la modification sur la matrice
(passage de (9) à (10)) est de rangK , et se déduit aisément des formules d’inversion classiques (voir [7]).

Il reste, pour conclure, à déterminer un algorithme comprenant la prise en compte de la condition de
divergence, qui s’écritdiv uR = g̃ = g −

∑
` κ`div u`S . Pour calculer~un+1

R , on impose cette condition à
l’aide d’une formulation mixte. Le multiplicateur de Lagrange associé (qui appartient àL2(Ω)) est alors
déterminé en résolvant le problème dual par un algorithme de type Uzawa [8]. Quant au calcul de~κn+1, la
condition portant sur la divergence est automatiquement prise en compte.

Conclusion et extensions possibles

Nous avons montré que la méthode du complément singulier s’adapte au cas d’un problème d’électro-
magnétisme (mode TE) posé dans un domaine deR2, que ce soit pour le problème stationnaire (2) ou pour
le problème d’évolution en temps (4). Outre le caractère explicite de la résolution de (4), les champs calcu-
lés sontcontinus, ce qui fait de la méthode un bon complément d’un solveur particulaire pour résoudre le
système Vlasov–Maxwell.

Le calcul d’un mode TM, pour lequel la divergence du champ est toujours nulle, a déjà été étudié dans [3]
et [2]. Parmi les extensions physiques possibles, notons que le cas d’une onde entrante (condition aux
limites non nulle) peut être traité comme dans [2].

On ce qui concerne desapplications plus mathématiques, le cas d’une condition aux limites mêlée
(u ·τ|Γ1

= 0, u ·ν|Γ2
= 0) ou d’un domaine présentant une fracture sont également résolus par une approche

similaire à ce qui a été exposé.
Enfin, dans un domaine polyédrique deR3, les méthodes et algorithmes décrits au paragraphe 4 seront

applicables si on réussit à discrétiser la partie singulière par une méthode de type Galerkin.
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