MA201 La méthode des éléments finis.
Corrigé du contrdle continu du 13 novembre 2009.

Probléme : Autour de la diffusion

Partie 1 Diffusion neutronique (10 pts)
1. (a) (0,5 pt) On cherche une solution u du probléme (1) dans L?(2) qui

vérifie / |Vul?dQ < co. u devra donc étre dans H'(2). D’autre part,
Q
on impose une condition aux limites de Dirichlet homogéne (condition

essentielle). Par conséquent, on va poser la formulation variationnelle
associée a ce probléme dans Hj ().

(b) (1 pt) Donnons deux méthodes pour traiter cette question.

— Puisque u est dans H}(€), Vu est un élément de L?*(Q2)? et par
conséquent DVu également. Ceci prouve que DVu est un élément
de H(div;Q) = {w € L*(Q)|divw € L*(Q)}. La Proposition 1.17.
page 29 du polycopié¢ indique alors que si v est dans H}(f2), on a la
formule d’intégration par parties de type Stokes

/ —div(DVu)v dQ = / DVu - Vv dQ.
Q Q

Ceci permet de montrer que la formulation variationnelle associée a
(1) est
Trouver u € H} () tel que

/ DVu- VodQ — / fodQ Yo € HA(Q). (FV1)
Q Q

— Une autre fagon de procéder consiste a faire I'intégration par parties
au sens des distributions. Si v est dans D(€2), on peut écrire

/fde — /—div(DVu)de = <—diV(DVU)7U>D/(Q),D(Q)
o) Q
= <DVU, vv)D’(Q)Z,'D(Q)Q
= /DVU-VU dfd.
Q

On aboutit & (FV1) en utilisant la densité de D(Q) dans H} ().
(c) (0,5 pt) Si u est solution de (FV1) alors / |Vul?dQ < coetu=0
Q
sur 90 car u est dans Hj ().



D’autre part, en raisonnant au sens des distributions, pour v € D(Q),
on peut écrire

<f7v>'D’(Q),'D(Q) = /Qf’UdQ
= / DVu - Vv dS2
Q

= (DVu, Vo) piqp pay

= (=div(DVu), v)p 0 poy

Ainsi, —div(DVu) = f dans D'(Q). Et, puisque f € L*(Q), on a
—div(DVu) = f presque partout dans €.

. (a) (1pt) Vérifions les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram :
~ Hy(2) muni de norme ||.|| s ) = V-]l 2(q2 est un espace de Hilbert.

—l(v) = / fvdS2 est une forme bilinéaire continue sur H} (). En effet,

on a
)l < 12 101l 220

< VP 1 fll 2@ I o)
ou C'p désigne la constante de Poincaré.
— a(u,v) = / DVu - Vv dS) est une forme bilinéaire, continue et coer-
cive sur H&Q(Q)Q. En effet, d’une part on a
la(u,0)| < max(Dr, D2) [[ull gy g [0l 1(0)
D’autre part, on peut écrire
ja(u,w)| > min(Dy, Dy) [fulzy )

Le théoréme de Lax-Milgram (polycopié page 39) permet de conclure
que la formulation variationnelle est bien posée.
(b) (1pt) D’aprés la question 1. (c), la solution u de (FV1) vérifie
—D;Au = f presque partout dans €;, i =1, 2.

Soit v € D(Q)(C H{(2)) une fonction test dans (FV1).

/fvdﬂ = /DVu-VUdQ
Q Q




D’aprés les égalités —D;Au = f presque partout dans €2;, il reste

ou
Z Dz a—, (% .
i=1,2 i H™5(09:), H? (09:)

Par ailleurs, puisque v|sn,no0 = 0 et 1 = —ng, on conclut que
D Ou D Ou =0
18n1 28”1 1 B ’
H™3 (), H3 ()
En d’autres termes,
ou ou
D{—— = Dy,—— sur l'interface X.
8711 0711

. (a) (1,25pt) Tout d’abord, par symétrie du domaine, lorsque (z,y)
décrit €y (respectivement o, 3, 0Q), (—x,y) décrit ©; (respectivement

oy, X, 002). Observons ensuite que ugy, € L*(Q) et / | Vtgym|? dQ <

usym

oo. En effet, pour presque tout (z,y) € 2, on a =¥ |, ) = _g_;l(fx,y)
et a“5ym| y) = ay|(w On a donc gy, € H'(Q). De plus, si (z,y) €
0, (—z,y) € 0Q et donc ugy, = 0 presque partout sur 0€2. Enfin,
pour presque tout (z,y) € 2, on a

—~div(DVugm)(@,y) = —# (D2%2) (vy) = & (D%22) (2.y)
= & (Dly) ,y>) & (D) e

= 2 (D-2.9) % ep) — 2 (D<x,y>a—y|<x,y>)

|y )

=~ (D)) - £ (DO ) %)

- f(m’,y) = f(—x,y) = f(x,y)

Ainsi, gy, vérifie (1). D’aprés 'unicité de la solution (question 2 (a)),
on déduit ugy, = u. Ceci prouve que u est symétrique par rapport a
I'axe (Ox). De la méme fagon, on montre que w est symétrique par
rapport a 'axe (Oy). En conclusion, u est symétrique par rapport aux

axes (Ox) et (Oy).

(b) (1,25pt) Bien sir, ulg,, € H'(Qy), v = 0 presque partout sur
08, N O et —div(DVu) = f presque partout dans €2,,. De plus, on
remarque que, d’une part

OUgym, ou

B (@) = o |(—z.0)




(car ugym(—z,y) = u(z,y)). D’autre part,

Ogym ou

By |(:v,y) Iy ‘(zyy)'

Ainsi, lorsque z = 0, %%/, = 0 et donc %% = 0 sur (Oy).

De méme, 2%|.0) = 0 et donc $% = 0 sur (Oxz).

On en conclut que V = {v e H'(Q,,) tel que v =0 sur 9Q,, N N}
puisqu’on a une condition aux limites essentielles sur la partie de la
frontiere 082, N OS2

(c) (0,5pt) Ceci permet de réduire par quatre la dimension du pro-
bléeme a résoudre.

. (a) (1pt) L’¢lément fini de Lagrange Q' est défini par (K, %, B) :

K, = carré
>; = 4 sommets du carré
B = {a+bz+cy+day, (z,y) € Ki}

Si on choisit un maillage de €2, formé de carrés (K;)1<i<, et si on
note {M; }, <i<n, 1es sommets de ces carrés n’appartenant pas a d<2, on
construit donc

Vi, = {vh € C*(Quy)|vn = 0 sur 92N Oy, et vplx, € P, 1 <1< L}

NB. Une base est donnée par (w;)i<i<n, : wi € Vi, wi(M;) = 4y,
1 <7< N

Le probléme variationnel en discret est alors :

Trouver u, €V}, tel que

/ DV, - Vo, d = / Fopd, Yo, € Vi (FV2D)
sz sz

(b) (0,5pt) On choisit v, = w; dans (FV2D), i = 1..Ny, et on exprime
u, dans la base des (wj);, c'est-a-dire : w, = > a;w;, avec a; =
uy, (M) -

Quy Quy

= Zj K;joj, avec K;; = DVw; - Vw; dSQ.

Quy



On déduit que @ € R™ de composantes «; est solution de

Trouver @ € R™ tel que
K& = F dans RNo,

avec K € RNo*No de coefficients K;; et F e R de composantes Fj.

NB. Si on choisit le maillage de sorte que tous les carrés soient ou
bien dans €2; ou bien dans ()5, alors on a

/ DVuw;Vuw;d2 =Y |, Dij-VwidQ:ZD\;{ﬂij-VwidQ,
Qay 1 VK ! 'K

ce qui simplifie les calculs.

5. (¢) (1pt) K est symétrique, définie-positive, donc inversible. D’autre
part, K est creuse (voir chapitre 3 du polycopié). En effet, si K;; # 0
alors supp (w;) N supp (w;) contient au moins un carré. En d’autres
termes, M; et M; sont sommets d’'un méme carré. Ceci autorise au plus
neuf coefficients non-nuls par ligne de la matrice K.

6. (d) (0,5pt) On a P! C P, mais P? ¢ P,. D’aprés les estimations
d’erreur (Théoréme 2.4 page 88 du polycopié), si u € H'(€,,), avec
t > 2, on aura

lu = upll e,y < Ch U,
avec C' indépendante de u et de h.

Partie 2 Convection-Diffusion (4 pts)

1. (1,5pt) On recherche p € H'(Q). D’autre part, comme on impose la
condition aux limites essentielle ¢ = 0 sur 02, on va se placer dans
Hy (42).

Puisque, f — Vo -v € L*(Q), p € ¥ = {we H'(Q), Aw € L*(Q)}.

On peut donc intégrer par parties avec la formule de Green classique
(Proposition 1.16. du polycopi¢). Pour ¢ € H}(Q2), on a

/wadﬂ = /Awpd(H/w v dQ)

LEP /w wd9+/w v dQ.

Ainsi, ¢ est bien solution de la formulation variationnelle (FV3).



Réciproquement, si ¢ est solution de (FV3), ¢ € H} () et donc p =0
presque partout sur 9Q et [, [Vp|* dQ < co. En raisonnant au sens des
distributions, on trouve, pour ¥ € D({),

. B o = /Q fodo

= /Vw-Vz/JdQ—l—/Vgo-vzbdQ
Q Q

Op Oy
= X /Q T, o, T Ve v Yo by

dp O
= 25;1 <%7 6_x> + (Ve v, ¢>D’(Q),D(Q)
LU D), Do)
et
= -, <%, ¢> + (Vo v, 9) pia). po
" o), p9

= (—Ap+Vp-v, 1/)>D/(Q),D(Q) )
ou ’on a dérivé au sens des distributions.

Ainsi, f = —Ap + Ve - v dans D'(Q). Comme f € L*(Q), on a cette
égalité dans L?*(2) et donc presque partout dans €.

. (1pt) Vérifions les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram :
— H}(9) muni de norme H'HHé(Q) = [|V.[|[2(q2 est un espace de Hilbert.

~I() = | fdQ est une forme bilinéaire continue sur H} () (voir
Partie 1,%1uestion 2 (a)).

— a(p, ) = / V- VipdQ + / Vi - v1pdf) est une forme bilinéaire
et continue gur H}(Q)% En eﬂ?et, on a

la(p,¥)] < ”V‘PHH(Q)S va|’L2(Q)3 + Ve U”LQ(Q) Hw”LQ(Q)
< ||V90HL2(Q)3 ||v¢||L2(Q)3 +vCp ||'U||Loo(Q)3 ||V90HL2(Q)3 ||v¢||L2(Q)
< A+ VO 0l peey) 1IVellra@p VYl 2@y

ou C'p désigne la constante de Poincaré.

Peut-on montrer que a est coercive sur Hj(€)*?

a(p, ) = /QVQO-VgOaKH—/QVgO-v@dQ



Il faut pouvoir traiter le second terme.

3. (1,5 pt) Pour conclure, il faut comparer les deux termes de a(p, p).
Or, nous savons que

/Q W-wdﬁ‘ < VT 0] oy 196
Ainsi,

2
a(.9) > (L= vTr [0l i) [T

On aura donc la coercivité de a si (1 — vCp [[v] 1o (q)s) > 0, ce qui
correspond bien a la condition de ’énoncé.

Exercice : Formules de quadrature et estimations d’erreur (7pts)

1. (2 pts) Cas I(-) remplacé par I,(-) :

Notons « (respectivement M) la constante de coercivité (respective-

l(wh) — lNh<wh)
ment de continuité) de a et L = sup
wpEVh ||whHV

Soit v, € V},. Comme indiqué dans I’énoncé, commencons par majo-
rer le terme |luj, — vy||,, en utilisant la coercivité de a(,-).

a(vy, — up, vy — uj)
a(vp, vy — uh) — a(ujy, v, — up)

(
(
a(vn, v — uy) — ln(vn — up)
(
a(v

2
a [[on — uplly

I IA

a(vp, vy, — uh) — (v — ) — (In — 1) (vp — u)
v — u, v — 1ty) — (I — 1) (vp — )
M lon = ully [lon = uplly + L llon = ugly -

VAN

Ainsi donc, on a

M L
lon = wnlly < — llow —ully +—.

On peut alors écrire

M
lu—wplly < llu—wally + llve — wplly < (1 + ) [[on = ully + o

Puisque que ceci est vrai pour tout Uh € Vj,, on obtient le résultat de

énoncé en prenant C’ = max (14 £, L),



2. (2,5 pts) Cas [(-) et a(-,-) remplacés par I,(-) et ap(-,-) :

- - . a(Vn, 2n) — an(Vn; 21
Notons & la constante de coercivité de ay, et Z(,,) = sup o ) ( )

ZhGVh ||Zh||V

Soit vy, € V. Suivons de nouveau I'énoncé et majorons le terme ||uj, — vy ||,
en utilisant la coercivité de ap(-, -).

a ||lvn — u’é||%/ < ap(v, — uh,vh —uy)
= ap(vp,vp —uj) — ah(uz,vh —uy)
= ~h(Uh,Uh uy) — lh( vy — uy)
= (an — )(Uhﬂ)h — up) + a(vp, v — up) — Lvp — ujy)
—(In — 1) vy, — uf)
= (an — a)(vn, vp — up) + a(vn, — u, vy, — uy)
—(ln = D)o — Uh)

IA

Zwy Non = uilly + M {Jon — ully [lon —uilly,
+L ||Uh _Ulfinv-

Ceci implique

Z(vh)

lon = uplly <

On peut alors écrire

Zwpy M L
(1) fon — a4+ =

lu—wylly < llu—wnlly+llon —uplly <
Puisque ceci est valable pour tout v, € V4, on obtient le résultat de
Pénoncé avec C” = max (1, (1+ ), ).

. (1 pt) En plus de l'erreur d’approximabilité in‘f/ |lu —vily,, on doit
VREVR

tenir compte des erreurs de quadrature. Il faut notamment calculer
chacun des deux membres avec suffisamment de précision pour ne pas
détériorer l'ordre de convergence de la méthode.

. (1,5 pt) Dans Q ouvert polygonal (borné) inclus dans R?, avec 1’é1¢-

ment fini de Lagrange P* (k > 1) sur des maillages triangulaires :

— si on résout "trouver u € H () tel que —Au = 1 dans €, alors il
n’y a pas besoin de quadrature.

— si on résout "trouver u € H}(Q) tel que —Au = f dans Q avec
f € C°(Q), alors on raisonne par interpolation du second membre.
On peut alors utiliser la question 1 pour prouver que la méthode
converge.



— si on résout "trouver u € HL(Q) tel que —div(8Vu) = f dans Q
avec f € CO(Q) et B € L>(Q), alors on raisonne par interpolation
du premier et du second membre. On peut alors utiliser la question
2 pour prouver que la méthode converge.



