MA201 La méthode des éléments finis.
Corrigé du controle continu du 9 novembre 2007.

Corrigé 1 Questions de cours.

1. Soit v € H'(Q), on multiplie —Au = f par v et on integre par parties :

/fde = —/Aude:/Vu-Vde— @vdf
0 Q Q a0 On
= /Vu-Vde— a—uvdF— @Udf
Q I'p an T'p 371

= /Vu-Vde—/ a—uvdf—i-)\ uvdF—/ gudl.
Q T'p on T'r T'r

Pour obtenir une formulation variationnelle utilisable, on choisit de se
placer dans le sous-espace fermé de H'(Q) suivant :

Hip,(©) = {v € H'(Q) + vr, =0},

0
ce qui permet d’éliminer le terme / a—uv dl'. Par ailleurs, u € Hjp (Q)
rp On ’

(ur, = 0 est une condition aux limites esentielle).
On aboutit & la formulation variationnelle

Trouver u € Hyp () telle que
/Vu-Vde—i-)\/ uvdF:/fde+/ gvdl', Vv € Hyp ().
Q I'r Q I'r 7

2. Le cadre variationnel abstrait est

Trouver u € V telle que
a(u,v) =L(v), Yv e V.

Dans notre cas :

o V = Hjp (Q) est un sous-espace fermé de H'(Q) (cf. théoreme
1.2, page 15) : c¢’est donc un espace de Hilbert. On le munit du
produit scalaire et de la norme de H'(Q) dans la suite.

e a est une forme bilinéaire et continue sur V' (cf. théoreme 1.2).
Par ailleurs, d’apres 'inégalité de Poincaré-Friedrichs (page 28 ou
TD2), a est coercive.



e ( est une forme linéaire et continue sur V' (cf. théoreme 1.2).

D’apres le théoreme de Lax-Milgram (page 30), la formulation varia-
tionnelle est bien posée.

3. Soit u la solution de la formulation variationnelle.
Comme u € Hyp (), on a

/Q\Vu|2d§2 < oo et yr, =0.

Ensuite, on choisit une fonction-test v dans D(Q) (C Hyp, (), et on
dérive au sens des distributions :

tw) = (f,v);
a(u,v) = /Vu VodQ = Z/gz g;} Z(gg §§>

d*u
- _;<a—x?>v> - —<AU,U>-

Ainsi, —Au = f dans D'(Q). Et, puisque f € L*(), on a —Au = f
presque partout dans €.

Pour conclure, on prend v dans C*(Q) telle que vjr,, = 0 et on intégre
par parties. Il reste :

/gvdF:A/ uvdF—l—/ @Udf.
I'p Ip rp On

En admettant que les traces sur I'r de {v € C*(Q) : v, = 0}
constituent un sous-espace dense dans L?(T'r), la dernicre relation suit :

Elle est valable presque partout sur I'p, puisque g € L*(T'r).

4. On reprend la technique exposée au paragraphe 2.3 (pages 71 et suiv-
antes), avec (I'p,['r) = (I'1,T'9). Soit 7, un maillage triangulaire de
Q, et (M;)i—1n les neeuds du maillage. On suppose que les nceuds!

INB. F’]D est une partie fermée de la frontiere ! Ses extrémités lui appartiennent...



M; € T sont au nombre de Np, et ont pour indices N—Np+1,---, N.
On pose enfin

Vi, = {Uh € OO(Q) D UpT € Pl(T), VT € ,]71}
VhO’D = {Uh eV, : UpLp = O} '

Par construction Vf?’D C H&FD (), et une base de Vf?’D est (w;)iz1 N7,
avec N' = N — Np. La formulation variationnelle discrete est alors

Trouver uy, € V;"" telle que

/ Vup - Vo, dQ+ X | upvpdl = / fo, dQ + / gup dl', Yo, € VP,
Q I'p Q I'p

5. On écrit u;, = Z U;w;, avec U; = up(M;), et on choisit v, = w;
j=1,N"
pour 1 < i < N’ dans la formulation discrete. On trouve :

(/ij vadQ)U+A > (/ ijidr)Uj
T'r

Jj=1,N’
:/fwidQ—l—/ gw;dl', 1 <i < N’
) I'r

— (K+AMp)U = F +G,

j=1,N’

avec U', ﬁ, G des vecteurs de RY' et K, Mg deux matrices de RV >N,

6. K est une matrice symétrique définie-positive et creuse.
M est une matrice symétrique et creuse.
Conclusion :
K 4+ AMp est symétrique définie-positive, donc inversible, et creuse.

7. On est avec I'élément fini P! : d’apres le théoreme 2.4 (page 66) — si
u € H*() — on a le résultat

||u — uh||H1(Q) S Ch |U|H2(Q),
soit une erreur en O(h).

Corrigé 2 Un peu de calcul.

1. ug est mesurable, et par ailleurs

9——7r 1 T
/u dQ = / / sm( 6) rdrdé’—/ r_l/?’drx/ sin2(g«9) do.
r=0 Jo 3 0 0 3

Nl



On trouve alors

[S]Y)

™

! 3 2 3
~1/3 5. _ 2 204 _ 9
/0 r dr = 2,et /0 sin (30)d0_ ,

soit finalement /ui dQ) = gw Cug € L2(Q) et HUSHL2(Q) _ 2”'
Q
2 2
. Ona a;is = —§T_5/3 sin(ge), d’ott :

Pus 10 g5 . 2 1 Ju 2 g3 . 2

52 = o / 81n(§9), et o =3 / sm(ge).
Par ailleurs,

1 0%u, 4

- Sur I, 0= 0: ugpy = 0.

Sur I'3, § =3 : usirz, = 0.

Ous  Oug 2 2
“on a3 oGl

. On a donc u; € L*(), Au, = 0 dans Q, et Usipy = Ugpz, = 0. Par

2
ailleurs, sur 'y, on observe que u, = sin(§9), d’ou la relation

ROWRELCLER R
3u5 on |FN_.

Au final, u, vérifie les équations de I'exercice 1., avec f =0, A = %, et
g = 0. Deux interprétations sont possibles :

e u, & H(Q). En effet, si on avait uy, € H*(2), on déduirait de
Iexercice 1. que uy; = 0, ce qui n’est manifestement pas le cas !
e Si on choisit de résoudre le probleme de I'exercice 1. avec simple-

ment / u? dQ) < 0o, on n’a plus unicité de la solution !
Q



Corrigé 3 Extension des éléments finis.

1. E=V¢+roty, avec ¢ € HY(Q) et p € H(). Dans Q :
82¢+82¢ 01 B o
ox2 Oy Oxdy Oxdy

g = divE = div(Ve)+div(rot ) =

Ainsi, on a bien A¢ = g dans ).
2. Classiquement, on passe de
Trouver ¢ € H(Q2) tel que Ap = g dans

a la formulation variationnelle équivalente
Trouver ¢ € Hj(f2) tel que / V-V dQ = — / g¢' dQ, Vo' € Hy(S2).
Q Q

3. Pour v, on utilise d’abord, dans €2 :
Po  0?%¢ 82¢ 82¢
Oxdy 0z0y 012 Oy?

Ainsi, on a cette fois —Ay = f dans €.
Il reste a prendre en compte la derniere équation, valable sur 0f2 :

f =rot E = rot(Ve)+rot(rot 1) = = —Aq.

0zE-sz¢-5+rotw~£

Or, V¢ - ¢ représente le gradient tangentiel de ¢ sur 9Q. Comme ¢
est constante (égale a 0) sur 0, on a V¢ - tjpo = 0. Quant au second
terme, on remarque pour commencer que t = Ny€p — Ny€y, PUIS

- Oy 5¢ e

t === =Vip il =—.

rot 1 - By Ny + —— 5" V-1 o

. ) N
Conclusion, ¢ € H'(2) est tel que —Ay = f dans Q, et — =0
on o0
NB. De la relation /A¢ dQ) = —dF on déduit que l'on a
aa On

nécessairement / fd2 =0 comme annoncé.

Q
On admet que ceci est équivalent a la formulation variationnelle

Trouver ¢ € V tel que / Vi - V' dQ) = / fy'dQ, Y eV,
0 Q

avec V. ={v e H'(Q) : /ngzO}.
QO



4. Soit 7;, un maillage triangulaire de €. on introduit
Vi, ={v, € C°(Q) : vyr € PHT), VT € Tp,}

Pour résoudre numériquement les problemes sur les potentiels, on con-
sidere les sous-espaces de V},

V2 ={uv, € V) : vpjan = 0} pour discrétiser ¢.

V,={v, €V : / v d2 = 0} pour discrétiser .
Q

Les formulations discrétes sont alors
Trouver ¢y, € V2 tel que [ Vo, - V), dQ = — / g}, dQ, Vo), € V0.
Q

Trouver vy, € V,, tel que ] Vb, - Vb, dQ2 = / [, dQY, Y, € V.
Q Q

5. On choisit naturellement Eh = V¢ + rot .
Dans ce cas, pour tout triangle T' € 7}, la restriction EMT est constante.
En effet, le gradient et le rotationnel d’une fonction affine sont des
vecteurs constants. Bref,

E, € X, = {F, € L*(0)? : Fyr € R% VT € T,}.

6. Pour ¢ et 1) — en les supposant tous les deux dans H?(2) — on a les
estimations du théoreme 2.4 (page 66)

1Y — Ul < Ch|Y]ug).

En particulier,

{ V¢ = Vonl 22 < Chld|u ).
||I'Ot’¢ —rot whHLQ(Q)Q S Ch |¢‘H2(Q)

Ainsi,
IE = Enllz2@p = [V +rot e — Vy, — rot | 12(y

IV = V| r2@p + [[rot ¢ — rot ip|[r20)2

<
< Ch (|(,Z5|H2(Q) + W|H2(Q)> )

une convergence en O(h) pour lerreur d’approximation de E dans Xj,.



