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Problemes-modeéle

-

Dans un polyédre € a bord 92 lipschitzien ( Q2 et B3 \ Q simplement connexes)...

® Fluide incompressible

’

Trouver (@,p) € H3(Q)3 x L3(Q) tel que
—v AU+ Vp = f_’dans Q ;
diva = 0 dans Q ;

L ﬁ|aQ = O

(viscosité v > 0, et f € H—1(Q)3))
® Quasi-électrostatique
Trouver E € L2(Q) tel que
rot £ = f_}g dans (2 ;
div E = g dans Q ;

\_ (fE € L2()3, div fg = 0, f& - s :O,g€L2(Q).) J
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Formulations variationnelles éguivalentes

-

N

® Dans Xo = H}(Q)3 et Qo = L3(Q2), soit a résoudre

=

[ Trouver (i,p) € Xo X Qo tel que

\

I//VﬁV”l_)’dQ—/deV’l_)’dQ:H—l(Q)B <f_:17>H(1)(Q)37 \V/”UE XO
Q Q

qgdividQ =0, Vg€ Qo
Q

® Dans X = Hy(rot,Q) N H(div,Q) et Q = L?(Q), soit a résoudre

N

[ Trouver (E,pE) € X x Q tel que

\

/{rotﬁ-rotﬁ’—l—divﬁdivﬁ’} ds?
Q
-|—/pEdiv17dQ:/ {f_};-rotﬁ’—l—gdivﬁ’} dQ, V7 € X
Q

qdivﬁdgzj qgdQ, YqeQ
Q Q

B (on trouve ps = 0.) B

Condition inf-sup pour I'E. F. de Taylor-Hood — p.4/14



Coercivite

Dans X
(U, 70) — v / Vv: Vi dS) est coercitive...
Q

(Inégalité de PoINcARE.)

Dans X
(U, D) / {rot ¥ - rot @ + divddiv @} d2
Q
— est un produit scalaire dans X, noté (-, -)x ;
— de plus, (¥, W) x :/ Vi: Vi dQ, Vi, o € X
Q
(cf. ; et )

-
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Condition inf-sup dans (X, Qo)
B -

Classiquement , Il existe C'; > 0 tel que :

Vg° € Xo, 37° € Xo, divi® = ¢° et 7)1 < C1 |¢°|o.

D’ou la condition inf-sup exacte dans (Xo, Qo)

¢¥ div 7° dQ
inf  sup 2 >
9" €Qo 30 ¢ x| ||q0||0|170|1

1
C1

o -
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Condition inf-sup dans (X, Q)
B

® Soit I une face donnée de 99 :
Jo € C2(Q) telle que supp(gjpq) C F et/ odl = 1.

F
Soit ; et . Onnote K1 = ||d]|x = |o|1-
9 La condition inf-sup exacte est vérifiée dans (X, Q).

. . 1
Décomposer g € Qenqg=¢° + g, ol g = ﬁ/ qdQ eR, ¢° € Qo.
Q
359 € H} (92)3 tel que divd® = ¢, et |3°]1 < C1]|¢°||o ; on pose T = at® + G @.

1 1
qdividQ =  «al|d°2 + —|q||2 + qO/ Odiv gdQ
A I3 |||| I+ sl [ o aiva
K
o2 1
> all ||o+|Q||| il = s lallo el
1 Kl
> alld®lR + mrlall — 512 lalld — S 13, avec = > 0.
o710~ 5 o

On conclut en choisissant e = «, puis o = K12 (On sait que ||7]|x < C!|lqllo)-
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|I. Casdiscret
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L I

Discr étisation

=

(7r)n une premiere famille de triangulations réeguliére.

Chaque tétraedre 7" est divisé en huit sous-tétraedres (7;);—1.....s (|1i]| = %|T|).
Aux tetraedres T; correspond une seconde famille réguliere (7, /o) p-

Les espaces discrets...

Qn =1{an €C%Q) : qnp € P1, VT € T} ;
Vi ={yn €C%Q) : yn|1, € P1, VTi € T2}

Pression / Multiplicateur

Qo.n = {qn € Qx 1/ qn d2 =0} ;
Q
Qn = ...
Vitesse / Champ électrique

Xo,pn = {0h € Yi? : Ohjoq = 0} ;

X, ={9, € Yh3 : Uy, X T_i|aQ =0} (@X:zng) .
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-

Démarche...

® Coercivité discréte uniforme : toujours ok, puisque la discrétisation est conforme.

® Condition inf-sup discréte uniforme en trois étapes.

Dans (Xo,n,Q0,n)-
Construction d’'une approximation g, de o.

Dans (X, Qp) : pour g, € Qp,
écrire qp, = ¢y + qn, 45 € Qo,h, Tn € R;
considérer 172 € Xo,n associé a qg réalisant la condition inf-sup du (i) ;
poser @y, = a ¥y + g, 0 €t conclure.

Pour le point (i), on utilise le lemme de ForTIN ;
la condition inf-sup discrete uniforme est vérifiée si, et seulement si, il existe un
opérateur d’approximation 7, € L(Xo; Xo, ) tel que pour tout élément 7 € X,

[ div(Pa(®) - 7)d2 =0, ¥} € Qons  IIPA(Dllx < CallFlx.
Q2

=

-
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Une condition inf-sup locale

| coen -

(b;)i=1,...,6 les milieux de chaque aréte de 7.
(73)i=1,...,6 l€s vecteurs unitaires tangents a chaque aréte de 7.

Alors (cf. ),
Pour chaque ¢; € P1 N LE(T), il existe ¥; qui est la restriction & 7" d’'un élément
de X, tel que :
—Vq;(b;) - T;, Sib; €00
Bmer =0, Bk -m=( T SRR
0, sinon
[ aidiv a0 > sl 15l < Callgillo
T
: : 1
A qp de Qo,x, On associe la fonction gy, telle que g, |7 = dn|T — m qp dQ, YT € Ty,.
T

SOientQZ:{qZ : thQh} etX;;:{”UhEXh : /le”Uth:O, \V/T€7-h}
T

S )
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Condition inf-sup discrete uniforme dans (X 5, Qo.

On définit 'opérateur d’approximation 7, en deux étapes...

® On construit un opérateur Ry, € L£(Xo; Xo ) quasi-local a la , tel que

/ (Rn(¥) — ¥)dI’ = 0, sur toutes les faces F; de 7},.
F;

® Puis, on définit P, en corrigeant Ry, : P (V) = Ry (¥) + Ch(7), avec

Cp(¥) € X} solution de

/quiVCh(ﬁ’) dQ:/ q;, div (¥ — Ry (7)) d2, Vg, € Q3.
Q Q

On en déduit le

La condition inf-sup discrete uniforme est verifiée dans (Xo. 5, Qo.5)-
339 > 0, indépendante de A telle que

/ qp div 79 dQ
2

inf sup > 39,
a€Qon #0ex,, ITllxllayllo
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Approximation de g

On introduit I1j (o), ou I, est I'opérateur habituel d’interpolation de Lagrange dans .

Comme II;, ne conserve pas/ IT, (o) dI" = 1, il faut le corriger...
F

On construit par exemple une correction sur les N milieux des arétes de F' (bord exclu),
avec les fonctions de base de Y}, (¢;);=1,....n associées. On definit g, € Y}, par :

N — dépendent linéairement de o — I (o) ;
orn =n(e) + > cipi, ol les (¢;)i1,... N

P — sont tels que / (o, — 0)dI" = 0.

F
Ainsi

® Ppar construction,/ op dl’ = 1.
F

® 3C5 > 0indépendante de h et g, et donc K> > 0 indépendante de h, telles que

lon]1 < Cs(lol2 + Rlol2,Fr) < Ko.
On pose :
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Condition inf-sup discréte uniforme dans (X, Q),

La condition inf-sup discrete uniforme est vérifiée dans (X, Q).
351 > 0, indépendante de h telle que

qp, div vy, dS2

inf sup Q_, > 51-
an€Qn 3, cx, ||Tnllx|lanllo

, . 1
On décompose g, € Q en g, = ¢y + qn, OU G, = ﬁ/ ndQ ER, ¢ € Qo,h-
Q

. 1 . S
37, € Xo,n tel que /Q qp, div @y, = |lgp I3, et [7]1 < @HQQLHO ; on pose ¥, = a v} + qn .

1 1
gr divi, dQ =  «allgplls + =@l + dn O/QOdiVﬁth
/. o613 + o191 + iz laelo | of
1 _ 1 K2 _ £
> allqplls + ﬁ”%”% - %WH%H% - §||q2||%, avec ¢ > 0.

On conclut comme dans le cas exact.

o -
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