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Quelques propriétés (voir 1D, cas ;. = 1)

Estimation d’énergie.  » caractére conservatif de I'éq. des ondes.
Estimations a priori (continuité).

Propagation a vitesse finie (cf Poly).

e o o @

Ondes planes (cf TD). Solutions particulieres de I'équation de la forme
u(x, t) = l@t=ko)

» Relation de dispersion

w2 —_ |k‘|2
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Probleme modele

® Equation des ondes avec CL de Dirichlet : € ouvert borné de IR”, et T > 0 :

24
Z?(x, t) —div (uVu)(z,t) = f(x,t) sur Qp = Qx]0,T[  (7)
M) u(z,t) =0 sur Xp = 00x]0,T[ (i)
u(z,0) = ug(x), %(m, 0) = ui(x) sur Q (14)

$® Formulation variationnelle (FV) :
(H1) wo €V :=HQ), w1 € H:=L3Q), f€LY0,T;H)

Trouver u € W := C(0,T; H) N C°(0,T; V) tel que
d2

7] (/Q u(z,t) v(z) dm) + /Q pNVu(z, t) - Vo(z) de = /Q f(z, t)v(z)de, Yo € V, Vit €]0,T[

d
u(z,0) = up(x), d—:(myO) =ui(z) dans Q

Notations : a(u,v) = / pVu - VodQ, (u,v) = (4, v)2(q) = / wodS, [[v]|? = (v,v)
Q Q

(u,v)a :/ auv dS, Hv||(2\ = (v,0)n, Yo € RT
Q
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Semi-discrétisation en espace (Galerkin)

® Sous-espace de dimension finie : V}, C V = H(Q), dimV}, < oo

® Propriété d’approximation

b inf o — _ ]
Yo eV, Jim inf lv—wvnllv =0 (H-approx)

® Formulation Variationnelle approchée (F'V),,

Trouver uy, € C1(0,T; V) tel que

d2

E/ uh(t)vhdﬂ—l—/ Vuh(t)-VUth:/ F@®)vp dQ Youp € Vi, YVt €]0,T]
Q Q Q

up(0) = up,o

dup,

=R 0) = uy,

dt (0) = un1

oll up, € Vi, (resp. uy,1 € Vi) approche ug (resp. u1) dans V = H} () (resp. dans
H=1L1%Q):

|uo —UJLA()HV =0, ALH})HNI —’Uh,1||H =0.
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Semi-discrétisation en espace (Galerkin)

® Formulation Variationnelle approchée

Trouver uy, € C1(0,T;V4) tel que

2

(FV)p, %(Uh(t)w;l) + a(un(t),vn) = (f(t),vn) Vo € Vi, ¥t €]0, T
up(0) = up o
d
%(0) = Uhp,1

® Ecriture matricielle : (wr)i=1,n = Base de V}, (N = dim V},)
Notons U(t) = (U (t))1=1,8 = (up(Mr,t))1=1,n, t € [0, T[. Par construction, on a :

uh(t): Z uh(MI,t)w[: Z U[(t)’w[.

I=1,N I=1,N

En substituant cette expression dans (F'V');, et en prenant v;, = w; on obtient :

j—; 3 ( /Q wIdeQ) Ui+ 3 ( /Q WwI~Vden) Us(t) = /Q F(tywy o

I=1,N I=1,N
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Discrétisation totale : différences finies en temps
Notations : (t;)r—0,x désigne une suite d'instants avec t;, = kAt. On note
U* € RY I'approximation de U ()

UY ~Ur(ty) =~ uw(Mp,t), I=1,N
Et nous noterons u} la fonction de V}, correspondante
N
up =Y Uwr  (uf(My) =UY)
I=1
Schéma saute mouton, explicite centré d’ordre deux : (1. = 1)
(U —2U* + U

At?
U% U' donnés

M +KU* = F*

avec F§ = Fj(tk) = / f(tk)’wjdﬂ
Q
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Semi-discrétisation en espace (Galerkin)

» Probléme matriciel semi-discrétisé en espace :

11\1‘127(2](7:) + K U(t) = F(t)
(Ph) dt dU
U0)=0Uy, —(0)=10U,

dt

Rappel : on a la correspondance (on note IK = IK* pour i = 1)
(MV|V) = [onllZ2() 3+ KVIV) = [IVonllZaq)

ol on note (U|V) le produit scalaire de R" .
Les matrices M et IK* sont symétriques, définies positives.

Existence et unicité du probléme matriciel semi-discrétisé en espace : facile a établir (par
exemple en décomposant uj, sur la base des vecteurs propres du probléme approché du
Laplacien avec CL du Dirichlet).
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Discrétisation totale : différences finies en temps

Schéma saute mouton, explicite centré d’ordre deux : (1 = 1)

(Uk+1 _ 2Uk + Uk—l)
At?
U°% U' donnés

M + KUk = p*

avec F§ = FJ(tk;) = / f(tk)deQ
Q
Rappel : Sila source f est approchée par son interpolation
F6) =Y f(t My)w,,
J
le second membre peut étre approché par:
& ~k ~k .
F" ~MF avec ' = (f(t, MJ))J:LN
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Discrétisation totale : différences finies en temps Démarrage du schéma

3 L ., Choix de u,% et u}L?
Schéma saute mouton, explicite centré d’ordre deux : )
® Cas continu : u(0) = ug, Otu(0) = u;

N (Uk+1 —oUk 4+ Uk—l) N KU — b ® Schéma semi-discrétisé : wj,(0) = w0 & ug et yup(0) = up1 ~ us
At2? B ® Schéma totalement discrétisé : uf ~ u(t;) donc uf ~ u(0) et uj ~ u(At)
U% U' donnés ® Pourt=0:u) =upo~ug

® Pourt= At:uj} #uy, carce n'est pas une approx de d;u(0) mais de u(At)
Sous forme variationnelle : trouver uf € Vj, tel que

- Un premier choix : basé sur la formule de Taylor

u’,jﬂ — 211,;“L + u’;fl & —(f(t v v u
( INE svn)r2(@) + alug, vn) = (f(tk),vn), Von € Vp u(At) = u(0) + At (0) + O(AL?)
u?l, et u}l donnés dans Vj, qui conduit & I'approximation: u}, = wj, o + At up, 1
> approximation d’ordre 1 en temps de du/9t(0)
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Démarrage du schéma Recap schéma totalement discrétisé
Choix de v etu}? . L i
® Schéma totalement discrétisé : u} ~ u(ty) donc vl ~ u(0) et u} ~ u(At) Schéma saute mouton, explicite centré d’ordre deux :
® Pourt=0: ’11,2 =y, 0 R ug (Uk+1 _ouk + kal) i k:
® Pourt=At: u}L # up, 1 car ce n'est pas une approx de 9:u(0) mais de u(At) M Az2 + KU =F
(8) 4 U0 =,
- Le bon choix pour avoir de I'ordre 2 :
P At? N

NG MU = (M — ——K)Uq + At MUy + ——F°
u(At) = uo + Atur + T(A’Uo + £(0)) + O(A)

ou le terme source peut étre approché par
ce qui s’écrit variationnellement ((u, v) = produit scalaire L2(Q))

A ~k ~k )
A2 FF~MF  avec F' = (f(t,Ms))s=1,n
(u(At),v) = (uo,v)p2(q) + At(u1,v) — Ta(whv)

2
+ 5 (1(0),0) + 0, VoeV

> Approximation :

1 At? At?
(up,vn) = (un,0,vh) — Ta(“rh.o,vh)JrAt(U}m ,VR) + T(]‘(O)ﬂ)hL Yoy, € V,
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Condensation de masse

Schéma (S) semi-explicite i.e., pas "complétement" explicite (pour calculer
U*+1 on doit inverser la matrice de masse M) :

UM = MY AR (FF - KU*) + 2U% — UF )

Condensation de masse (ou lumping) : consiste a approcher M par une
matrice diagonale, en utilisant une formule de quadrature (intégration
numérique) » schéma explicite

Avec une formule de quadrature appropriée : pas de perte de précision,
moins colteux et plus rapide.
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Condensation de masse

Exemple pour les éléments finis de Lagrange P!

Formule de quadrature sur un triangle 7', de sommets S,, a = 1,3

I
[ ranay~ LS (s,

a=1,3
ou |T|= aire du triangle.
» Approximation de la matrice de masse élémentaire (7, = fcts de base

locales)

T
e 1T

Cas particulier: sur maillage uniforme : M = h2Id
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Condensation de masse

Principe pour des éléments finis de Lagrange : formule de quadrature
dont les noeuds de quadrature coincident avec les positions des degrés de

liberté Mp :

/ FOM)AM ~ Y wp f(Mp)
P

» Approximation de la matrice de masse :

My = /wfw.zd:c ~ Y wpwi(Mp) w;(Mp) := M7,

- ]I\’I(Il‘z} = OJ[6[J

M = matrice diagonale

orp dsp
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Identité d’énergie discrete (cas f = 0)

Rappel cas continu :

L2

(L?) dE 1
Zu—Au=0 x atu:>z:0 avecE(t):E'

Schéma totalement discrétisé :

]M(U’““ —2U% + Uk

du

2 1 5
— ||V
AL

T (®N)
+KU® =0 X

A2

Notation: (U|V)p = (PU|V) = > (PU),V; ol (U|V)= prod scalaire de R .

J=1,N

On multilie par 'approximation centrée de d:u

k+1 _ o7k 4 k=1
ul Uk Uk

At2?

(RY) pk+1 _ k=1
X -

KU* =0
2A¢
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Identité d’énergie discréete (cas f = 0) Identité d’énergie discrete (cas f = 0)

= (“Ukﬂ —UH - (UF - UR), UR - UR) 4 (UF - U’fl)) +
™M

On multiplie par I'approximation centrée de 9;u At2 2A¢
U)c+1 _ Uk—l
(UF+L — U 4+ Uk & (RY) phk+1 _ k-1 + (Uk|7> =0
M KU" =0 X —_——
At? + 2AL 2A¢t K
— ((UHI —2Uk+ UMY | Ukt — gkl > + (u* Ukt — gkl —0 On introduit une énergie discréte du schéma:
At? 2At ™ 2At K
k+1 k k k—1 k41 k k k—1 kt1/2 _ 1 Ukt — gk 2 1 k k1
(U —UR) - (U* —=U 1Y) (U —UR)+(U*-U1) ghti/z — 1= — - + —(KU",U*T)
= | + 2 A 2 '
A2 2At " t v
( k| Uk+1 _ k-1 0 Conservation de I’énergie discréte (en I'absence de source)
+(v 7) -
2At K
£k+1/2 — gk—1/2 :51/27 Vk
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Stabilité du schéma (cas [ =0)

La conservation de I’énergie discréte £¢1/2 = £1/2 v
2
chHL/z _ 1 HUlc+1 _yk
2

1
- I[(Uk Uk+1
AL + 5 (KU U)

M

Le schéma est stable sous la condition de stabilité CFL
(Courant-Friedrichs-Levy)

A (KV,V)
FL el = —— -
(CFL) eqt = = 500 (31w, v)

On peut montrer que
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