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ÉCHAUFFEMENT 1

S
oit ABC un triangle tel que les angles B̂AC et ÂBC soient strictement
inférieurs à π/2. Déterminer une méthode géométrique pour construire
l’unique carré DEFG tel que [DE] ⊂ [AB], F ∈ [BC] et G ∈ [AC]. Nous

rappelons qu’une méthode géométrique est une méthode utilisant exclusivement la
règle (non graduée) et le compas.

A B

C

avant

A B

C

D E

FG

après

1. Je dois ce joli exercice à M. Philippe Barlier, mon prof de math de sup..
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

L
es matériaux négatifs ont pris ces dernières années une place considérable en électroma-
gnétisme. Commençons par préciser ce que nous entendons par matériau négatif. Un
matériau est caractérisé par sa réponse fréquentielle à une excitation périodique. La

permittivité diélectrique ε et la perméabilité magnétique µ déterminent cette réponse. Nous dirons
qu’un matériau est négatif à la fréquence ω si l’un au moins de ces deux paramètres physiques est
négatif. À présent, décrivons quels peuvent être les matériaux négatifs.

Dans la nature, la grande majorité des matériaux possèdent des paramètres physiques qui de-
meurent positifs pour la plupart des fréquences. Néanmoins, il est connu depuis fort longtemps
que les métaux présentent une permittivité négative pour une large gamme de fréquences. Pour
représenter le comportement de ces métaux, il existe différents modèles, plus ou moins sophistiqués
selon le degré de précision désiré. Présentons succinctement le plus simple : le modèle de Drude.
Nous renvoyons le lecteur au §4.2.1 du Chapitre 4 pour plus de détails. Le modèle de Drude consiste
à considérer que les électrons dans un métal sont libres de se déplacer sans subir de force de la part
du noyau. En appliquant le principe fondamental de la dynamique à un électron puis en reliant son
déplacement à la polarisation et au champ électriques, on montre qu’en première approximation, il
est raisonnable de considérer que la permittivité diélectrique dans un métal suit la loi

ε(ω) = ε0

(
1 −

ω2
p

ω2

)
.

Ci-dessus, ε0 désigne la permittivité du vide et ωp correspond à la pulsation de plasma du métal.
Cette dernière est située dans l’ultraviolet si bien que dans le visible et plus généralement, pour
toutes les pulsations inférieures à ωp, la permittivité diélectrique d’un métal est négative. Grâce à
cette propriété, des ondes peuvent se propager à l’interface entre un diélectrique et un métal. Ces
ondes sont appelées plasmons de surface. Elles ont pris ces vingt dernières années une importance
considérable dans le domaine des micro et nano technologies en électromagnétisme [8, 47, 152, 86].
Expliquons brièvement pourquoi.

De façon générale, pour améliorer les performances des dispositifs électroniques, il faut être capable
de réduire la taille des composants. Or, il semble qu’on ait atteint les limites pour les composants
utilisant les signaux électriques. Une alternative séduisante consiste à transmettre les informations
au moyen de la lumière. Mais pour le moment, il est difficile de la manipuler à de petites échelles,
avec des matériaux classiques, en raison de la limite de diffraction. Les matériaux à permittivité
négative, comme donc, les métaux sous la fréquence plasma, permettraient de s’affranchir de cette
limite de diffraction. À terme, les physiciens espèrent pouvoir développer une électronique des plas-
mons pour construire des puces d’ordinateur. Les potentielles retombées de telles techniques sont
donc colossales. Indiquons également que les plasmons sont très sensibles aux propriétés de surface
et l’on peut les exploiter pour concevoir des photodétecteurs à l’échelle nanométrique. Pour plus
d’applications, nous invitons le lecteur à consulter [135]. En pratique, les technologies plasmoniques

1



2 Introduction

Figure 1 – Représentation schématique d’un plasmon de surface.

sont en plein essor car on a beaucoup progressé dans les procédés d’observation. Auparavant, on ne
pouvait mesurer que le champ lointain associé à ces ondes. Or cette information est vraiment pauvre
car les plasmons sont localisés à l’interface diélectrique/métal et exponentiellement décroissants
dans la direction transverse (cf. illustration de la Figure 1). Désormais, grâce aux avancées réalisées
en imagerie, il est possible d’accéder au champ proche ce qui se révèle beaucoup plus intéressant.
Mathématiquement, par contre, ces plasmons de surface semblent des objets relativement inconnus
qui ne rentrent pas dans les théories de guides d’ondes existantes. Ceci provient du changement de
signe de la permittivité qui apparaît dans les équations de Maxwell qui gouvernent les variations
du champ électromagnétique.

Si les métaux sous la pulsation de plasma constituent les représentants les plus naturels des
matériaux négatifs, les médiatiques métamatériaux en sont peut-être le symbole le plus scintillant.
Les métamatériaux sont des structures composites artificielles que l’on ne trouve pas dans la nature.
Ils sont fabriqués en agençant de façon périodique un motif, petit par rapport à la longueur d’onde
de travail, réalisé à partir de matériaux standards. Pour obtenir un matériau qui se comporte
comme un matériau négatif, tout le travail consiste à bien choisir ledit motif. En effet, ce sont
des résonances locales au niveau de la cellule de base qui confèrent à la structure macroscopique
des propriétés originales. À l’heure actuelle, les physiciens semblent avoir une préférence pour les
motifs constitués de fils et d’anneaux métalliques coupés.

Figure 2 – Exemples de métamatériaux. Photos : D. Schurig, Duke University (à gauche) et C.
Soukoulis, Ames Laboratory (à droite).

Dans notre travail, nous nous intéresserons en particulier à des structures qui se comportent comme
si leur permittivité diélectrique et leur perméabilité magnétique étaient toutes deux négatives. Ce
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sont les fameux métamatériaux à indice de réfraction négatif également appelés matériaux de la
main gauche. Ils portent ce nom car le trièdre (vecteur d’onde, champ électrique, champ magné-
tique) y suit la règle de la main gauche. Nous expliquerons dans le §4.2.2 du Chapitre 4 pourquoi
un matériau pour lequel ε et µ sont négatifs possède un indice n = √

εµ négatif. Au niveau du
dioptre entre un matériau usuel et un tel métamatériau doublement négatif, il se produit un phé-
nomène surprenant de réfraction négative (cf. Figure 3). On le comprend sans peine en écrivant la
loi de Descartes qui régit le trajet des rayons lumineux et en exploitant le changement de signe de n.

Avant de poursuivre, il est important de préciser que les métamatériaux ne sont pas tous né-
gatifs. Un métamatériau est simplement une structure que l’on construit pour qu’elle se comporte
comme un matériau homogène de permittivité et de perméabilité données. C’est cette maîtrise
des coefficients physiques qui fait l’intérêt des métamatériaux. Elle permet de contrôler le champ
électromagnétique et donc la lumière. C’est ainsi que des physiciens ont imaginé créer des capes
d’invisibilité. Pour cette application, l’idée consiste à modifier la permittivité et la perméabilité
dans une couronne autour de l’objet que l’on souhaite cacher. On choisit alors ε et µ de sorte qu’un
rayon lumineux arrivant sur l’obstacle le contourne sans subir d’interaction (voir une illustration
de ce phénomène avec la Figure 3 à droite).

Figure 3 – Réfraction négative (à gauche). Un exemple d’invisibilité pour une onde plane (à droite).

Arrêtons-nous là pour la présentation des différents matériaux négatifs et pour la description
des technologies dans lesquelles ils interviennent. Retenons simplement deux idées importantes.
D’une part, les applications potentielles fourmillent. D’autre part, on a besoin de ces matériaux
négatifs dans des contextes compliqués où l’on travaille bien souvent à l’échelle nanométrique
(lorsque l’on souhaite manipuler la lumière en tout cas). Pour cette dernière raison, le développe-
ment expérimental des dispositifs se révèle très coûteux. D’ailleurs, pour être réaliste, même s’il
existe quelques résultats encourageants en micro-ondes, il semble qu’il reste beaucoup à faire pour
construire en pratique des objets utilisant les plasmons ou les métamatériaux dans le domaine du
visible. Pour limiter les manipulations onéreuses, il est donc crucial de savoir mettre en place des
méthodes de simulations efficaces pour développer les technologies. Pour les structures périodiques
que sont les métamatériaux, différentes possibilités s’offrent à nous. Exposons les deux grandes idées.

Une première approche consiste à effectuer les calculs sur le matériau réel considéré dans toute
sa complexité. Néanmoins, cette technique est extrêmement dispendieuse en raison du nombre
important de degrés de liberté. Naturellement, il faut essayer de tirer parti de la structure pério-
dique de ces composites. Cela demande tout de même des méthodes assez fines. De substantielles
avancées ont été réalisées dans ce sens notamment par J. Coatléven, S. Fliss et P. Joly (voir
[81, 56]). Une seconde approche pour effectuer les simulations numériques consiste à homogénéiser
les métamatériaux en les représentant par des matériaux homogènes équivalents. Cette méthode
paraît très attrayante car elle permet de faire les calculs facilement. Malheureusement, la jus-
tification du processus d’homogénéisation s’avère délicate. Pour le moment, elle n’a été réalisée
que dans certaines géométries bien particulières et il reste d’importantes zones d’ombre pour des
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configurations générales. Néanmoins, il est possible de prouver mathématiquement qu’on peut
construire des matériaux qui se comportent macroscopiquement comme si leur permittivité et leur
perméabilité étaient négatives [30, 29, 28].

Dans cette thèse, nous souhaitons nous intéresser aux équations de Maxwell posées dans un milieu
constitué d’un matériau positif classique et d’un matériau négatif. Ce matériau négatif représentera
tantôt un métal sous la fréquence plasma, tantôt un métamatériau négatif homogénéisé. Nous nous
placerons en régime harmonique en temps et supposerons l’ensemble de la structure entourée par
un conducteur parfait. Cette dernière hypothèse conduit à travailler en domaine borné. À cause du
changement de signe des coefficients physiques à l’interface entre les deux matériaux homogènes,
on ne dispose pas des propriétés usuelles de positivité. Par conséquent, les techniques classiques
d’étude des équations de Maxwell ne peuvent être utilisées telles quelles. De façon générale, les
questions que nous nous posons sont les suivantes. Les équations de Maxwell sont-elles bien posées
dans ces milieux ? Autrement dit, possèdent-elles une unique solution dépendant continûment de
la donnée ? Si oui, peut-on mettre en place et justifier des méthodes numériques pour approcher
cette solution ? Lorsque les équations de Maxwell ne sont pas bien posées, peut-on déterminer un
nouveau cadre fonctionnel pour retrouver ce caractère bien posé ? Tels sont les grands axes, les
questions directrices de ce travail de thèse.

Comme nous l’avons indiqué précédemment, l’étude des problèmes d’électromagnétisme dans
des milieux composites pour lesquels ε et/ou µ change(nt) de signe en est encore à ses balbutie-
ments. Dans ce champ de recherches, M. Costabel et E. Stephan semblent pouvoir être considérés
comme des pionniers. En effet, dès 1985, bien avant l’ère des plasmons et des métamatériaux
négatifs, ces deux auteurs dans [66] s’intéressent à la question en utilisant des techniques de repré-
sentation intégrale. L’apparition des milieux négatifs au sein de l’équipe Poems date de la fin des
années quatre-vingt-dix avec la thèse de K. Ramdani encadrée par A.-S. Bonnet-Ben Dhia [138].
Leur travail est alors centré sur les milieux supraconducteurs. Dans le même temps, M. Dauge et
B. Texier apportent leur contribution en montrant comment adapter les techniques d’équations
elliptiques dans des géométries singulières pour ce problème (cf. [72]). La prise de conscience de
l’importance d’une étude mathématique fine des métamatériaux homogénéisés revient sans doute
à la thèse de C. M. Zwölf encadrée par A.-S. Bonnet-Ben Dhia et P. Ciarlet [155]. Au cours de ce
projet, ils obtiennent les premiers résultats variationnels permettant de justifier la convergence de
méthodes numériques. En Italie, à Gênes, il existe une équipe de chercheurs, composée notamment
de G. Bozza, P. Fernandes, G. Oliveri et M. Raffetto, qui s’intéresse à l’analyse mathématique
et numérique de ces problèmes (voir notamment les articles [131, 80]). Récemment, dans [129],
S. Nicaise et J. Venel ont proposé une amélioration des résultats d’approximation de [25]. Mais
la communauté ne semble guère plus grande. Pourtant, les phénomènes originaux à découvrir
abondent...

Plan de la thèse

Présentons maintenant le plan que nous allons suivre. Ce mémoire se divise en quatre parties. Les
deux premières sont consacrées à l’étude du problème scalaire auquel on peut réduire les équations
de Maxwell lorsque le domaine et la géométrie présentent une invariance dans une direction. Dans
la troisième partie, nous travaillons sur les équations de Maxwell en 2D et en 3D. Dans la quatrième
partie, nous nous intéressons au problème de transmission intérieur qui apparaît dans la théorie de
la diffraction. L’opérateur associé à ce problème présente également un changement de signe dans
sa partie principale.

Partie I : Étude du problème scalaire Nous commençons par étudier le problème sca-
laire obtenu à partir des équations de Maxwell lorsque ces dernières sont invariantes dans une
direction. Dans le Chapitre 1, à l’aide de considérations géométriques, nous revisitons la méthode
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de la T-coercivité introduite dans [25]. Nous fournissons des conditions nécessaires et suffisantes
pour que le problème soit bien posé au sens de Fredholm. Nous détaillons le procédé en 2D et
nous donnons les outils pour traiter le cas scalaire 3D. Dans le Chapitre 2, nous travaillons dans
deux directions. D’une part, nous examinons le lien entre la T-coercivité et les théorie existantes
dans la littérature. Nous montrons notamment que cette approche n’est autre qu’une reformulation
de la condition inf-sup. D’autre part, nous considérons des questions d’approximation numérique
de la solution du problème scalaire lorsque celui-ci est bien posé. Nous utilisons la technique de
la T-coercivité pour justifier la convergence des méthodes numériques d’éléments finis classiques
pour certains maillages. Nous développons également une méthode de pénalisation qui fonctionne
sans hypothèse particulière sur le maillage mais qui converge lentement. Enfin, nous présentons
quelques simulations numériques pour illustrer nos résultats. Le Chapitre 3 est consacré à l’étude
de la régularité des solutions du problème scalaire. Ces résultats sont importants pour démontrer
complètement la convergence des méthodes numériques du précédent chapitre. Par ailleurs, ils
constituent une introduction aux techniques d’espaces à poids et de transformée de Mellin que
nous utiliserons dans la suite. Le Chapitre 4 a une vocation plus physique. Nous y justifions la
pertinence d’étudier les équations de Maxwell avec des coefficients physiques réels qui changent
de signe. Pour cela, nous montrons que le comportement de la solution des équations de Maxwell
dans un milieu légèrement dissipatif (i.e. avec des coefficients physiques complexes) est très lié à
la nature du problème non dissipatif. Dans ce chapitre, nous revenons également sur la question
délicate de la modélisation de l’absorption dans un milieu négatif.

Partie II : Extensions pour le problème scalaire Cette seconde partie est dédiée à
l’étude du problème scalaire lorsque ce dernier n’est pas bien posé dans le cadre usuel des fonctions
d’énergie finie (H1). Cela se produit notamment, pour certaines valeurs des paramètres physiques,
lorsque l’interface entre le matériau positif et le matériau négatif présente un coin. Dans le Cha-
pitre 5, nous définissons un nouveau cadre fonctionnel pour restaurer le caractère bien posé du
problème. La démarche s’apparente au processus d’absorption limite dans un guide d’ondes non
borné pour l’équation de Helmholtz en présence de modes propagatifs, le coin de l’interface dans
notre problème jouant le rôle d’infini dans le guide d’ondes. Toutefois, il existe une différence
fondamentale par rapport au problème de guide d’ondes classique. En raison, du changement de
signe des coefficients, nous ne pouvons pas utiliser un résultat de décomposition sur les vecteurs
propres d’un certain opérateur transverse. Nous contournons néanmoins ce problème, au prix d’un
petit effort technique, en recourant aux espaces à poids et aux méthodes de type Mellin. Dans ce
chapitre, nous donnons également quelques pistes pour approcher la solution dans ce nouveau cadre
fonctionnel. L’une d’elle consiste à placer une couche parfaitement adaptée (PML) au voisinage
du coin de l’interface, technique relativement inhabituelle. Dans le Chapitre 6, nous effectuons un
développement asymptotique de la solution dans ce nouveau cadre fonctionnel par rapport à un
petit arrondi du coin. Nous mettons en évidence une instabilité de la solution par rapport à cet
arrondi. Pour les applications, ce point présente probablement des conséquences importantes car il
n’existe dans la nature que des coins légèrement arrondis.

Partie III : Équations de Maxwell Dans la troisième partie de ce travail, nous nous in-
téressons aux équations de Maxwell. Nous débutons avec le Chapitre 7 par une étude complète
de ces équations lorsque la géométrie et les données sont invariantes dans une direction. Dans
le processus, nous prouvons un résultat liant le problème scalaire avec condition de Dirichlet au
problème scalaire avec condition de Neumann en 2D. Par ailleurs, nous exhibons une curiosité du
cadre fonctionnel pour les équations de Maxwell lorsque les paramètres physiques changent de signe.
Dans le Chapitre 8, nous redéployons les outils de type espaces à poids et transformée de Mellin
pour obtenir un résultat d’injection compacte pour les équations de Maxwell. Dans ce mémoire,
nous démontrons de tels théorèmes en d’autres circonstances en utilisant d’autres techniques. Ce
chapitre est néanmoins important car il devrait permettre de définir un nouveau cadre fonctionnel
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pour les équations de Maxwell lorsque celles-ci ne sont pas bien posées dans les espaces usuels. Le
Chapitre 9 contient assurément le résultat le plus important de cette partie. Nous y montrons que
les équations de Maxwell 3D sont bien posées dès lors que les problèmes scalaires 3D sont bien posés.

Partie IV : Problèmes de transmission intérieurs La quatrième et dernière partie de
ce mémoire est consacrée à l’étude d’un problème de transmission intérieur que l’on rencontre en
théorie de la diffraction. On peut le résumer ainsi. Considérons un milieu de référence contenant
une inclusion constituée d’un matériau différent (oublions les matériaux négatifs). À fréquence
fixée, peut-on trouver un champ incident pour lequel le champ réfléchi par l’inclusion soit nul ?
La mise en équations de cette question conduit à un problème spectral pour lequel l’opérateur
présente un changement de signe dans sa partie principale. De nouveau, les outils classiques ne
peuvent être utilisés directement. Dans le Chapitre 10, nous établissons le lien entre ce problème
et le problème de transmission matériau positif/matériau négatif. En procédant par analogie et en
utilisant la technique variationnelle de la T-coercivité, nous démontrons des résultats concernant
le caractère discret des fréquences pour lesquelles il existe une onde qui ne rayonne pas. Ces
résultats sont essentiels pour pouvoir mettre en place les techniques de reconstruction du support
de l’inclusion. Nous étudions à la fois le problème scalaire et le problème pour les équations de
Maxwell. Pour certains jeux de paramètres physiques de l’inclusion, il est nécessaire de travailler sur
une formulation différente de celle étudiée dans le Chapitre 10. De façon un peu brutale, on peut
dire que c’est le seul espoir de pouvoir utiliser le théorème de Fredholm analytique pour prouver le
caractère discret des valeurs propres de transmission. On est alors amené à étudier un problème de
bilaplacien dépendant d’un paramètre. Dans le Chapitre 11, nous nous intéressons à ce problème
lorsque le paramètre change de signe sur le domaine. Nous prouvons que ce problème du quatrième
ordre possède des propriétés radicalement différentes de celles du problème du second ordre.
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de chaque chapitre.
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Introduction

E
n électromagnétisme, pour certaines applications, on aimerait travailler avec des composites
qui se comportent comme des matériaux homogènes à permittivité diélectrique ε et/ou
perméabilité magnétique µ réelle(s) et négative(s). Comme nous l’avons déjà mentionné,

les métaux et les tout récents métamatériaux négatifs peuvent entrer, en première approximation,
dans cette catégorie pour certaines plages de fréquences. La modélisation de tels objets soulèvent
des questions relativement inhabituelles. Considérons une structure hétérogène composée d’un di-
électrique classique et d’un matériau négatif. En raison du changement de signe des paramètres
physiques, il n’est pas évident de prouver l’existence et l’unicité du champ électromagnétique pour
un terme source donné. Dans ce chapitre, nous commencerons par nous intéresser au cas d’un
problème bidimensionnel dans un domaine Ω représentant la structure hétérogène, en régime har-
monique en temps avec une excitation de pulsation ω > 0. Dans une telle configuration, de façon
classique et comme nous le verrons dans le Chapitre 7, les équations de Maxwell se ramènent à des
problèmes scalaires de la forme

div(σ∇u) + ω2 ς u = f dans Ω, (1.1)

avec (σ, ς) égal à (ε−1, µ) ou (µ−1, ε). Ci-dessus, f désigne le terme source. Nous compléterons cette
équation aux dérivées partielles par une condition aux limites sur la frontière. Dans ce chapitre,
nous étudierons également le cas de figure (σ, ς) = (ε, 0) modélisant typiquement un problème
d’électrostatique en deux ou trois dimensions.

De façon plus mathématique, nous supposons que Ω est partitionné en deux ouverts Ω1 et Ω2
avec Ω = Ω1 ∪ Ω2 et Ω1 ∩ Ω2 = ∅. Nous faisons l’hypothèse que Ω est un domaine de Rd tandis
que Ω1, Ω2 ⊂ Rd sont à frontière lipschitzienne (d = 2, 3). Nous rappelons qu’un domaine est, par
définition, un sous-ensemble ouvert borné et connexe de Rd (d = 2, 3 ici) à frontière lipschitzienne.
Introduisons σk ∈ L∞(Ωk), k = 1, 2, deux fonctions à valeurs réelles telles que

σ1 ≥ c1 > 0 p.p. dans Ω1 et σ2 ≤ c2 < 0 p.p. dans Ω2,

où c1 et c2 sont des constantes. Définissons σ ∈ L∞(Ω) de la façon suivante : σ := σk dans Ωk,
k = 1, 2. Par ailleurs, prenons ς ∈ L∞(Ω). Ainsi, nous étudions une situation pour laquelle il y a
un diélectrique classique dans Ω1 et un matériau négatif dans Ω2. Sur la frontière, nous imposerons
dans un premier temps, une condition de Dirichlet homogène, i.e. u = 0 sur ∂Ω. Nous effectuerons
la plupart de notre étude avec cette condition. Nous montrerons dans la Section 1.7 comment
on peut traiter le cas de la condition de Neumann. Les résultats que nous allons obtenir pour le
problème (1.1) avec condition de Neumann différeront dans certaines configurations de ceux pour
le problème (1.1) avec condition de Dirichlet. Par contre, la méthode que nous allons mettre en
œuvre, elle, sera la même.

Dans la suite, pour le problème avec condition de Dirichlet, nous prendrons un terme source
f dans H−1(Ω), et nous chercherons la solution u dans H1

0(Ω). Dans ce chapitre, comme dans tout
ce document d’ailleurs, H1

0(Ω) désignera l’ensemble des fonctions de H1(Ω) dont la trace est nulle
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sur ∂Ω. L’espace H−1(Ω) est quant à lui constitué des formes linéaires continues sur H1
0(Ω). Puisque

l’injection de H1
0(Ω) dans H−1(Ω) est compacte, il est suffisant d’étudier la partie principale de

l’opérateur associé à (1.1). En d’autres termes, nous nous intéresserons au problème

(P) Trouver u ∈ H1
0(Ω) tel que

−div(σ∇u) = f dans Ω.

De façon usuelle, u est solution du problème (P) si, et seulement si, u vérifie « trouver u ∈ H1
0(Ω)

tel que a(u, v) = l(v) pour tout v ∈ H1
0(Ω) », avec

a(u, v) = (σ∇u,∇v)Ω, et l(v) = ⟨f, v⟩Ω .

Ci-dessus, (·, ·)Ω et ⟨·, ·⟩Ω désignent respectivement le produit scalaire de (L2(Ω))d et le crochet de
dualité H−1(Ω) × H1

0(Ω). Introduisons alors l’opérateur linéaire continu A : H1
0(Ω) → H−1(Ω) défini

par
⟨Au, v⟩Ω = a(u, v), ∀u, v ∈ H1

0(Ω).

Nous noterons L(H1
0(Ω),H−1(Ω)) l’ensemble des opérateurs continus de H1

0(Ω) dans H−1(Ω)).

Notre objectif est de déterminer un critère sur σ pour garantir que le problème (P) possède
une et une seule solution, et plus généralement, pour assurer que A : H1

0(Ω) → H−1(Ω) définit un
isomorphisme. Bien entendu, en raison du changement de signe de σ sur Ω, la forme a n’est pas coer-
cive 1 sur H1

0(Ω)×H1
0(Ω). En particulier, on ne peut pas appliquer le théorème de Lax-Milgram. Pour

autant, cela ne signifie pas que l’opérateur A n’est jamais un isomorphisme. Pour étudier le problème
(P), nous utiliserons la méthode de la T-coercivité introduite dans [25, 155]. Présentons-en l’idée.
Supposons qu’il existe un isomorphisme T de H1

0(Ω) tel que la forme bilinéaire (u, v) 7→ a(u, Tv)
soit coercive. Alors le problème (P) est bien posé, au sens où il possède une unique solution, en
vertu du théorème de Lax-Milgram. En effet, dans ce cas, le problème « trouver u ∈ H1

0(Ω) tel que
a(u, Tv) = l(Tv) pour tout v ∈ H1

0(Ω) » est bien posé. Puisque T est un isomorphisme de H1
0(Ω), ceci

prouve que le problème initial « trouver u ∈ H1
0(Ω) tel que a(u, v) = l(v) pour tout v ∈ H1

0(Ω) » est
bien posé. Dès lors, toute l’astuce dans cette technique consiste à construire ces fameux opérateurs
T. Dans [25, 155], il est prouvé que A : H1

0(Ω) → H−1(Ω) constitue un isomorphisme lorsque
max (infΩ1 σ1/supΩ2 |σ2|, infΩ2 |σ2|/supΩ1σ1) > IΣ ≥ 1, où IΣ est une constante qui ne dépend que
de la géométrie de l’interface Σ entre Ω1 et Ω1. Mais la valeur de IΣ n’est pas connue. Ceci vient
du fait que les T sont construits à partir d’un opérateur de relèvement abstrait pour lequel on
ne peut pas calculer explicitement la norme. Ici, nous nous proposons de compléter les résultats
de [25, 155] de deux façons. Tout d’abord, nous obtenons des valeurs explicites des constantes.
D’autre part, nous localisons ces résultats, au sens où nous proposons un critère pour assurer le
caractère bien posé de (P), quitte à avoir un noyau et un conoyau de même dimension finie, qui
ne dépend que des valeurs des paramètres physiques au voisinage de l’interface entre les deux
matériaux. Pour obtenir ces résultats, nous prouvons que A est de type Fredholm d’indice zéro, au
moyen d’opérateurs T simples, définis de façon géométrique. Dans ce cas, si l’on possède un résultat
d’unicité pour le problème (P) alors il est bien posé. Mais il peut également apparaître un noyau de
dimension finie comme nous le verrons plus loin, dans le Chapitre 2, §2.2.2. Bien sûr, si l’opérateur
A : H1

0(Ω) → H−1(Ω) est de type Fredholm d’indice zéro, alors l’opérateur associé au problème
div(σ∇u) + ω2 ς u = f dans Ω avec u = 0 sur ∂Ω est également de type Fredholm d’indice zéro.
Nous préciserons dans le Chapitre 2, comment se situe cette technique de la T-coercivité par rapport
aux approches classiquement utilisées pour montrer qu’un problème est bien posé. Plus précisément,
nous verrons que cette méthode n’est autre qu’une formulation très simple de la théorie inf-sup [32].

1. Plus généralement, on ne peut pas trouver θ ∈ [0; 2π[ tel que (u, v) 7→ e2iπθa(u, v) soit coercive sur H1
0(Ω) ×

H1
0(Ω). Pour montrer ce résultat, introduisons deux fonctions non nulles φ1 ∈ C ∞

0 (Ω1) et φ2 ∈ C ∞
0 (Ω2). Définissons

φ telle que φ|Ω1 = φ1 et φ|Ω2 = αφ2, avec α := (
∫

Ω1
σ1|∇φ1|2/

∫
Ω2

|σ2||∇φ2|2)1/2. On a alors φ ∈ H1
0(Ω), φ ̸= 0 et

a(φ,φ) = 0.
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Dans le cas où σ1 et σ2 sont des nombres constants, il existe dans la littérature au moins deux
autres approches pour étudier le problème (P). À l’aide de techniques d’équations d’intégrales, il
a d’abord été prouvé dans [66] par Costabel et Stephan que lorsque l’interface Σ est régulière (de
classe C 2), le problème (P) est bien posé au sens de Fredholm si, et seulement si, le contraste
κσ := σ2/σ1 est différent de −1. Postérieurement à cela, l’influence des coins dans l’interface a
été spécifiquement étudiée dans [72] (voir également [26, 138]). Les auteurs prouvent que lorsque
l’interface présente un angle droit, le problème (P), avec un second membre f dans L2(Ω), n’est
pas de type Fredholm si, et seulement si, κσ ∈ [−3; −1/3] (des résultats similaires peuvent être
obtenus pour des valeurs quelconques d’angle). Nous retrouverons ces résultats au cours de notre
étude par la technique de la T-coercivité.

Ce chapitre s’organise de la façon suivante. Après avoir introduit quelques notations et prouvé
un résultat préliminaire, nous étudions des cas élémentaires, pour des géométries simples de R2

(d = 2). Dans la Section 1.3, nous combinons les résultats obtenus à une technique de localisation
pour pouvoir traiter des problèmes de transmission de R2 mettant en jeu des interfaces plus
générales. Nous donnons alors des exemples lorsque σ est régulier ou constant par morceaux. En
particulier, nous obtenons un critère reposant uniquement sur les valeurs du contraste à l’interface.
Dans la Section 1.5, nous discutons l’optimalité de ces résultats pour les domaines de R2. Nous
fournissons ensuite des éléments de preuve pour des géométries simples de R3 qui ne se ramènent
pas nécessairement à des géométries 2D. Le cas du coin de Fichera en constitue l’exemple le plus
illustratif. Enfin, nous présentons une démarche possible pour étudier le problème (P) avec une
condition aux limites de Neumann plutôt qu’une condition de Dirichlet.

1.1 Notations et résultat préliminaire

Avant d’entrer dans le vif du sujet, introduisons quelques notations qui serviront tout au long
de ce chapitre.
Étant donné un domaine O de Rd, nous noterons sans distinction (·, ·)O (resp. ∥ · ∥O) les produits
scalaires (resp. les normes) de L2(O) et (L2(O))d. De même, pour p ∈ [1; ∞] \ {2}, ∥ · ∥Lp(O)
désignera à la fois la norme de Lp(O) et celle de (Lp(O))d. Nous munirons H1

0(O) de la norme
∥ · ∥H1

0(O) := ∥∇·∥O. Nous notons ⟨·, ·⟩O le crochet de dualité H−1(O) × H1
0(O), et nous définissons

la norme
∥f∥H−1(O) := sup

v∈H1
0(O)\{0}

| ⟨f, v⟩O |
∥v∥H1

0(O)
, ∀f ∈ H−1(O) .

Pour k = 1, 2, introduisons Γk := ∂Ω ∩ ∂Ωk. Nous appelons interface l’ensemble Σ := ∂Ω1\Γ1 =
∂Ω2\Γ2. Les normes Lp (p ∈ [1; ∞]) sur Σ sont notées comme ci-dessus en remplaçant O par Σ.
D’autre part, ·|Σ désignera l’opérateur de trace sur Σ.
Si v est une fonction mesurable sur Ω, nous utilisons la notation vk := v|Ωk

, k = 1, 2. Introduisons
ensuite 2

σ+
1 := sup

Ω1

σ1 , σ+
2 := sup

Ω2

|σ2| , σ−
1 := inf

Ω1
σ1 et σ−

2 := inf
Ω2

|σ2|.

Lorsque c’est possible, nous définissons le contraste κσ := σ2/σ1 sur Σ. C’est une constante lorsque
σ1, σ2 sont des fonctions constantes, ou un élément de C 0(Σ) lorsque σ1 ∈ C 0(Ω1), σ2 ∈ C 0(Ω2).
Pour k = 1, 2, introduisons l’espace des restrictions des éléments de H1

0(Ω) à Ωk :

H1
0,Γk

(Ωk) :=
{
v|Ωk

, v ∈ H1
0(Ω)

}
.

Si X et Y sont deux espaces vectoriels normés, L(X,Y) (resp. L(X)) désignera l’espace des opérateurs
linéaires et continus de X dans Y (resp. de X dans X). Enfin, dans tout ce chapitre, si R1 ∈

2. Partout dans la suite, nous écrirons sup pour sup ess, respectivement inf pour inf ess.
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L(H1
0,Γ1

(Ω1),H1
0,Γ2

(Ω2)) et R2 ∈ L(H1
0,Γ2

(Ω2),H1
0,Γ1

(Ω1)), nous notons
∥R1∥ := sup

v∈H1
0, Γ1

(Ω1), ∥∇v∥Ω1 =1
∥∇(R1v)∥Ω2 et ∥R2∥ := sup

v∈H1
0, Γ2

(Ω2), ∥∇v∥Ω2 =1
∥∇(R2v)∥Ω1 .

Commençons par démontrer le théorème ci-dessous. Ce sera la brique de base dans l’approche que
nous allons développer tout au long de ce chapitre.
Théorème 1.1.1 Soit R1 ∈ L(H1

0,Γ1
(Ω1),H1

0,Γ2
(Ω2)) un opérateur vérifiant la condition de raccord

(R1u1)|Σ = u1|Σ pour tout u1 ∈ H1
0,Γ1

(Ω1). Définissons

T1u =
{
u1 dans Ω1
−u2 + 2R1u1 dans Ω2

. (1.2)

Si σ−
1 /σ

+
2 > ∥R1∥2, alors la forme a est T1-coercive : il existe une constante C > 0 telle que

a(u, T1u) ≥ C ∥u∥2
H1

0(Ω) pour tout u ∈ H1
0(Ω). Dans ce cas, A : u 7→ −div(σ∇u) est un isomorphisme

de H1
0(Ω) dans H−1(Ω).

Soit R2 ∈ L(H1
0,Γ2

(Ω2),H1
0,Γ1

(Ω1)) un opérateur vérifiant la condition de raccord (R2u2)|Σ = u2|Σ
pour tout u2 ∈ H1

0,Γ2
(Ω2). Définissons

T2u =
{
u1 − 2R2u2 dans Ω1
−u2 dans Ω2

. (1.3)

Si σ−
2 /σ

+
1 > ∥R2∥2, alors la forme a est T2-coercive : il existe une constante C > 0 telle que

a(u, T2u) ≥ C ∥u∥2
H1

0(Ω) pour tout u ∈ H1
0(Ω). Dans ce cas, A : u 7→ −div(σ∇u) est un isomorphisme

de H1
0(Ω) dans H−1(Ω).

Preuve. Par construction, T1u appartient à H1
0(Ω) pour tout u ∈ H1

0(Ω) et T1 : H1
0(Ω) → H1

0(Ω)
est continu. De plus, pour tout u ∈ H1

0(Ω), on a d’une part T1(T1u) = u sur Ω1 et, d’autre part,
T2(T2u) = −(−u2 + 2R1u1) + 2R1u1 = u2 = u sur Ω2. On déduit T1 ◦ T1 = Id. Ceci prouve que
T1 est un isomorphisme de H1

0(Ω). Calculons maintenant a(u, T1u), pour u ∈ H1
0(Ω). L’inégalité de

Young permet d’écrire, pour tout η > 0,
a(u, T1u) = (σ1 ∇u1,∇u1)Ω1 + (|σ2| ∇u2,∇u2)Ω2 − 2(|σ2| ∇u2,∇(R1u1))Ω2

≥ (σ1 ∇u1,∇u1)Ω1 + (|σ2| ∇u2,∇u2)Ω2

−η (|σ2| ∇u2,∇u2)Ω2 − 1/η (|σ2| ∇(R1u1),∇(R1u1))Ω2

≥ ((σ1 − ∥R1∥2 σ+
2 /η) ∇u1,∇u1)Ω1 + (|σ2| (1 − η) ∇u2,∇u2)Ω2 .

Par conséquent, si σ−
1 /σ

+
2 > ∥R1∥2, alors il existe une constante C > 0 telle que

C ∥u∥2
H1

0(Ω) ≤ a(u, T1u), ∀u ∈ H1
0(Ω).

Autrement dit, a est T1-coercive.
De la même façon, on a T2 ∈ L(H1

0(Ω)), T2 ◦ T2 = Id et donc T2 est un isomorphisme de H1
0(Ω).

Pour u ∈ H1
0(Ω), nous obtenons pour tout η > 0,

a(u, T2u) ≥ (σ1(1 − η)∇u1,∇u1)Ω1 + ((|σ2| − ∥R2∥2 σ+
1 /η)∇u2,∇u2)Ω2 .

Ainsi, si σ−
2 /σ

+
1 > ∥R2∥2, alors il existe C > 0 telle que

C ∥u∥2
H1

0(Ω) ≤ a(u, T2u), ∀u ∈ H1
0(Ω),

i.e. a est T2-coercive.
Pour terminer la preuve, supposons qu’il existe un isomorphisme T de H1

0(Ω), tel que la forme
bilinéaire continue (u, v) 7→ ã(u, v) = a(u, Tv) soit coercive sur H1

0(Ω) × H1
0(Ω). Bien sûr, v 7→

l̃(v) = l(Tv) est une forme linéaire continue sur H1
0(Ω). En vertu du théorème de Lax-Milgram,

nous pouvons affirmer qu’il existe une et une seule fonction u ∈ H1
0(Ω) telle que ã(u, v) = l̃(v)

pour tout v ∈ H1
0(Ω). De plus, cette fonction dépend continûment de la donnée l̃. Comme T est un

isomorphisme de H1
0(Ω), cela montre qu’il existe un unique u ∈ H1

0(Ω) tel que a(u, v) = l(v) pour
tout v ∈ H1

0(Ω), u dépendant continûment de l. Cela prouve bien que A définit un isomorphisme.



16 Chapitre 1. Problème scalaire et méthode de la T-coercivité

Nous pouvons voir R1 (resp. R2) comme un « opérateur de transfert », transformant les fonctions
définies sur Ω1 (resp. Ω2) en des fonctions définies sur Ω2 (resp. Ω1) et préservant la valeur à
l’interface ainsi que la condition de Dirichlet sur la frontière. Dans l’énoncé du Théorème 1.1.1,
nous avons supposé R1, R2 donnés mais ces opérateurs sont en réalité des paramètres. Définissons
les espaces d’« opérateurs de transfert »

R1 := {R1 ∈ L(H1
0,Γ1

(Ω1),H1
0,Γ2

(Ω2))
∣∣R1v1|Σ = v1|Σ, ∀v1 ∈ H1

0,Γ1
(Ω1)}

et R2 := {R2 ∈ L(H1
0,Γ2

(Ω2),H1
0,Γ1

(Ω1))
∣∣R2v2|Σ = v2|Σ, ∀v2 ∈ H1

0,Γ2
(Ω2)}.

En reprenant la preuve du Théorème 1.1.1, on obtient le
Théorème 1.1.2 Supposons σ−

1 /σ
+
2 >

(
infR1∈R1 ∥R1∥2) ou σ−

2 /σ
+
1 >

(
infR2∈R2 ∥R2∥2). Alors,

l’opérateur A : u 7→ −div(σ∇u) est un isomorphisme de H1
0(Ω) dans H−1(Ω).

Dans la suite du chapitre, R1 sera toujours un opérateur de R1, R2 un opérateur R2. Par ailleurs,
T1 et T2 seront les éléments de L(H1

0(Ω)) définis respectivement par (1.2) et (1.3).
Remarque 1.1.3 Notre objectif maintenant consiste à construire des opérateurs de transfert de
norme minimale. Nous verrons, au moins en 2D, que ce sont des opérateurs très simples, géomé-
triques, qui réalisent ce minimum.

Remarque 1.1.4 Nous aurions pu considérer des isomorphismes T1 et T2 autres que ceux définis
en (1.2) et (1.3). Rien n’impose d’utiliser les opérateurs de transfert R1, R2. Cependant, pour
étudier le problème (P), nous nous rendrons compte a posteriori que ce choix est judicieux.

1.2 Étude de cas élémentaires : des conditions globales

Nous construisons à présent de façon explicite ces opérateurs qui assurent la T-coercivité. Nous
travaillons d’abord sur une série de géométries particulières. Dans un second temps, (voir §1.3),
nous nous servirons de ces cas particuliers pour traiter des géométries plus générales. Rappelons
que nous souhaitons obtenir un critère sur les valeurs de σ pour assurer que A est un isomorphisme
de H1

0(Ω) dans H−1(Ω).

1.2.1 Domaine symétrique

Ω1

Ω2

ΣO
x

y

Figure 1.1 – Une géométrie symétrique.

Soit Ω un domaine symétrique, au sens où Ω1 est l’image de Ω2 par une symétrie. Sans perte
de généralité et pour fixer les idées, nous supposerons que l’interface Σ est un sous-ensemble de la
droite d’équation y = 0 (cf. Figure 1.1). Dans ce cas, nous pouvons prouver le
Théorème 1.2.1 (domaine symétrique) Supposons

max(σ−
1 /σ

+
2 , σ

−
2 /σ

+
1 ) > 1.

Alors, il existe un isomorphisme T ∈ L(H1
0(Ω)) tel que la forme a soit T-coercive. Par conséquent,

A : u 7→ −div(σ∇u) est un isomorphisme de H1
0(Ω) dans H−1(Ω).
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Preuve. Considérons les opérateurs R1 et R2 définis respectivement par (R1u1)(x, y) = u1(x,−y)
et (R2u2)(x, y) = u2(x,−y). Clairement, on a la condition de raccord (Rkuk)|Σ = uk|Σ pour tout
uk ∈ H1

0,Γk
(Ωk) et donc Rk ∈ Rk, k = 1, 2. De plus, ∥Rk∥ = 1, pour k = 1, 2. La conclusion est

alors apportée par le Théorème 1.1.1.

Remarque 1.2.2 Dans le cas où σ1 et σ2 sont des constantes, le Théorème 1.2.1 indique que A
est un isomorphisme dès lors que le contraste κσ = σ2/σ1 n’est pas égal à −1.

1.2.2 Sommet intérieur

Ω1
α

Ω2

Σ
O

x

y

Ω1
α

γ

Ω2
Σ

O

Ω1
αγ

Ω2

Σ

O

Figure 1.2 – Géométrie du sommet intérieur (à gauche). Géométrie du sommet extérieur (au milieu,
à droite).

Considérons la géométrie de la Figure 1.2, à gauche. Plus précisément, notons (r, θ) les coordon-
nées polaires centrées en O avec θ = 0 sur la demi-droite (Ox) (pour les x positifs). Étant donnés
R > 0 et α ∈]0; 2π[, définissons

Ω1 := {(r cos θ, r sin θ) | 0 < r < R, 0 < θ < α} ;
Ω2 := {(r cos θ, r sin θ) | 0 < r < R, α < θ < 2π} .

Théorème 1.2.3 (sommet intérieur) Supposons

max(σ−
1 /σ

+
2 , σ

−
2 /σ

+
1 ) > Iα, avec Iα := max(2π − α

α
,

α

2π − α
).

Alors, il existe un isomorphisme T ∈ L(H1
0(Ω)) tel que la forme a soit T-coercive. Par conséquent,

A : u 7→ −div(σ∇u) est un isomorphisme de H1
0(Ω) dans H−1(Ω).

Preuve. Nous utilisons la même notation pour les fonctions exprimées en coordonnées carté-
siennes ou polaires. Considérons les opérateurs R1 et R2 définis respectivement par (R1u1)(ρ,Θ) =
u1(ρ, α

α−2π (Θ − 2π)) et (R2u2)(ρ,Θ) = u2(ρ, α−2π
α Θ + 2π). Par construction, on a les conditions de

raccord (R1u1)(ρ, α) = u1(ρ, α) et (R1u1)(ρ, 2π) = u1(ρ, 0), pour tout u1 ∈ H1
0,Γ1

(Ω1). À présent,
calculons la norme de R1. Pour cela, donnons-nous u1 ∈ H1

0,Γ1
(Ω1). En effectuant le changement de

variables (r, θ) = (ρ, α
α−2π (Θ − 2π)), on obtient

∥∇(R1u1)∥2
Ω2

=
∫

Ω2

(
∂(R1u1)
∂ρ

)2

+
1
ρ2

(
∂(R1u1)
∂Θ

)2

ρdρdΘ

≤ 2π − α

α

∫
Ω1

(
∂u1

∂r

)2

rdrdθ + α

2π − α

∫
Ω1

1
r2

(
∂u1

∂θ

)2

rdrdθ

≤ Iα ∥∇u1∥2
Ω1

;
donc ∥R1∥2 ≤ Iα.
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De façon similaire, les conditions de raccord sur l’interface sont vérifiées pour R2. De plus, ∥R2∥2 ≤
Iα.
Le Théorème 1.1.1 permet alors de conclure.

Remarque 1.2.4 On a toujours −1 ∈ [−Iα; −1/Iα]. D’autre part, si α = π, cet intervalle se réduit
à {−1}, ce qui est consistant avec le résultat que nous avons obtenu pour la géométrie symétrique
(voir le §1.2.1).

Remarque 1.2.5 Lorsque σ1 et σ2 sont des constantes, le Théorème 1.2.3 indique que A est un
isomorphisme lorsque κσ = σ2/σ1 /∈ [−Iα; −1/Iα]. Par exemple, si α = π/2, on a [−Iα; −1/Iα] =
[−3; −1/3]. Dans ce cas, étant donné κσ ∈ ]−∞; −3[ ∪ ]−1/3; 0[, nous savons que A est un isomor-
phisme.

Remarque 1.2.6 Plus généralement, nous pourrions considérer un opérateur R†
1 défini par

(R†
1u1)(ρ,Θ) = u1(ρ, g1(Θ)) où g1 est un C 1 difféomorphisme de [α; 2π] dans [0;α] tel que

g1(2π) = 0 et g1(α) = α. On obtient alors ∥R†
1∥2 = max(∥g′

1∥L∞([α;π]), ∥1/(g′
1)∥L∞([α;π])). Avec

le théorème des accroissements finis, on déduit qu’on a toujours ∥R†
1∥2 ≥ Iα. Ainsi, notre choix

g1(Θ) = α
α−2π (Θ − 2π) est optimal pour cette configuration. Ce ne sera pas toujours le cas en 3D

(voir le §1.6.4).

1.2.3 Sommet extérieur

Réintroduisons les coordonnées polaires (r, θ) comme dans le paragraphe précédent. Étant don-
nées trois constantes R, α, γ avec R > 0 et 0 < α < γ < 2π, définissons :

Ω1 := {(r cos θ, r sin θ) | 0 < r < R, 0 < θ < α} ;
Ω2 := {(r cos θ, r sin θ) | 0 < r < R, α < θ < γ} .

Théorème 1.2.7 (sommet extérieur) Supposons
σ−

1 /σ
+
2 > 1 ou σ−

2 /σ
+
1 >

γ − α

α
si α ≤ γ/2 ;

σ−
2 /σ

+
1 > 1 ou σ−

1 /σ
+
2 >

γ − α

α
si α ≥ γ/2.

Alors, il existe un isomorphisme T ∈ L(H1
0(Ω)) tel que la forme a soit T-coercive. Par conséquent,

A : u 7→ −div(σ∇u) est un isomorphisme de H1
0(Ω) dans H−1(Ω).

Preuve. Intéressons-nous d’abord au cas α ≤ γ/2 (Figure 1.2, au milieu). Introduisons les opéra-
teurs R1 et R2 définis respectivement par

(R1u1)(ρ,Θ) =
{
u1(ρ, 2α− Θ) si Θ ≤ 2α
0 sinon

; (R2u2)(ρ,Θ) = u2(ρ, α− γ

α
Θ + γ) .

Pour obtenir le résultat de ce théorème, on travaille avec R1 comme dans le Théorème 1.2.1, et avec
R2 comme dans le Théorème 1.2.3.
Pour traiter le cas α ≥ γ/2 (Figure 1.2, à droite), il suffit d’inverser le rôle de Ω1 et Ω2.

Remarque 1.2.8 Lorsque α = γ/2, nous retrouvons le résultat des domaines symétriques (cf.
Théorème 1.2.1).

Remarque 1.2.9 Lorsque σ1 et σ2 sont des constantes, par exemple pour γ = π et α = π/4, le
résultat précédent indique que A est un isomorphisme, dès que κσ ∈ ]−∞; −3[ ∪ ]−1; 0[.
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x

y

Ω1

Ω2L

Σ

O

y = f(x)

1

Figure 1.3 – Géométrie d’une interface de classe C 1.

1.2.4 Interface de classe C 1

Terminons ce tour d’horizon des géométries particulières 2D par l’étude du cas où l’interface Σ
est régulière mais non nécessairement égale à un segment de droite. Considérons g une fonction à
valeurs réelles appartenant à C 1([0; 1]), et L > 0 une constante. Définissons (voir la Figure 1.3)

Ω := {(x, y) | 0 < x < 1, g(x) − L < y < g(x) + L} ;
Ω1 := {(x, y) | 0 < x < 1, g(x) < y < g(x) + L} ;
Ω2 := {(x, y) | 0 < x < 1, g(x) − L < y < g(x)} .

Théorème 1.2.10 Supposons

max(σ−
1 /σ

+
2 , σ

−
2 /σ

+
1 ) > (1 + 2

∥∥g′∥∥
L∞(Σ) + 4

∥∥g′∥∥2
L∞(Σ)).

Alors, il existe un isomorphisme T ∈ L(H1
0(Ω)) tel que la forme a soit T-coercive. Par conséquent,

A : u 7→ −div(σ∇u) est un isomorphisme de H1
0(Ω) dans H−1(Ω).

Preuve. Définissons les opérateurs R1 et R2 respectivement par (R1u1)(s, t) = u1(s, 2g(s) − t) et
(R2u2)(s, t) = u2(s, 2g(s)− t). Notons que si (s, t) ∈ Σ, alors t = g(s) et (R1u1)(s, t) = u1(s, 2g(s)−
t) = u1(s, t), pour tout u1 ∈ H1

0,Γ1
(Ω1). Ainsi, nous avons bien R1 ∈ R1. Déterminons ensuite une

borne supérieure pour la norme de R1. Pour u1 ∈ H1
0,Γ1

(Ω1), en utilisant le changement de variables
(x, y) = (s, 2g(s) − t), nous obtenons

∥∇(R1u1)∥2
Ω2

=
∫

Ω2

(
∂(R1u1)
∂s

)2

+
(
∂(R1u1)

∂t

)2

dsdt

≤
∫

Ω1

(
∂u1

∂x
+ 2g′(x)

∂u1

∂y

)2

+
(
∂u1

∂y

)2

dxdy

≤
∫

Ω1

(
∂u1

∂x

)2

+ 4
∣∣g′(x)

∣∣ ∣∣∣∣∣∂u1

∂x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∂u1

∂y

∣∣∣∣∣+ 4
∣∣g′(x)

∣∣2(∂u1

∂y

)2

+
(
∂u1

∂y

)2

dxdy

≤ (1 + 2 ∥g′∥L∞(Σ) + 4 ∥g′∥2
L∞(Σ)) ∥∇u1∥2

Ω1
.

Il suit ∥R1∥2 ≤ (1 + 2 ∥g′∥L∞(Σ) + 4 ∥g′∥2
L∞(Σ)).

En inversant les rôles de Ω1 et Ω2, on observe que la condition de raccord à l’interface est également
vérifiée par R2. De plus, on a ∥R2∥2 ≤ (1 + 2 ∥g′∥L∞(Σ) + 4 ∥g′∥2

L∞(Σ)).
Encore une fois, on peut alors conclure en utilisant le Théorème 1.1.1.
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Remarque 1.2.11 Dans le cas particulier où g′ est uniformément égal à 0, le domaine Ω est
symétrique par rapport à l’interface et l’on retrouve le résultat du Théorème 1.2.1.

Remarque 1.2.12 Dans la suite, le Théorème 1.2.10 apparaîtra uniquement comme un outil pour
démontrer le résultat plus général concernant les interfaces quelconques. La version que nous avons
proposée sera suffisante pour nos besoins et c’est pourquoi nous n’avons pas cherché à affiner la
condition sur le contraste.

1.3 Étude pour une interface quelconque par un procédé de locali-
sation

Nous dirons que le problème (P) est bien posé au sens de Fredholm lorsque l’opérateur A ∈
L(H1

0(Ω),H−1(Ω)) est Fredholm d’indice 0. Pour faciliter la lecture, et puisque c’est la première fois
que nous rencontrons cette notion dans ce document, rappelons la définition d’un opérateur de type
Fredholm ou opérateur à indice (voir notamment [98, 151, 116]).

Définition 1.3.1 Soient X et Y deux espaces de Banach, et B un opérateur de L(X,Y ). L’opéra-
teur B est de type Fredholm si

i) dim kerB < ∞, imB est fermée.
ii) dim cokerB < ∞, où cokerB := Y/imB.

Lorsque B est un opérateur de type Fredholm, son indice est défini par indB := dim kerB −
dim cokerB.

Pour énoncer et démontrer notre résultat, nous avons besoin de décrire précisément la géométrie
du domaine. C’est ce que nous allons faire maintenant.

1.3.1 Description de la géométrie

Nous rappelons que Ω est un domaine de R2, c’est-à-dire, un sous-ensemble ouvert borné et
connexe de R2 à frontière lipschitzienne. Nous supposons Ω divisé en deux ouverts Ω1 et Ω2 avec
Ω1 ∪ Ω2 = Ω, Ω1 ∩ Ω2 = ∅. Nous faisons l’hypothèse que Ω1 et Ω2 sont à frontière lipschitzienne.
Nous avons introduit Γ1 = ∂Ω ∩ ∂Ω1, Γ2 = ∂Ω ∩ ∂Ω2 et défini l’interface Σ = ∂Ω1\Γ1 = ∂Ω2\Γ2.
On a alors Ω1 ∩ Ω2 = Σ. Notons n le vecteur unitaire normal à Σ, dirigé de Ω1 vers Ω2. Ci-dessous,
nous nous intéressons plus particulièrement à la géométrie de l’interface :

– L’interface Σ est de classe C 1, mis à part en un nombre fini de sommets intérieurs Sint =
{xi, 1 ≤ i ≤ Nint}. Pour 1 ≤ i ≤ Nint, les sous-domaines Ω1 et Ω2 coïncident avec des cônes
dans un voisinage V i de xi :

Ω1 ∩ V i = K1(xi) ∩ V i et Ω2 ∩ V i = K2(xi) ∩ V i,
où K1(xi) et K2(xi) sont des cônes ouverts centrés en xi. (1.4)

– Il y a exactement 0 ou 2 points limites, appelés sommets extérieurs : Sext := Σ ∩ ∂Ω =
{xi, Nint + 1 ≤ i ≤ Nint +Next}, avec Next ∈ {0, 2}. Et pour Nint + 1 ≤ i ≤ Nint +Next, les
sous-domaines Ω1 et Ω2 coïncident avec des cônes ouverts dans un voisinage V i de xi : i.e.,
(1.4) est vérifié.

Pour chaque indice i, nous introduisons l’ouverture αik ∈ ]0; 2π[ des cônes Kk(xi), k = 1, 2. Nous
définissons γi := αi1 + αi2 et αi := min(αi1, αi2). Bien entendu, on a γi = 2π pour les sommets
intérieurs, et γi < 2π pour les sommets extérieurs. D’autre part, au niveau d’un sommet intérieur
xi, Σ n’est pas de classe C 1, donc 0 < αi < π.
Nous notons (ri, θi) les coordonnées polaires centrées en xi où le paramètre angulaire θi est tel que

K1(xi) est isométrique à
{
(ri cos θi, ri sin θi) | ri > 0, 0 < θi < αi1

}
;

K2(xi) est isométrique à
{
(ri cos θi, ri sin θi) | ri > 0, αi1 < θi < γi

}
.
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Σxi

αi2

Ω2

αi1

Ω1

θi = 0

θi = αi1

Figure 1.4 – Notations pour xi ∈ Sint - αi = αi2.

Σ

xi

αi1αi2

θi = αi1

θi = 0

Ω1Ω2

∂Ω

Figure 1.5 – Notations pour xi ∈ Sext - αi = αi1.

Définissons S1
ext := {xi ∈ Sext |αi1 ≤ αi2}, S2

ext := {xi ∈ Sext |αi2 < αi1} et S := Sint ∪ Sext. Le
cardinal de l’ensemble S est noté N .

Enfin, introduisons

Iαi := γi − αi

αi
pour 1 ≤ i ≤ N.

Remarque 1.3.2 Pour tout sommet intérieur, on a Iαi > 1. Ceci est également vrai pour les som-
mets extérieurs appartenant à S2

ext. Par contre, pour un sommet extérieur de S1
ext, on a seulement

Iαi ≥ 1 (il peut arriver que Iαi = 1).

1.3.2 Énoncé du résultat

Nous allons prouver que A est Fredholm d’indice 0, sous certaines hypothèses portant sur la
géométrie du domaine et sur σ. Nous noterons B(x, d) la boule ouverte centrée en x et de rayon d.

Théorème 1.3.3 Supposons que l’une des deux hypothèses, 1. ou 2., ci-dessous, soit vérifiée.

1.

∀x ∈ Σ\S (partie régulière de l’interface) : ∃d > 0, inf
B(x,d)∩ Ω1

σ1 > sup
B(x,d)∩ Ω2

|σ2|

∀xi ∈ Sint ∪ S2
ext : ∃d > 0, inf

B(xi,d)∩ Ω1

σ1 > Iαi sup
B(xi,d)∩ Ω2

|σ2|

∀xi ∈ S1
ext : ∃d > 0, inf

B(xi,d)∩ Ω1

σ1 > sup
B(xi,d)∩ Ω2

|σ2|

;

2.

∀x ∈ Σ\S (partie régulière de l’interface) : ∃d > 0, inf
B(x,d)∩ Ω2

|σ2| > sup
B(x,d)∩ Ω1

σ1

∀xi ∈ Sint ∪ S1
ext : ∃d > 0, inf

B(xi,d)∩ Ω2

|σ2| > Iαi sup
B(xi,d)∩ Ω1

σ1

∀xi ∈ S2
ext : ∃d > 0, inf

B(xi,d)∩ Ω2

|σ2| > sup
B(xi,d)∩ Ω1

σ1

.

Alors, l’opérateur A : u 7→ −div(σ∇u) de L(H1
0(Ω),H−1(Ω)) est Fredholm d’indice 0.

Remarque 1.3.4 Sous les hypothèses du Théorème 1.3.3, A est injectif si et seulement si A est
un isomorphisme de H1

0(Ω) dans H−1(Ω). Toujours sous l’hypothèse du Théorème 1.3.3, lorsque A
n’est pas injectif, et il existe de telles situations (cf. Chapitre 2, §2.2.2), kerA est de dimension
finie : kerA = vect(φ1, . . . , φp), pour p ≥ 1. Dans ce cas, le problème (P) possède une solution
(unique à une combinaison linéaire de φ1, . . . , φp près) si, et seulement si le terme source satisfait
les conditions de compatibilité ⟨f, φk⟩Ω = 0 pour k = 1 . . . p (voir, classiquement, [116, théorème
2.27]).
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La localisation constitue une démarche classique dans la théorie des équations elliptiques. Pour
notre problème, bien que l’opérateur A ne soit pas elliptique, nous allons pouvoir mettre en œuvre
ce procédé grâce à la T-coercivité qui permet de retrouver une certaine ellipticité. Nous suivrons
la méthode présentée dans [109, chapitre 2, §5] (voir également [102, §6.3] ou [119, §4.1.2]). Nous
diviserons notre travail en plusieurs étapes. Dans un premier temps, nous introduirons une partition
de l’unité adaptée à la géométrie du domaine, et notamment à celle de l’interface. Puis, nous
établirons une estimation a priori pour les solutions de (P). Pour ce faire, nous utiliserons les
résultats obtenus dans la section précédente pour les géométries particulières. Enfin, nous conclurons
grâce à un lemme classique dû à Peetre.

1.3.3 Construction de la partition de l’unité

Soit xi ∈ S. D’après l’une des deux hypothèses (cas 1. ou cas 2.) du Théorème 1.3.3, il existe
di > 0 tel que (B(xi, di) ∩ Ω) ⊂ V i, où V i est le voisinage de xi introduit dans (1.4), et

inf
B(xi,di)∩ Ω1

σ1 > Iαi sup
B(xi,di)∩ Ω2

|σ2| si xi ∈ Sint ∪ S2
ext

inf
B(xi,di)∩ Ω1

σ1 > sup
B(xi,di)∩ Ω2

|σ2| si xi ∈ S1
ext

 dans le cas 1. ;

inf
B(xi,di)∩ Ω2

|σ2| > Iαi sup
B(xi,di)∩ Ω1

σ1 si xi ∈ Sint ∪ S1
ext

inf
B(xi,di)∩ Ω2

|σ2| > sup
B(xi,di)∩ Ω1

σ1 si xi ∈ S2
ext

 dans le cas 2. .

Pour 1 ≤ i ≤ N , considérons ζi ∈ C ∞(Ω, [0; 1]) une fonction de troncature, égale à 1 sur
B(xi, di/2) ∩ Ω, de support inclus dans (B(xi, di) ∩ Ω) ⊂ V i, et telle que ζi ne dépende que de la
coordonnée radiale ri.

Définissons ensuite Σr := Σ\
N∪
i=1

B(xi, di/2), et considérons x ∈ Σr. D’après l’hypothèse sur la

partie régulière de Σ, il existe dx > 0 tel que B(x, dx) ⊂ Ω\S, et

inf
B(x,dx)∩ Ω1

σ1 > sup
B(x,dx)∩ Ω2

|σ2| ou inf
B(x,dx)∩ Ω2

|σ2| > sup
B(x,dx)∩ Ω1

σ1. (1.5)

D’autre part, puisque Σ est de classe C 1 par morceaux, elle coïncide localement avec le graphe
d’une fonction fx de C 1(R) (voir l’annexe C de [78]). Soit s0 ∈ R tel que x = (s0, f

x(s0)). À une
rotation du système de coordonnées près, on peut supposer que fx′(s0) = 0.
Considérons ensuite trois nombres réels ax, bx et δx > 0 tels que l’ensemble

Ωx :=
{

(s, t) ∈ R2 | ax < s < bx, fx(s) − δx < t < fx(s) + δx
}

(1.6)

soit inclus dans B(x, dx), et tels que ax < s0 < bx (de sorte que x appartient à Ωx). On peut choisir
le système de coordonnées pour que Ωx ∩ Ω1 et Ωx ∩ Ω2 coïncident respectivement avec Ωx1 et Ωx2
définis par

Ωx1 :=
{
(s, t) ∈ R2 | ax < s < bx, fx(s) < t < fx(s) + δx

}
;

Ωx2 :=
{
(s, t) ∈ R2 | ax < s < bx, fx(s) − δx < t < fx(s)

}
.

Mais puisque fx′ est continue en s = s0 et s’y annule, d’après (1.5), on peut prendre ax et bx
suffisamment proches de s0 pour avoir

inf
Ωx

1
σ1 > sup

Ωx
2

|σ2| (1 + 2 ∥f ′∥L∞(]ax;bx[) + 4 ∥f ′∥2
L∞(]ax;bx[))

ou inf
Ωx

2
|σ2| > sup

Ωx
1

σ1 (1 + 2 ∥f ′∥L∞(]ax;bx[) + 4 ∥f ′∥2
L∞(]ax;bx[)).

(1.7)
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s

Ωx1

Ωx2

bc

dx

x

ax s0 bx

δx

Σ

O

t = fx(s)

B(x, dx)

Figure 1.6 – Situation dans un voisinage de x.

Définissons alors

Ω̃x :=
{

(s, t) ∈ R2 | ax + (s0 − ax)/2 < s < bx − (bx − s0)/2, fx(s) − δx/2 < t < fx(s) + δx/2
}
.

Par construction, Ω̃x est un voisinage de x, et Ω̃x ⊂ Ωx.

L’ensemble Σr est compact, donc on peut extraire de l’ensemble (Ω̃x)x∈Σr
un sous-ensemble fini,

noté (Õi)NΣ
i=1, dont l’union constitue un recouvrement de Σr. Pour 1 ≤ i ≤ NΣ, nous notons Oi

l’ouvert Ωx associé à Ω̃x = Õi. Il est alors possible d’introduire un ouvert borné O0 (de R2) qui ne
rencontre pas Σ, et tel que

Ω ⊂

O0 ∪ (
NΣ∪
i=1

Õi) ∪ (
N∪
i=1

B(xi, di/2))

 .
Considérons ensuite

– une fonction χ0 ∈ C ∞(Ω, [0; 1]), égale à 1 dans O0, dont le support n’intersecte pas Σ ;
– pour 1 ≤ i ≤ NΣ, une fonction χi ∈ C ∞(Ω, [0; 1]), égale à 1 dans Õi, dont le support est

inclus dans Oi .
Pour tout x ∈ Ω, on a

NΣ∑
i=0

χi(x) +
N∑
i=1

ζi(x) ≥ 1.

D’autre part, pour tout x ∈ Ω, il existe un indice i0 tel que χi0(x) = 1 ou ζi0(x) = 1.

Le décor étant planté, nous pouvons commencer la démonstration de l’estimation a priori pour les
solutions de (P). Ce sera l’étape clé de la preuve du Théorème 1.3.3.
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1.3.4 Une estimation a priori pour les solutions de (P)

Pour tout u ∈ H1
0(Ω), définissons f := Au = −div(σ∇u) ∈ H−1(Ω). Prouvons qu’il existe une

constante C > 0, indépendante de u, telle que

∥u∥H1
0(Ω) ≤ C

(
∥Au∥H−1(Ω) + ∥u∥Ω

)
. (1.8)

Pour χ ∈ C ∞(Ω), définissons supp1χ :=
{
x ∈ Ω |χ(x) = 1

}
, de sorte que

∥u∥2
H1

0(Ω) ≤ ∥u∥2
H1

0(supp1χ0) +
NΣ∑
i=1

∥u∥2
H1

0(supp1χi) +
N∑
i=1

∥u∥2
H1

0(supp1ζi)

≤
∥∥χ0u

∥∥2
H1

0(Ω) +
NΣ∑
i=1

∥∥∥χiu∥∥∥2

H1
0(Ω)

+
N∑
i=1

∥∥∥ζiu∥∥∥2

H1
0(Ω)

.

(1.9)

Estimons chacun des trois termes du membre de droite de (1.9).
Le support de χ0u ne rencontre par l’interface. Le terme

∥∥χ0u
∥∥2

H1
0(Ω) est donc relativement simple à

traiter car l’opérateur A est « localement elliptique » de part et d’autre de l’interface. Nous pouvons
ainsi écrire ∥∥∥χ0u

∥∥∥2

H1
0(Ω)

≤ C (|σ|∇(χ0u),∇(χ0u))Ω

≤ C
( ∣∣(|σ|u∇χ0,∇(χ0u))Ω

∣∣+ ∣∣(|σ|∇u,∇((χ0)2u))Ω
∣∣+ ∣∣(|σ|∇u, χ0u∇χ0)Ω

∣∣ )
≤ C

(
∥u∥Ω

∥∥χ0u
∥∥

H1
0(Ω) + ∥f∥H−1(Ω)

∥∥(χ0)2u
∥∥

H1
0(Ω) + ∥u∥H1

0(Ω) ∥u∥Ω

)
≤ C

(
∥f∥H−1(Ω) ∥u∥H1

0(Ω) + ∥u∥Ω ∥u∥H1
0(Ω)

)
.

(1.10)

Pour traiter les termes
∥∥χiu∥∥2

H1
0(Ω), i = 1 . . . NΣ, nous allons utiliser les opérateurs de T-coercivité de

la section précédente. Suivant l’hypothèse que nous souhaitons traiter, cas 1. ou cas 2., définissons
T := T1 ou T := T2, où T1 et T2 sont les opérateurs utilisés dans la preuve du Théorème 1.2.10. Dans
cette dernière preuve, nous ne travaillons que sur R1 et R2, mais le lecteur doit se souvenir que T1
et T2 sont définis par (1.2) et (1.3). D’autre part, ici, il faut considérer T1 et T2 comme des éléments
de L(H1

0(Oi)). On trouve∥∥∥χiu∥∥∥2

H1
0(Ω)

≤ C
∣∣(σ∇(χiu),∇(T(χiu)))Oi

∣∣
≤ C

( ∣∣(σ u∇χi,∇(T(χiu)))Oi

∣∣+ ∣∣(σ∇u,∇(χiT(χiu)))Oi

∣∣+ ∣∣(σ∇u, T(χiu)∇χi)Oi

∣∣ )
≤ C

(
∥f∥H−1(Ω) ∥u∥H1

0(Ω) + ∥u∥Ω ∥u∥H1
0(Ω)

)
.

(1.11)

Dans le calcul ci-dessus, nous nous sommes servis du fait que l’opérateur T constitue également un
élément de L(L2(Oi)).

On travaille de la même façon pour traiter les termes
∥∥ζiu∥∥2

H1
0(Ω), i = 1 . . . N . Cette fois, on

utilise T1 et T2 définis dans les preuves des Théorèmes 1.2.3 et 1.2.7, en les considérant comme des
opérateurs de L(H1

0(B(xi, di) ∩ Ω))) ∩ L(L2(B(xi, di) ∩ Ω))). On obtient∥∥∥ζiu∥∥∥2

H1
0(Ω)

≤ C
(
∥f∥H−1(Ω) ∥u∥H1

0(Ω) + ∥u∥Ω ∥u∥H1
0(Ω)

)
. (1.12)

Finalement, en regroupant les estimations (1.9), (1.10), (1.11) et (1.12), on aboutit à l’estimation
a priori (1.8).
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1.3.5 Conclusion

Rappelons un lemme classique dû à J. Peetre [133] (voir également le lemme 5.1 de [109, Ch.
2], ou le lemme 3.4.1 de [102]).

Lemme 1.3.5 Soient X, Y et Z trois espaces de Banach réflexifs, tels que X s’injecte de façon
compacte dans Z. Soit B ∈ L(X,Y). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i) dim kerB < ∞, et imB est fermée dans Y ;
ii) il existe une constante C > 0 telle que

∥x∥X ≤ C (∥B x∥Y + ∥x∥Z), ∀x ∈ X.

Pour notre problème, d’après le théorème de Rellich, H1
0(Ω) s’injecte de façon compacte dans L2(Ω),

car Ω est un ouvert borné de R2. Avec le Lemme 1.3.5, on déduit que A a un noyau de dimension
finie et est à image fermée dans H−1(Ω). Puisque la forme a est symétrique, le théorème 2.13 de
[116] indique que cokerA est isomorphe à kerA. Par conséquent, cokerA est également de dimension
finie et indA = dim kerA− dim cokerA = 0. Ceci termine la preuve du Théorème 1.3.3.

1.4 Applications

1.4.1 Coefficients réguliers par morceaux

Dans le cas où σk ∈ C 0(Ωk), k = 1, 2, l’énoncé du Théorème 1.3.3 se simplifie quelque peu. Le
contraste κσ = σ2/σ1 peut être considéré comme un élément de C 0(Σ).

Théorème 1.4.1 (coefficients continus) Supposons que l’on ait
∀x ∈ Σ\S, κσ(x) < −1
∀xi ∈ Sint ∪ S2

ext, κσ(x) < −Iαi ,
∀xi ∈ S1

ext, κσ(x) < −1
ou


∀x ∈ Σ\S, κσ(x) > −1
∀xi ∈ Sint ∪ S1

ext, κσ(x) > −1/Iαi

∀xi ∈ S2
ext, κσ(x) > −1

.

Alors, l’opérateur A : u 7→ −div(σ∇u) de L(H1
0(Ω),H−1(Ω)) est Fredholm d’indice 0.

1.4.2 Coefficients constants par morceaux

Lorsque σ1 et σ2 sont des constantes, définissons

R̂Σ := max
(

max
xi∈Sint∪S1

ext

Iαi , 1
)
, ŘΣ := max

(
max

xi∈Sint∪S2
ext

Iαi , 1
)
.

On a le

Théorème 1.4.2 (coefficients constants) Supposons σ2/σ1 ∈ R∗
−\
[
−R̂Σ; −1/ŘΣ

]
. Alors,

l’opérateur A : u 7→ −div(σ∇u) de L(H1
0(Ω),H−1(Ω)) est Fredholm d’indice 0.

Remarque 1.4.3 Avec le théorème de Lax-Milgram, on prouve facilement que l’opérateur A est
un isomorphisme de L(H1

0(Ω),H−1(Ω)) lorsque κσ ∈ C\R−. On déduit que lorsque σ2/σ1 ∈
C∗\

[
−R̂Σ; −1/ŘΣ

]
, l’opérateur A est Fredholm d’indice 0.

Nous donnons quelques illustrations de ces résultats sur les Figures 1.7, 1.8, 1.9, 1.10, 1.11, 1.12,
1.13 et 1.14.
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Ω1 Ω2

Σ

Figure 1.7 – A est Fredholm d’indice 0 lorsque
σ2/σ1 ∈ R∗

−\{−1}.

Ω1 Ω2Σ

Figure 1.8 – A est Fredholm d’indice 0 lorsque
σ2/σ1 ∈ R∗

− \ {−1}.

Ω1 Ω2

Σ

Figure 1.9 – A est Fredholm d’indice 0 lorsque
σ2/σ1 ∈ R∗

−\[−3; −1/3].

Ω1 Ω2Σ

π/4

π/4

Figure 1.10 – A est Fredholm d’indice 0 lorsque
σ2/σ1 ∈ R∗

−\[−3; −1/3].

Ω1

Ω2

Σ

π/4

Figure 1.11 – A est Fredholm d’indice 0 lorsque
σ2/σ1 ∈ R∗

−\[−1; −1/3].

Ω2

Ω1

Σ

π/4

Figure 1.12 – A est Fredholm d’indice 0 lorsque
σ2/σ1 ∈ R∗

−\[−3; −1].

3π/5
Ω1

Ω2

Σ

Figure 1.13 – A est Fredholm d’indice 0 lorsque
σ2/σ1 ∈ R∗

−\[−7/3; −3/7].

Ω2

Ω23π/5

Ω2

Σ
Ω1

Figure 1.14 – A est Fredholm d’indice 0 lorsque
σ2/σ1 ∈ R∗

−\[−3; −1/3].
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1.5 Discussion sur les hypothèses portant sur σ

Dans cette section, nous établissons des résultats sur l’opérateur A : u 7→ −div(σ∇u) appar-
tenant à L(H1

0(Ω),H−1(Ω)), lorsque σ ne satisfait pas les hypothèses du Théorème 1.3.3. Nous
prenons σ1 et σ2 constants et nous définissons donc le contraste κσ = σ2/σ1. Nous montrons que
si l’interface présente une portion droite au voisinage de laquelle le contraste est égal à −1, alors
l’opérateur A n’est pas de type Fredholm, en raison d’une distribution de singularités linéique. En
effet, nous prouvons qu’en tout point x0 de la portion droite (ouverte) de Σ, on peut construire
une suite de fonctions (un)n pour montrer que A n’est pas un opérateur de type Fredholm (voir
le Théorème 1.5.3 ci-dessous). Lorsque κσ ̸= −1, l’opérateur A peut ne pas être de type Fredholm
en raison de singularités ponctuelles au niveau des sommets extérieurs ou intérieurs de l’interface.
Cette situation se produit lorsque le contraste est situé dans un intervalle, appelé intervalle critique,
contenant −1 (voir le Théorème 1.5.5 ci-dessous). Dans ce dernier cas, mentionnons ici que le cadre
Fredholm peut être recouvré en travaillant dans un autre cadre fonctionnel que H1 (cf. Chapitre 5).
Enfin, nous présentons deux configurations plus exotiques dans le §1.5.4.

1.5.1 Domaine symétrique

Ci-dessous, nous travaillons de nouveau sur le domaine symétrique Ω décrit dans le §1.2.1.

Théorème 1.5.1 (domaine symétrique & coefficients constants)
– Si κσ ̸= −1 alors A est un isomorphisme ;
– Si κσ = −1 alors A n’est pas un opérateur de type Fredholm (dim kerA = ∞).

Preuve. Sans perte de généralité, nous supposons que l’interface Σ est contenue dans la droite
d’équation y = 0 (voir la Figure 1.1).
Le Théorème 1.2.1 prouve que A est un isomorphisme lorsque κσ ̸= −1.
Maintenant, supposons κσ = −1. Nous souhaitons montrer que kerA est de dimension infinie. Pour
ce faire, considérons g ∈ H̃1/2(Σ), c’est-à-dire un élément de H1/2(Σ) dont le prolongement par 0 à
la droite d’équation y = 0 appartient à H1/2(R). Pour k = 1, 2, définissons alors uk l’unique fonction
de H1

0,Γk
(Ωk) vérifiant 

∆uk = 0 dans Ωk

uk = 0 sur Γk
uk = g sur Σ

.

Par unicité de la solution, on montre que u2(x, y) = u1(x,−y) p.p. dans Ω2. Il suit

σ1 ∂nu1 − σ2 ∂nu2 = −σ1( ∂yu1 + ∂yu2) = 0 p.p. sur Σ.

L’élément u de H1
0(Ω) défini par u|Ωk

= uk pour k = 1, 2 satisfait div(σ∇u) = 0 dans Ω, et donc
Au = 0. Puisque H̃1/2(Σ) est un espace vectoriel de dimension infinie, on déduit que kerA est
également un espace vectoriel de dimension infinie.

Remarque 1.5.2 Bien entendu, ce résultat reste vrai si l’on suppose seulement σ1 ∈ L∞(Ω1) et
σ2(x, y) = −σ1(x,−y) pour presque tout (x, y) ∈ Ω2.

1.5.2 Interface localement droite et contraste égal à −1

Ici, Ω est un domaine de R2 qui vérifie les hypothèses du paragraphe §1.3.1.

Théorème 1.5.3 (interface localement droite & coefficients constants) Si κσ = −1,
et s’il existe une partie non vide de l’interface Σ qui est droite, alors l’opérateur A n’est pas de type
Fredholm.
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Remarque 1.5.4 Ce résultat reste vrai si l’on suppose seulement σ1 et σ2 localement constants
avec des valeurs opposées dans un voisinage de la partie droite de Σ.

Preuve. D’après le Lemme 1.3.5, si A est un opérateur de type Fredholm, alors il existe C > 0
telle que

∥u∥H1
0(Ω) ≤ C

(
∥Au∥H−1(Ω) + ∥u∥Ω

)
, ∀u ∈ H1

0(Ω). (1.13)

En nous inspirant du contre exemple d’Hadamard pour prouver que le problème de Cauchy dans
le demi-plan n’est pas bien posé, classiquement (voir par exemple [127, 128]), nous allons montrer
notre résultat en contredisant (1.13).

Soit x0 un point appartenant à la partie droite (ouverte) de Σ. À une rotation près du système de
coordonnées, nous pouvons supposer que Σ est localement incluse dans la droite d’équation s = 0,
autour de x0. Considérons ensuite b > 0 suffisamment petit, de sorte que D := ]−b; b[ × ]−b; b[ ⊂ Ω.
Pour n ∈ N, définissons

un(s, t) :=


sinhn(b+ s) sinnt

enb
dans [−b; 0] × [−b; b] ;

sinhn(b− s) sinnt
enb

dans [0; b] × [−b; b] .
(1.14)

Soit χ0 ∈ C ∞
0 (R, [0; 1]) une fonction de troncature paire, égale à 1 dans un voisinage de 0 et de

support inclus dans ]−b; b[. Définissons χ(s, t) := χ0(s)χ0(t). Le prolongement de χun par 0 à
Ω, également noté χun, constitue un élément de H1

0(Ω). Prouvons l’estimation ci-dessous, avec C
indépendant de n :

∥A (χun)∥H−1(Ω) ≤ C (∥Aun∥H−1(D) + ∥un∥D) . (1.15)

Rappelons que
∥A (χun)∥H−1(Ω) = sup

v∈H1
0(Ω), ∥v∥H1

0(Ω)=1
|(σ∇(χun),∇v)Ω|.

Pour v ∈ H1
0(Ω), on a

(σ∇(χun),∇v)Ω = (σ∇un,∇(χv))Ω + (σ un ∇χ,∇v)Ω − (∇un, σ v∇χ)Ω . (1.16)

Étudions chacun des membres du terme de droite de (1.16) séparément.
– Premier terme :

|(σ∇un,∇(χv))Ω| ≤ C ∥div(σ∇un)∥H−1(D) ∥v∥H1
0(Ω) . (1.17)

– Pour le second terme, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut écrire :

|(σ un ∇χ,∇v)Ω| ≤ C ∥un∥D ∥v∥H1
0(Ω) . (1.18)

– En intégrant par parties dans le troisième terme, on obtient :

(∇un, σ v∇χ)Ω = (un,div(σ v∇χ))D. (1.19)

Remarquons que div(σ v∇χ) appartient à L2(Ω) (et donc à L2(D)), car on a σ v∇χ|Ω1 ∈
H1(Ω1), σ v∇χ|Ω2 ∈ H1(Ω2), et enfin ∂nχ = 0 sur Σ. De plus, ∥div(σ v∇χ)∥D ≤ C ∥v∥H1

0(Ω).
Par conséquent, de (1.19), on déduit

|(∇un, σ v∇χ)Ω| ≤ C ∥un∥D ∥v∥H1
0(Ω) . (1.20)
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On obtient alors (1.15) en utilisant (1.17), (1.18) et (1.20) pour borner le terme de droite de (1.16).

Mais l’on peut vérifier par un calcul direct que Aun = 0 dans D. En effet, sur ] − b; 0[×] − b; b[ et
sur ]0; b[×] − b; b[, on a ∆un = 0. Sur l’interface, la trace de un se raccorde. De plus, puisque un est
symétrique par rapport à l’interface et que le contraste est égale à −1, la trace normale σ ∂nun se
raccorde également.
Remarquons que ∥un∥D ≤ 2b ∥un∥L∞(D) < C, avec C indépendante de n. Par conséquent, d’après
(1.15), (A (χun))n∈N∗ est bornée dans H−1(Ω). Mais l’on peut vérifier, toujours par le calcul (voir
les détails avec le Lemme 1.8.1), que

∥χun∥H1
0(Ω) −→

n→+∞
+∞.

Ainsi (1.13) n’est pas vérifiée. Avec le Lemme 1.3.5, on déduit que A n’est pas de type Fredholm.

1.5.3 Critère pour les sommets

Ici, Ω est un domaine de R2 qui vérifie les hypothèses du paragraphe §1.3.1.

Théorème 1.5.5 (sommet & coefficients constants) Supposons que l’on soit dans l’une des
trois configurations suivantes :

1. il existe xi ∈ Sint tel que κσ ∈ ] − Iαi ; −1/Iαi [ ;
2. il existe xi ∈ S1

ext tel que κσ ∈ ] − Iαi ; −1] ;
3. il existe xi ∈ S2

ext tel que κσ ∈ [−1; −1/Iαi [.
Alors l’opérateur A : u 7→ −div(σ∇u) de L(H1

0(Ω),H−1(Ω)) n’est pas de type Fredholm.

Remarque 1.5.6 S’il existe xi ∈ Sint ∪ S1
ext tel que κσ = −Iαi ou s’il existe xi ∈ Sint ∪ S2

ext tel
que κσ = −1/Iαi, une singularité logarithmique apparaît (au lieu d’une singularité en ri η comme
dans la suite). La conjecture est alors que le problème A n’est pas de type Fredholm dans ces cas.

Preuve. Concentrons-nous sur la preuve du Théorème dans le cas 1.. Dans le reste de la démons-
tration, nous omettons l’indice i. Si κσ = −1, le Théorème 1.5.3 permet de conclure que A n’est pas
de type Fredholm. Maintenant, supposons κσ ∈] − Iαi ; −1/Iαi [\{−1} : nous montrons dans ce cas
que l’estimation (1.13) ne peut être vraie, en utilisant une idée classique de la théorie des opérateurs
elliptiques dans des domaines non réguliers (voir par exemple la partie V de la preuve du théorème
1.2 de [119, page 104] ou le lemme 6.3.3 de [102]). Pour un contraste situé dans l’intervalle critique
] − Iαi ; −1/Iαi [\{−1}, on prouve (utiliser le paragraphe §7.3.3 de [138]) qu’il existe une fonction
singulière S(r, θ) = ri ηφ(θ), avec η ∈ R∗ et φ régulière par morceaux 3, telle que div(σ∇S) = 0.
Cette fonction singulière appartient à L2(Ω) mais pas à H1(Ω). Introduisons ensuite la fonction de
troncature χ ∈ C ∞(R+), telle que χ(r) = 1 pour r < d/2 et χ(r) = 0 pour r > d, avec d = di défini
dans le paragraphe §1.3.3. Définissons finalement Sn(r, θ) := ri η+1/nφ(θ) et un(r, θ) := χ(r)Sn(r, θ).
Par construction, pour n ∈ N∗, un appartient à H1

0(Ω), et, d’après le lemme 1.8.2,

∃C > 0, ∀n, ∥un∥Ω < C et ∥un∥H1
0(Ω) −→

n→+∞
+∞. (1.21)

Pour contredire l’estimation (1.13), il reste à prouver que la suite (div(σ∇un))n∈N∗ est bornée dans
H−1(Ω), ce qui est la partie qui nécessite le plus de travail.
Définissons H1

0⋆(Ω) := {u ∈ H1
0(Ω) |u = 0 dans un voisinage de xi}. Puisque H1

0⋆(Ω) est dense dans
H1

0(Ω) (voir le lemme 1.2.2 dans [55]), on a

∥div(σ∇un)∥H−1(Ω) = sup
v∈H1

0⋆(Ω), ∥v∥H1
0(Ω)=1

|(σ∇un,∇v)Ω|.

3. Précisément, on trouve φ|Ω1 = a1 sinh(η θ)+b1 cosh(η θ) et φ|Ω2 = a2 sinh(η θ)+b2 cosh(η θ), où les constantes
a1, a2, b1, b2 sont choisies pour assurer les conditions de raccord pour la trace et le flux sur l’interface Σ.
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Comme précédemment, écrivons

(σ∇un,∇v)Ω = (σ Sn∇χ,∇v)Ω − (∇Sn, σ v∇χ)Ω + (σ∇Sn,∇(χv))Ω

= (σ Sn∇χ,∇v)Ω + (Sn, div(σ v∇χ))Ω − (div(σ∇Sn), χv)Ω. (1.22)

Encore une fois, remarquons que div(σ v∇χ) est un élément de L2(Ω) car on a σ v∇χ|Ω1 ∈ H1(Ω1),
σ v∇χ|Ω2 ∈ H1(Ω2) et ∂nχ = 0 sur Σ. On vérifie facilement que

|(σ Sn∇χ,∇v)Ω + (Sn, div(σ v∇χ))Ω| ≤ C ∥Sn∥Ω ∥v∥H1
0(Ω) . (1.23)

Maintenant, étudions le troisième terme du membre de droite de (1.22). Par un calcul direct, on
obtient

div(σ∇Sn) = σ (2i η + 1/n) ri η−2+1/nφ(θ)/n.

En intégrant par parties par rapport à la variable r, on peut écrire

−(div(σ∇Sn), χv)Ω = −(1/n)
∫ 2π

0

∫ d

0
σ (2i η + 1/n) ri η−2+1/nφ(θ) (χv) rdrdθ

= (1/n)
∫ 2π

0

∫ d

0
σ (2i η + 1/n)

ri η−1+1/n

i η + 1/n
φ(θ)

∂(χv)
∂r

rdrdθ.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz conduit à

|(σ∇Sn,∇(χv))Ω| ≤ (C/n)
(∫ 2π

0

∫ d

0
|σ (2i η + 1/n)|2

r−2+2/n

|i η + 1/n|2
|φ(θ)|2 rdrdθ

)1/2

∥v∥H1
0(Ω) .

Mais,

(1/n)2
∫ 2π

0

∫ d

0
|σ (2i η + 1/n)|2

r−2+2/n

|i η + 1/n|2
|φ(θ)|2 rdrdθ ≤ C (1/n)2

∫ d

0
r−2+2/n rdr ≤ C/n.

Ainsi,
|(σ∇Sn,∇(χv))Ω| ≤ C ∥v∥H1

0(Ω) /
√
n. (1.24)

En injectant (1.23) et (1.24) dans (1.22), on obtient finalement

∥div(σ∇un)∥H−1(Ω) ≤ C (∥Sn∥Ω + 1/
√
n). (1.25)

Rappelons que (Sn)n∈N∗ est bornée dans L2(Ω). Par conséquent, la limite (1.21) et l’inégalité (1.25),
ainsi que le Lemme 1.3.5, prouvent que A n’est pas un opérateur de type Fredholm dans le cas où
κσ ∈] − Iαi ; −1/Iαi [\{−1}.
Les cas 2. et 3. du Théorème 1.5.5 se traitent de façon similaire.

Remarque 1.5.7 Faisons écho aux Remarques 1.1.3 et 1.1.4 relatives à l’optimalité de la méthode
de la T-coercivité. Considérons le cas du sommet intérieur décrit dans le §1.2.3, avec, pour fixer les
idées, α ∈]0;π[. Supposons σ1 et σ2 constants. La technique de la T-coercivité permet de montrer que
A : u 7→ −div(σ∇u) constitue un isomorphisme de H1

0(Ω) dans H−1(Ω) (Théorème 1.2.3) lorsque
κσ ∈] − ∞; −(2π − α)/α[∪] − α/(2π − α); 0[. D’un autre côté, le Théorème 1.5.5 indique que A
n’est pas de type Fredholm lorsque κσ ∈] − (2π−α)/α; −α/(2π−α)[. Avec le Théorème 1.1.2, nous
déduisons infR1∈R1 ∥R1∥2 = infR2∈R2 ∥R2∥2 = (2π−α)/α, résultat qui, de prime abord, n’avait rien
d’évident. Autrement dit, nous ne pouvions pas être plus efficaces avec la technique de la T-coercivité.
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1.5.4 Autres cas

Présentons ici deux cas qui ne sont pas couverts par le Théorème 1.3.3.
Tout d’abord, définissons le domaine Ω := ]−1; 1[×]−1; 1[ et les sous-domaines Ω1 := ]−1; 0[×]−1; 1[
et Ω2 := ]0; 1[ × ]−1; 1[ (voir la Figure 1.15, à gauche). Supposons σ = 1 dans Ω1, σ = −2 dans
]0; 1[ × ]0; 1[ et σ = β ∈ R∗

− dans ]0; 1[ × ]−1; 0[. Pour β > −1, on a, pour tout d > 0,

inf
B(O,d)∩ Ω1

σ1 < sup
B(O,d)∩ Ω2

|σ2| et inf
B(O,d)∩ Ω2

|σ2| < sup
B(O,d)∩ Ω1

σ1.

Par conséquent, les hypothèses du Théorème 1.3.3 ne sont pas vérifiées et l’on ne peut conclure que
l’opérateur A ∈ L(H1

0(Ω),H−1(Ω)) est de type Fredholm.

Remarque 1.5.8 Cependant, on peut construire à la main, pour cette configuration simple, un
opérateur T, parmi d’autres, qui permette de recouvrer la T-coercivité pour certains β > −1. Pour
u ∈ H1

0(Ω), définissons l’action de T de la façon suivante :

(Tu)(x, y) :=


ua(x, y) − 2ud(−x, y) dans Ωa :=] − 1; 0[×]0; 1[
ub(x, y) − 2ud(−x,−y) dans Ωb :=] − 1; 0[2
−2ua(−x,−y) + 2ub(−x, y) − uc(x, y) dans Ωc :=]0; 1[×] − 1; 0[
−ud(x, y) dans Ωd :=]0; 1[2

,

avec uk := u|Ωk
, pour k = a, b, c, d. Nous n’écrivons pas les valeurs de β pour lesquelles on peut

prouver que A est un isomorphisme à l’aide de cet opérateur T car il n’est pas du tout certain que
cette construction soit optimale.

Pour β < −1, on a
inf

B(O,d)∩ Ω2
|σ2| > sup

B(O,d)∩ Ω1

σ1,

et le Théorème 1.3.3 permet de conclure que A est Fredholm d’indice 0.

Présentons maintenant un deuxième cas non couvert par le Théorème 1.3.3. Considérons le
domaine Ω défini par Ω := ]−1; 1[× ]−1; 1[ et les sous-domaines Ω1 := ]−1; 0[× ]0; 1[∪ ]0; 1[× ]−1; 0[
et Ω2 := ]−1; 0[ × ]−1; 0[ ∪ ]0; 1[ × ]0; 1[ (voir la Figure 1.15, à droite). Ici, on ne peut utiliser le
Théorème 1.3.3, car les frontières ∂Ω1 et ∂Ω2 ne sont pas lipschitziennes (voir [25, Corrigendum]).

σ1 = 1

σ1 = 1

σ2 = −2

σ2 = β

Ω1 Ω2

Σ

O
x

y

Ω1
σ1 = 1

Ω2
σ2 = λ

Ω2
σ2 = λ

Ω1
σ1 = 1

Σ

O
x

y

Figure 1.15 – Deux configurations qui ne sont pas couvertes par le Théorème 1.3.3 : β > −1 à
gauche ; λ ∈ R∗

− à droite.
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1.6 Domaines de R3

Pour étudier le problème (P) posé dans un domaine Ω de R3, on procède comme en 2D. Dès
lors que l’on est en mesure d’établir des résultats de T-coercivité localement (cf. §1.2), on peut
montrer que l’opérateur A ∈ L(H1

0(Ω),H−1(Ω)) est Fredholm d’indice zéro. La différence principale
par rapport au cas 2D tient au fait qu’en 3D il existe une plus grande variété de géométries
particulières. En électromagnétisme, ces problèmes scalaires 3D peuvent sembler assez peu intéres-
sants. Néanmoins, ils permettent de modéliser les problèmes d’électrostatique et plus important
pour nous, ils constitueront la base de l’étude des équations de Maxwell 3D (cf. Chapitre 9). Les
notations que nous avons introduites en 2D sont réutilisées ici.

Nous commençons notre étude par des cas élémentaires. Par souci de concision, nous présen-
tons les preuves uniquement lorsque les cas ne découlent pas directement du 2D.

1.6.1 Domaine symétrique

On obtient aisément le même résultat que celui énoncé dans le Théorème 1.2.1.

1.6.2 Arête prismatique

Introduisons les coordonnées cylindriques (r, θ, z) de sorte que les coordonnées cartésiennes
vérifient (x, y, z) = (r cos θ, r sin θ, z). Notons H > 0 la hauteur du cylindre et R > 0 son rayon.

Figure 1.16 – Géométrie des arêtes prismatiques : arête interne (à gauche), arête externe (à droite).

Arête prismatique interne

Considérons la géométrie de la Figure 1.16, à gauche. Pour 0 < α < 2π, définissons

Ω1 := {(r cos θ, r sin θ, z) | 0 < r < R, 0 < θ < α, 0 < z < H} ;
Ω2 := {(r cos θ, r sin θ, z) | 0 < r < R, α < θ < 2π, 0 < z < H} .

Théorème 1.6.1 (arête prismatique interne) Supposons

max(σ−
1 /σ

+
2 , σ

−
2 /σ

+
1 ) > Iα, avec Iα := max( α

2π − α
,
2π − α

α
).

Alors, il existe un isomorphisme T ∈ L(H1
0(Ω)) tel que la forme a soit T-coercive. Par conséquent,

A : u 7→ −div(σ∇u) est un isomorphisme de H1
0(Ω) dans H−1(Ω).
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Preuve. Définissons les deux opérateurs R1 et R2 respectivement par (R1u1)(ρ,Θ, Z) =
u1(ρ, α

α−2π (Θ − 2π), Z) et (R2u2)(ρ,Θ, Z) = u2(ρ, α−2π
α Θ + 2π, Z). Pour k = 1, 2, La condition

de raccord à l’interface est vérifiée pour Rk et donc Rk ∈ Rk. En travaillant comme dans la preuve
du Théorème 1.2.3, on trouve ∥R1∥2 ≤ Iα et ∥R2∥2 ≤ Iα. On peut alors conclure avec le Théorème
1.1.1.

Arête prismatique externe

Considérons la géométrie de la Figure 1.16, à droite. Pour 0 < α < γ < 2π, définissons

Ω1 := {(r cos θ, r sin θ, z) | 0 < r < R, 0 < θ < α, 0 < z < H} ;
Ω2 := {(r cos θ, r sin θ, z) | 0 < r < R, α < θ < γ, 0 < z < H} .

On obtient un résultat identique à celui du Théorème 1.2.7.

1.6.3 Arête axisymétrique

Figure 1.17 – Géométrie d’une arête axisymétrique interne.

Considérons la géométrie de la Figure 1.17, avec les coordonnées toroïdales (r, θ, φ) telles que
les coordonnées cartésiennes vérifient (x, y, z) = (cos θ (R + r cosφ), sin θ (R + r cosφ), r sinφ). Ici,
R > 0 désigne le rayon du tore. Pour 0 < d < R et 0 < α < 2π, définissons

Ω1 := {(cos θ (R+ r cosφ), sin θ (R+ r cosφ), r sinφ) | 0 < r < d, 0 ≤ θ < 2π, 0 < φ < α} ;
Ω2 := {(cos θ (R+ r cosφ), sin θ (R+ r cosφ), r sinφ) | 0 < r < d, 0 ≤ θ < 2π, α < φ < 2π} .

Théorème 1.6.2 (Arête axisymétrique interne) Supposons

max(σ−
1 /σ

+
2 , σ

−
2 /σ

+
1 ) >

1 + d/R

1 − d/R
Iα, avec Iα := max( α

2π − α
,
2π − α

α
).

Alors, il existe un isomorphisme T ∈ L(H1
0(Ω)) tel que la forme a soit T-coercive. Par conséquent,

A : u 7→ −div(σ∇u) est un isomorphisme de H1
0(Ω) dans H−1(Ω).

Preuve. Introduisons les opérateurs R1 et R2 définis respectivement par (R1u1)(ρ,Θ,Φ) =
u1(ρ,Θ, α

α−2π (Φ − 2π)) et (R2u2)(ρ,Θ,Φ) = u2(ρ,Θ, α−2π
α Φ + 2π). Les conditions de raccord à

l’interface sont satisfaites pour R1 et R2.
Pour calculer la norme de R1, considérons u1 ∈ H1

0,Γ1
(Ω1). À l’aide du changement de variables,
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dans les coordonnées toroïdales, (r, θ, φ) = (ρ,Θ, α
α−2π (Φ − 2π)), nous obtenons 4

∥∇(R1u1)∥2
Ω2

=
∫

Ω2

((
∂(R1u1)
∂ρ

)2
+ 1

(R+ ρ cos Φ)2

(
∂(R1u1)
∂Θ

)2)
ρ (R+ ρ cos Φ) dρdΦdΘ

+
∫

Ω2

1
ρ2

(
∂(R1u1)
∂Φ

)2
ρ (R+ ρ cos Φ) dρdΦdΘ

≤ 2π − α

α

∫
Ω1

(
∂u1

∂r

)2

r (R+ r cos (2π − α

α
φ)) drdφdθ

+2π − α

α

∫
Ω1

1
(R+ r cos (2π−α

α φ))2

(
∂u1

∂θ

)2

r (R+ r cos (2π − α

α
φ)) drdφdθ

+ α

2π − α

∫
Ω1

1
r2

(
∂u1
∂φ

)2
r (R+ r cos (2π − α

α
φ)) drdφdθ.

Les relations

R+ r cos (2π−α
α θ)

R+ r cos θ
≤

1 + d/R

1 − d/R
et

R+ r cos θ
R+ r cos (2π−α

α θ)
≤

1 + d/R

1 − d/R
, ∀r ∈]0; d[, ∀θ ∈]0;α[

impliquent ∥R1∥2 ≤ 1+d/R
1−d/R Iα. Pareillement, on trouve ∥R2∥2 ≤ 1+d/R

1−d/R Iα. On conclut comme dans
la preuve du Théorème 1.1.1.

Remarque 1.6.3 Si max(σ−
1 /σ

+
2 , σ

−
2 /σ

+
1 ) > Iα, alors d’après le Théorème 1.6.2, A : u 7→

−div(σ∇u) est un isomorphisme de H1
0(Ω) dans H−1(Ω) pour d/R suffisamment petit.

Remarque 1.6.4 Nous nous sommes intéressés à l’arête axisymétrique interne. On traiterait le
cas de l’arête axisymétrique externe de la même façon, et on obtiendrait un résultat similaire à celui
du Théorème 1.2.7.

1.6.4 Pointe conique

Figure 1.18 – Géométrie d’une pointe conique interne.

Considérons la géométrie de la Figure 1.18 et les coordonnées sphériques (r, θ, φ)
naturellement associées, telles que les coordonnées cartésiennes vérifient (x, y, z) =
(r cos θ, r sin θ cosφ, r sin θ sinφ). Introduisons R > 0 et 0 < α < π. Définissons

Ω1 := {(r cos θ, r sin θ cosφ, r sin θ sinφ), 0 < r < R, 0 ≤ θ < α, 0 ≤ φ < 2π} ;
Ω2 := {(r cos θ, r sin θ cosφ, r sin θ sinφ), 0 < r < R, α < θ ≤ π, 0 ≤ φ < 2π} .

4. Voir le §1.8.2 pour le détail des calculs.
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Théorème 1.6.5 (Pointe conique interne) Supposons 5{
σ−

1 /σ
+
2 > Iα ou σ−

2 /σ
+
1 > 1 si α ≤ π/2

σ−
2 /σ

+
1 > Iα ou σ−

1 /σ
+
2 > 1 si α ≥ π/2

, avec Iα := max(1 + cosα
1 − cosα

,
1 − cosα
1 + cosα

).

Alors, il existe un isomorphisme T ∈ L(H1
0(Ω)) tel que la forme a soit T-coercive. Par conséquent,

A : u 7→ −div(σ∇u) est un isomorphisme de H1
0(Ω) dans H−1(Ω).

Preuve. Considérons le cas α ≤ π/2.
Définissons les opérateurs R1 et R2 tels que (R1u1)(ρ,Θ,Φ) = u1(ρ, g1(Θ),Φ) et (R2u2)(ρ,Θ,Φ) =
u2(ρ, g2(Θ),Φ). Ici, g1 est un C 1 difféomorphisme de [α;π] dans [0;α] tel que g1(π) = 0 et g1(α) = α
tandis que g2 est un C 1 difféomorphisme de [0;α] dans [α;π] tel que g2(0) = π et g2(α) = α. Notons
h1 (resp. h2) l’inverse de g1 (resp. g2).
La condition de raccord à l’interface est vérifiée. Évaluons la norme de R1. Pour cela, donnons-nous
u1 ∈ H1

0,Γ1
(Ω1). En effectuant le changement de variables (r, θ, φ) = (ρ, g1(Θ),Φ), nous obtenons

successivement

∥∇(R1u1)∥2
Ω2

=
∫

Ω2

(
∂(R1u1)
∂ρ

)2

+
1
ρ2

(
∂(R1u1)
∂Θ

)2

+
1

(ρ sin Θ)2

(
∂(R1u1)
∂Φ

)2

ρ2dρ sin ΘdΘdΦ

≤
∫

Ω1

(
∂u1

∂r

)2

r2 dr sin (h1(θ)) |h′
1(θ)| dθdφ

+
∫

Ω1

1
r2 |h′

1(θ)|2

(
∂u1

∂θ

)2

r2 dr sin (h1(θ)) |h′
1(θ)| dθdφ

+
∫

Ω1

1
(r sin h1(θ))2

(
∂u1

∂φ

)2

r2 dr sin (h1(θ)) |h′
1(θ)| dθdφ.

Il suit

∥R1∥2 ≤ max
(

∥
|h′

1(θ)| sin (h1(θ))
sin θ

∥L∞(]0;α[), ∥
sin (h1(θ))

|h′
1(θ)| sin θ

∥L∞(]0;α[), ∥
|h′

1(θ)| sin θ
sin (h1(θ))

∥L∞(]0;α[)

)
.

Il ne nous reste plus qu’à trouver une fonction admissible θ 7→ h1(θ) qui minimise le terme de droite.
Pour y parvenir, adoptons la stratégie suivante : choisissons une fonction h1 qui rende l’un des trois
quotients ci-dessus constant par rapport à θ. Nous prendrons

h1(θ) = arccos(
cosα+ 1
cosα− 1

cos θ − 2
cosα

cosα− 1
), tel que

|h′
1(θ)| sin (h1(θ))

sin θ
=

1 + cosα
1 − cosα

, ∀θ ∈]0;α[.

Par une étude de fonctions, on établit

sin (h1(θ))
|h′

1(θ)| sin θ
≤ 1,

|h′
1(θ)| sin θ

sin (h1(θ))
≤

1 + cosα
1 − cosα

, ∀θ ∈]0;α[.

Par conséquent, on a ∥R1∥2 ≤ Iα.
Maintenant, pour R2, nous devons minimiser

max
(

∥
|h′

2(θ)| sin (h2(θ))
sin θ

∥L∞(]α;π[), ∥
sin (h2(θ))

|h′
2(θ)| sin θ

∥L∞(]α;π[), ∥
|h′

2(θ)| sin θ
sin (h2(θ))

∥L∞(]α;π[)

)
.

Interrogeons notre consultant Xavier Claeys à Toulouse : « Pour ce problème, il faut considérer la
projection stéréographique ». Les idées de Xavier sont généralement bonnes. Écoutons-le. Considé-
rons la projection stéréographique

g2(Θ) = 2 arctan(
tan(α/2)2

tan(Θ/2)
) de sorte que h2(θ) = 2 arctan(

tan(α/2)2

tan(θ/2)
).

5. La valeur (1 + cosα)/(1 − cosα) est égale au rapport de l’angle solide occupé par le matériau négatif sur l’angle
solide occupé par le matériau positif.
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On trouve

|h′
2(θ)| sin (h2(θ))

sin θ
≤ 1,

sin (h2(θ))
|h′

2(θ)| sin θ
= 1,

|h′
2(θ)| sin θ

sin (h2(θ))
= 1, ∀θ ∈]α;π[,

et donc ∥R2∥2 ≤ 1. On conclut alors comme dans la preuve du Théorème 1.1.1.
Le cas π/2 < α < π se traite en échangeant les rôles de Ω1 et Ω2.

Remarque 1.6.6 Le choix des opérateurs de transfert R1, R2 dans cette preuve peut dérouter le
lecteur. Pourtant, à ce jour, ces R1, R2 particuliers sont les opérateurs qui nous permettent d’obtenir
le plus petit intervalle critique. On ne peut pas espérer améliorer le résultat apporté par l’utilisation
de R2. En effet, pour κσ = −1, l’opérateur A n’est pas de type Fredholm. Si nous avions défini R1 à
partir de la projection stéréographique, nous aurions obtenu un résultat moins bon que celui énoncé
dans le Théorème 1.6.5, i.e. nous aurions obtenu un intervalle critique plus grand. Il est assez
surprenant que l’intervalle critique ne soit pas « symétrique » par rapport à −1, c’est-à-dire de la
forme [−a; −1/a] avec a > 1. La conjecture est tout de même que A n’est pas de type Fredholm dans
l’intervalle critique du Théorème 1.6.5. Pour montrer ce résultat, il faut calculer les singularités,
ce qui est moins évident qu’en 2D.

1.6.5 Coin de Fichera

Dans un domaine de R3, il peut se produire que les arêtes s’intersectent. Au niveau de cette
intersection, il apparaît à la fois des singularités liées aux arêtes et au coin, situation complexe
que l’on ne rencontre pas en 2D. Ici, nous considérons un exemple caractéristique d’une telle confi-
guration : le « fameux » coin de Fichera. Définissons Ω := ]−1; 1[3, Ω1 := ]0; 1[3 et Ω2 := Ω\Ω1.

Théorème 1.6.7 (Coin de Fichera) Supposons

max(σ−
1 /σ

+
2 , σ

−
2 /σ

+
1 ) > 7.

Alors, il existe un isomorphisme T ∈ L(H1
0(Ω)) tel que la forme a soit T-coercive. Par conséquent,

A : u 7→ −div(σ∇u) est un isomorphisme de H1
0(Ω) dans H−1(Ω).

Preuve. Construisons l’opérateur R1 à l’aide de symétries 6 :

(R1u1)(x, y, z) =



u1(−x, y, z) dans Ω1
2 := ]−1; 0[ × ]0; 1[2

u1(x,−y, z) dans Ω2
2 := ]0; 1[ × ]−1; 0[ × ]0; 1[

u1(x, y,−z) dans Ω3
2 := ]0; 1[2 × ]−1; 0[

u1(−x,−y, z) dans Ω4
2 := ]−1; 0[2 × ]0; 1[

u1(−x, y,−z) dans Ω5
2 := ]−1; 0[ × ]0; 1[ × ]−1; 0[

u1(x,−y,−z) dans Ω6
2 := ]0; 1[ × ]−1; 0[2

u1(−x,−y,−z) dans Ω7
2 := ]−1; 0[3

.

Introduisons ensuite R2 défini par

(R2u2)(x, y, z) = u1
2(−x, y, z) + u2

2(x,−y, z) + u3
2(x, y,−z)

−u4
2(−x,−y, z) − u5

2(−x, y,−z) − u6
2(x,−y,−z)

+u7
2(−x,−y,−z).

Ci-dessus, pour ℓ = 1 . . . 7, uℓ2 désigne la restriction de u2 à Ωℓ
2.

On peut vérifier que R1 et R2 satisfont la condition de raccord à l’interface (les signes dans la

6. Une approche similaire a été récemment utilisée par Nicaise et Venel dans [129] pour la géométrie de R2 :
Ω := ]−1; 1[2 et Ω1 := ]0; 1[2.
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définition de R2 ont été choisis pour que ce soit le cas), de sorte que R1 ∈ R1 et R2 ∈ R2.
On obtient alors pour tout u1 ∈ H1

0,Γ1
(Ω1), ∥∇(R1u1)∥2

Ω2
= 7 ∥∇u1∥2

Ω1
. D’autre part, pour tout

u2 ∈ H1
0,Γ2

(Ω2), on a ∥∇(R2u2)∥2
Ω1

≤ 7 ∥∇u2∥2
Ω2

. Pour montrer ce résultat, on utilise l’inégalité
(
∑7
k=1 ak)2 ≤ 7

∑7
k=1 ak

2, pour tout (a1, . . . , a7) ∈ R7. On termine alors comme dans la preuve du
Théorème 1.1.1.

Remarque 1.6.8 On peut étendre ce résultat à la dimension d ∈ N∗. Définissons Ω :=] − 1; 1[d,
Ω1 :=]0; 1[d et Ω2 := Ω\Ω1. L’opérateur A : u 7→ −div(σ∇u) est un isomorphisme de H1

0(Ω) dans
H−1(Ω) lorsque max(σ−

1 /σ
+
2 , σ

−
2 /σ

+
1 ) > 2d − 1. En dimension 2, on a 2d − 1 = 3. En dimension 3,

on a 2d − 1 = 7.

1.6.6 Géométries générales de R3

Pour établir le caractère Fredholm de l’opérateur A dans le cas d’une interface générale de R3,
on peut de nouveau procéder par localisation, comme dans le §1.3 (cf. Théorème 1.3.3). On pourrait

Figure 1.19 – Un exemple de géométrie 3D qui peut être traité par localisation.

par ailleurs donner des résultats d’optimalité pour cette méthode de la T-coercivité dans le même
esprit que ce qui est fait dans le §1.5. Nous n’entrons pas dans les détails car comme nous l’avons
déjà exprimé, le calcul des singularités en 3D n’a rien d’évident. Commentons tout de même le cas
du coin de Fichera. Pour simplifier, nous supposons que les coefficients σ1 et σ2 sont constants, et
nous nous plaçons dans une situation où le contraste κσ = σ2/σ1 est situé dans l’intervalle critique
[−7; −1/7]. Autrement dit, nous nous intéressons précisément au cas qui n’entre pas dans le cadre
du Théorème 1.6.7. On distingue alors les situations suivantes.

– Pour κσ = −1, il apparaît des singularités surfaciques. En effet, en chaque point des faces de
l’interface, on peut construire une suite de fonctions pour montrer que A n’est pas Fredholm.
Il suffit pour cela de procéder comme dans la preuve du Théorème 1.5.3.

– Pour κσ ∈]−3; −1/3[, il apparaît des singularités linéiques. En chaque point des trois arêtes de
l’interface, on peut construire une suite de fonctions pour montrer que A n’est pas Fredholm
à l’instar de ce qui est fait dans la preuve du Théorème 1.5.5.

– Pour κσ ∈] − 7; −1/7[, on peut imaginer qu’il apparaît une singularité ponctuelle au niveau
de l’intersection des arêtes de l’interface.
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1.7 Conditions aux limites de type Neumann

Jusqu’à présent, nous avons imposé une condition aux limites de Dirichlet homogène sur la
frontière. En utilisant un relèvement, on prouve de façon classique que les résultats obtenus précé-
demment sont également valides en imposant une condition de Dirichlet non homogène. Dans cette
section, nous nous proposons d’étudier l’influence d’une condition de Neumann. Intéressons-nous
au problème

Trouver u ∈ H1(Ω) tel que
−div(σ∇u) = f dans Ω

σ∂u/∂n = g sur ∂Ω
, (1.26)

avec f ∈ L2(Ω) et g ∈ H−1/2(∂Ω). En multipliant par 1 dans l’équation volumique, et en intégrant
par parties, on remarque que les termes sources f et g doivent vérifier la condition de compatibilité
(f, 1)Ω + ⟨g, 1⟩∂Ω = 0 pour que le problème (1.26) admette une solution. Ici, ⟨·, ·⟩∂Ω désigne le
crochet de dualité H−1/2(∂Ω)×H1/2(∂Ω). D’autre part, si u est une solution de (1.26) alors u+cste
est également une solution de (1.26). Ceci nous conduit à introduire l’espace

H1
Σ(Ω) :=

{
v ∈ H1(Ω) |

∫
Σ
v = 0

}
.

Rappelons que Σ désigne l’interface entre Ω1 et Ω2. La condition de moyenne nulle sur l’interface
que nous imposons dans l’espace H1

Σ(Ω) permet d’éliminer les constantes. Si C appartient à H1
Σ(Ω),

alors C = 0. Un peu plus loin, nous verrons un second moyen de quotienter par les constantes, plus
classique, en cherchant une solution à moyenne nulle sur Ω. Cependant dans l’approche T-coercivité
que nous suivons, nous avons besoin de construire des isomorphismes de l’espace variationnel et nous
verrons que les constructions géométriques que nous avons proposées lors de l’étude du problème
avec condition de Dirichlet homogène s’accordent mieux avec l’espace H1

Σ(Ω).
En utilisant le théorème de Rellich qui indique que l’injection de H1(Ω) dans L2(Ω) est compacte
et en se servant du fait que Ω est connexe, on prouve en raisonnant par l’absurde le

Lemme 1.7.1 L’application (v, v′) 7→ (∇v,∇v′)Ω définit un produit scalaire sur H1
Σ(Ω).

Considérons alors le problème

(PN ) Trouver u ∈ H1
Σ(Ω) tel que

aΣ(u, v) = l(v), ∀v ∈ H1
Σ(Ω),

avec aΣ(u, v) := (σ∇u,∇v)Ω et l(v) := (f, v)Ω + ⟨g, v⟩∂Ω pour tout u, v dans H1
Σ(Ω).

Si u est solution de (PN ) et si f et g satisfont la condition de compatibilité, alors u vérifie
le problème (1.26). Concentrons-nous sur l’étude du problème (PN ). Avec le théorème de re-
présentation de Riesz, introduisons l’opérateur borné AΣ : H1

Σ(Ω) → H1
Σ(Ω) tel que pour tout

v, v′ ∈ H1
Σ(Ω), (∇(AΣv),∇v′)Ω = aΣ(v, v′). Considérons également le terme source F ∈ H1

Σ(Ω)
tel que pour tout v′ ∈ H1

Σ(Ω), (∇F,∇v′)Ω = l(v′). L’élément u ∈ H1
Σ(Ω) vérifie AΣu = F si et

seulement si u est solution de (PN ).

À l’instar de ce que nous avons fait pour le problème de Dirichlet, pour k = 1, 2, introduisons
l’espace des restrictions des éléments de H1

Σ(Ω) à Ωk :

H1
Σ(Ωk) :=

{
v|Ωk

, v ∈ H1
Σ(Ω)

}
.

Si RΣ
1 ∈ L(H1

Σ(Ω1),H1
Σ(Ω2)) et RΣ

2 ∈ L(H1
Σ(Ω2),H1

Σ(Ω1)), nous notons

∥RΣ
1 ∥ := sup

v∈H1
Σ(Ω1), ∥∇v∥Ω1 =1

∥∇(RΣ
1 v)∥Ω2 et ∥RΣ

2 ∥ := sup
v∈H1

Σ(Ω2), ∥∇v∥Ω2 =1
∥∇(RΣ

2 v)∥Ω1 .

L’équivalent du Théorème 1.1.1 pour le problème de Neumann (PN ) s’énonce de la manière sui-
vante.
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Théorème 1.7.2 Soit RΣ
1 ∈ L(H1

Σ(Ω1),H1
Σ(Ω2)) un opérateur vérifiant la condition de raccord

(RΣ
1 u1)|Σ = u1|Σ pour tout u1 ∈ H1

Σ(Ω1). Définissons

TΣ
1 u =

{
u1 dans Ω1
−u2 + 2RΣ

1 u1 dans Ω2
. (1.27)

Si σ−
1 /σ

+
2 > ∥RΣ

1 ∥2, alors la forme aΣ est TΣ
1 -coercive : il existe une constante C > 0 telle que

aΣ(u, TΣ
1 u) ≥ C ∥∇u∥2

Ω pour tout u ∈ H1
Σ(Ω). Dans ce cas, AΣ : H1

Σ(Ω) → H1
Σ(Ω) est un isomor-

phisme.
Soit RΣ

2 ∈ L(H1
Σ(Ω2),H1

Σ(Ω1)) un opérateur vérifiant la condition de raccord (RΣ
2 u2)|Σ = u2|Σ pour

tout u2 ∈ H1
Σ(Ω2). Définissons

TΣ
2 u =

{
u1 − 2RΣ

2 u2 dans Ω1
−u2 dans Ω2

. (1.28)

Si σ−
2 /σ

+
1 > ∥RΣ

2 ∥2, alors la forme aΣ est TΣ
2 -coercive : il existe une constante C > 0 telle que

aΣ(u, TΣ
2 u) ≥ C ∥∇u∥2

Ω pour tout u ∈ H1
Σ(Ω). Dans ce cas, AΣ : H1

Σ(Ω) → H1
Σ(Ω) est un isomor-

phisme.
Preuve. Pour montrer ce résultat, il suffit d’adapter la preuve du Théorème 1.1.1. Mentionnons
simplement que TΣ

1 et TΣ
2 sont bien à valeurs dans H1

Σ(Ω). En effet, on a
∫

Σ TΣ
1 u =

∫
Σ u1 = 0 et∫

Σ TΣ
2 u = −

∫
Σ u2 = 0 pour tout u ∈ H1

Σ(Ω).

1.7.1 Géométries particulières

Reconsidérons les cas particuliers étudiés dans les paragraphes 1.2 (2D) et 1.6 (3D). En définis-
sant RΣ

1 et RΣ
2 de la même façon que R1 et R2, on montre que AΣ : H1

Σ(Ω) → H1
Σ(Ω) constitue un

isomorphisme pour une condition sur le contraste identique à celle des Théorèmes 1.2.1 (domaine
symétrique), 1.2.3 (sommet intérieur), 1.2.10 (interface régulière), 1.6.1 (arête pris-
matique interne), 1.6.2 (Arête axisymétrique interne) , 1.6.5 (Pointe conique interne)
et 1.6.7 (Coin de Fichera). En 2D, seul diffère le résultat pour le sommet extérieur. Étudions
le problème (PN ) pour cette configuration.

Rappelons la géométrie considérée. On note (r, θ) les coordonnées polaires. Pour R > 0 et
0 < α < γ < 2π, définissons :

Ω1 := {(r cos θ, r sin θ) | 0 < r < R, 0 < θ < α} ;
Ω2 := {(r cos θ, r sin θ) | 0 < r < R, α < θ < γ} .

Théorème 1.7.3 Supposons
σ−

1 /σ
+
2 >

γ − α

α
ou σ−

2 /σ
+
1 > 1 si α ≤ γ/2 ;

σ−
2 /σ

+
1 >

γ − α

α
ou σ−

1 /σ
+
2 > 1 si α ≥ γ/2.

Alors, il existe un isomorphisme TΣ ∈ L(H1
Σ(Ω)) tel que la forme aΣ soit TΣ-coercive. Par consé-

quent, AΣ : H1
Σ(Ω) → H1

Σ(Ω) est un isomorphisme.
Preuve. Considérons le cas α ≤ γ/2. Définissons RΣ

1 et RΣ
2 les opérateurs tels que

(RΣ
1 u1)(ρ,Θ) = u1(ρ, α

α− γ
(Θ − γ)) ; (RΣ

2 u2)(ρ,Θ) = uΣ
2 (ρ, 2α− Θ) .

D’une part, on remarque que (RΣ
1 u1)|Σ = u1|Σ pour tout u1 ∈ H1

Σ(Ω1) et (RΣ
2 u2)|Σ = u2|Σ pour

tout u2 ∈ H1
Σ(Ω2). D’autre part, on trouve ∥RΣ

1 ∥2 = (γ−α)/α et ∥RΣ
2 ∥2 = 1. On conclut alors avec

le Théorème 1.7.2.
Pour traiter le cas α ≥ γ/2, on échange les rôles de Ω1 et Ω2.
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Remarque 1.7.4 Expliquons pourquoi les résultats pour les problèmes avec condition de Dirichlet
et Neumann diffèrent pour le sommet intérieur. Pour fixer les idées, supposons α ≤ γ/2. Pour
définir R1, nous pouvons procéder à une symétrie par rapport à l’interface et à un prolongement par
zéro. Cela constitue bien un opérateur à valeurs dans H1

0,Γ2
(Ω2). Pour RΣ

1 , on ne peut opérer ainsi
car cela ne donne pas un opérateur à valeurs dans H1

Σ(Ω2), en raison du possible saut de trace en
θ = 2α. Inversement, pour définir R2, nous devons effectuer une dilatation en θ de façon à vérifier
la condition de Dirichlet homogène en θ = 0. Dans H1

Σ(Ω), il n’y a pas cette contrainte. Une simple
symétrie par rapport à l’interface suffit pour construire RΣ

2 .

1.7.2 Interface quelconque en 2D

Nous n’écrirons pas le processus de localisation pour l’étude du problème (PN ) car nous dé-
montrerons plus loin dans ce document deux résultats qui permettent de passer outre cette étape
technique en 2D. Pour les énoncer, introduisons avec le Théorème de Riesz les opérateurs bornés
A(σ) : H1

0(Ω) → H1
0(Ω) et AΣ(σ) : H1

Σ(Ω) → H1
Σ(Ω) tels que

(∇(A(σ)u),∇v)Ω = (σ∇u,∇v)Ω, ∀(u, v) ∈ H1
0(Ω) × H1

0(Ω);
(∇(AΣ(σ)u),∇v)Ω = (σ∇u,∇v)Ω, ∀(u, v) ∈ H1

Σ(Ω) × H1
Σ(Ω).

Avec cette notation, on a AΣ(σ) = AΣ. Dans le Chapitre 7, nous montrerons que A(σ) : H1
0(Ω) →

H1
0(Ω) est un isomorphisme si et seulement si AΣ(σ−1) : H1

Σ(Ω) → H1
Σ(Ω) est un isomorphisme

(Théorème 7.2.1). D’autre part, nous prouverons que A(σ) : H1
0(Ω) → H1

0(Ω) est Fredholm d’in-
dice zéro si et seulement si AΣ(σ−1) : H1

Σ(Ω) → H1
Σ(Ω) est Fredholm d’indice zéro (Théorème 7.2.3).

Ceci montre que A(σ) n’est pas de type Fredholm si et seulement si AΣ(σ−1) n’est pas de
type Fredholm. En utilisant les résultats du §1.5 qui donnent des critères pour que A(σ) ne soit
pas de type Fredholm, on obtient des conditions pour que AΣ(σ−1) ne soit pas de type Fredholm.

Ainsi, en 2D, les problèmes avec condition aux limites de Dirichlet et condition aux limites
de Neumann sont intimement liés. Ce résultat remarquable ne semble pas exister en 3D.

Remarque 1.7.5 Considérons de nouveau le cas du sommet extérieur (cf. §1.2.3). Supposons σ1
et σ2 constants. Fixons γ = π et α = π/4. Avec le Théorème 1.2.7, on prouve que A(σ) est un
isomorphisme, dès que κσ ∈ ]−∞; −3[ ∪ ]−1; 0[. Le Théorème 1.5.5 permet lui de montrer que
A(σ) n’est pas de type Fredholm pour κσ ∈ ]−3; −1[. Le Théorème 1.7.3 indique que AΣ(σ) est un
isomorphisme dès que κσ ∈ ]−∞; −1[ ∪ ]−1/3; 0[. Ces résultats sont donc parfaitement cohérents
avec les Théorèmes 7.2.1 et 7.2.3 que nous venons de mentionner.

Remarque 1.7.6 Revenons sur le cas du sommet intérieur (cf. §1.2.2 et Remarque 1.5.7). Fixons
α ∈]0;π[. Appelons cette géométrie G . Supposons σ1 et σ2 constants. En vertu du Théorème 1.2.3,
nous savons que A(σ) définit un isomorphisme lorsque κσ ∈] − ∞; −(2π−α)/α[∪] −α/(2π−α); 0[.
Par ailleurs, le Théorème 1.5.5 indique que A(σ) n’est pas de type Fredholm pour κσ ∈] − (2π −
α)/α; −α/(2π − α)[. Précisons la structure des singularités (voir la preuve du Théorème 1.5.5) qui
sont responsables de cet intervalle critique.
Introduisons la géométrie du sommet extérieur (cf. §1.2.3) avec γ = π et un secteur, pour Ω1,
d’ouverture α/2. Appelons cette géométrie G 1/2. Nous pouvons voir cette configuration comme un
« demi sommet intérieur ».
D’après le Théorème 1.5.5, l’opérateur associé au problème avec condition aux limites de Dirichlet
dans G 1/2 n’est pas de type Fredholm pour κσ ∈] − (π−α/2)/(α/2); −1] =] − (2π−α)/α; −1]. Ceci
s’explique par l’existence d’une singularité qui « sort » de H1 pour de telles valeurs du contraste. En
appliquant une antisymétrie à cette singularité, on construit une singularité dans G . L’existence de
cette dernière empêche A(σ) d’être de type Fredholm pour κσ ∈] − (2π − α)/α; −1].
En reprenant les idées de la preuve du Théorème 1.5.5, on peut montrer que l’opérateur associé
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au problème avec condition aux limites de Neumann dans G 1/2 n’est pas de type Fredholm pour
κσ ∈ [−1; −(α/2)/(π − (α/2))[= [−1; −α/(2π − α)[. En symétrisant la singularité associée à ce
problème, on obtient une singularité dans G qui permet de montrer que A(σ) n’est pas de type pour
κσ ∈ [−1; −α/(2π − α)[.

1.7.3 Travail dans l’espace des fonctions à moyenne nulle

De façon plus usuelle, nous aurions pu supprimer les constantes de l’espaces variationnel en
imposant aux fonctions d’être à moyenne nulle sur Ω. Introduisons l’espace

H1
#(Ω) :=

{
v ∈ H1(Ω) |

∫
Ω
v = 0

}
.

L’application (v, v′) 7→ (∇v,∇v′)Ω définit un produit scalaire sur H1
#(Ω). Considérons alors le

problème
Trouver u ∈ H1

#(Ω) tel que
a#(u, v) = l(v), ∀v ∈ H1

#(Ω), (1.29)

avec a#(u, v) := (σ∇u,∇v)Ω et l(v) := (f, v)Ω + ⟨g, v⟩∂Ω pour tout u, v dans H1
#(Ω).

Avec le théorème de représentation de Riesz, introduisons l’opérateur borné A# : H1
#(Ω) → H1

#(Ω)
tel que pour tout v, v′ ∈ H1

#(Ω), (∇(A#v),∇v′)Ω = a#(v, v′). Le problème (1.29) est bien posé
pour tout l ∈ H1

#(Ω)∗ (le dual topologique de H1
#(Ω) avec la notation américaine) si et seulement

si A# définit un isomorphisme.

Considérons les opérateurs

PΣ
# : H1

#(Ω) → H1
Σ(Ω)

u 7→ u−
∫

Σ
u/

∫
Σ

1 et
P#

Σ : H1
Σ(Ω) → H1

#(Ω)
u 7→ u−

∫
Ω
u/

∫
Ω

1
.

On vérifie sans difficulté que PΣ
# et P#

Σ sont des isomorphismes avec PΣ
# ◦P#

Σ = IdH1
Σ(Ω) et P#

Σ ◦PΣ
# =

IdH1
#(Ω). Ces opérateurs vont nous permettre de prouver qu’on a des résultats identiques pour AΣ

et A#.

Proposition 1.7.7 L’opérateur A# vérifie A# = P#
Σ ◦ AΣ ◦ PΣ

# . Par conséquent, on a les deux
assertions suivantes.
L’opérateur A# : H1

#(Ω) → H1
#(Ω) définit un isomorphisme si et seulement si AΣ : H1

Σ(Ω) → H1
Σ(Ω)

constitue un isomorphisme.
L’opérateur A# : H1

#(Ω) → H1
#(Ω) est Fredholm d’indice zéro si et seulement si AΣ : H1

Σ(Ω) →
H1

Σ(Ω) est Fredholm d’indice zéro.

Preuve. Montrons A# = P#
Σ ◦AΣ ◦ PΣ

# . Pour tout u, v dans H1
#(Ω), on a

(∇(P#
Σ (AΣ(PΣ

#u))),∇v)Ω = (∇(AΣ(PΣ
#u)),∇v)Ω

= (∇(AΣ(PΣ
#u)),∇(PΣ

#v))Ω
= (σ∇(PΣ

#u),∇(PΣ
#v))Ω = (σ∇u,∇v)Ω = (∇(A#u),∇v)Ω.

Ceci permet d’obtenir le résultat de la proposition.
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1.8 Calculs manquants

1.8.1 Calculs utilisés dans la Section 1.5

Commençons par détailler un calcul intervenant dans la preuve du Théorème 1.5.3. Soit b > 0 tel
que [−b; b] × [−b; b] ⊂ Ω. Reconsidérons la suite (un)n définie en (1.14) et introduisons une fonction
de troncature χ ∈ C ∞

0 (R2), égale à 1 dans [−b/2; b/2] × [−b/2; b/2].

Lemme 1.8.1 On a ∥χun∥H1
0(Ω) −→

n→+∞
+∞.

Preuve. Considérons D̃ := [−b/2; b/2] × [−b/2; b/2], et écrivons

∥χun∥2
H1

0(Ω) ≥ ∥∇un∥2
D̃ ≥ ∥∂tun∥2

D̃

≥ 2
∫ b/2

−b/2

∫ b/2

0
n2 cos2 nt

sinh2 n(b− s)
e2nb ds dt

≥ 2n2
∫ b/2

−b/2
cos2 nt dt

∫ b/2

0

sinh2 n(b− s)
e2nb ds

≥ 2n2
[
b

2
+

sinnb
2n

] ∫ b/2

0

sinh2 n(b− s)
e2nb ds.

Mais, l’on a

4
∫ b/2

0

sinh2 n(b− s)
e2nb ds =

∫ b/2

0
e−2ns − 2e−2nb + e2ns−4nb ds

= (
1

2n
−
e−nb

2n
) − (b e−2nb) + e−4nb(

enb

2n
−

1
2n

) ∼
1

2n
.

Par conséquent, il existe C > 0, telle que pour n assez grand, on ait ∥χun∥2
H1

0(Ω) > C n.

Présentons ensuite un calcul utilisé dans la preuve du Théorème 1.5.5. Définissons un(r, θ) :=
χ(r)Sn(r, θ), où χ est une fonction de troncature égale à 1 pour 0 ≤ r ≤ d/2 et Sn(r, θ) :=
ri η+1/nφ(θ).

Lemme 1.8.2 On a ∥un∥H1
0(Ω) −→

n→+∞
+∞.

Preuve. Pour obtenir ce résultat, il suffit d’écrire

∥un∥2
H1

0(Ω) ≥
∫ 2π

0

∫ d/2

0
r−2+2/n|∂θφ|2 rdrdθ

≥ C

∫ d/2

0
r−1+2/ndθ

≥ C n (d/2)2/n/2 −→
n→∞

+∞.

1.8.2 Coordonnées toroïdales

Considérons la géométrie de la Figure 1.17 et introduisons le changement de variables (x, y, z) =
(cos θ (R + r cosφ), sin θ (R + r cosφ), r sinφ), pour R > 0. La matrice jacobienne associée à ce
changement de variables a pour expression cos θ cosφ − sin θ (R+ r cosφ) −r cos θ sinφ

sin θ cosφ cos θ (R+ r cosφ) −r sin θ sinφ
sinφ 0 r cosφ

 .
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Le volume élémentaire dans les coordonnées toroïdales est alors r (R+ r cosφ) drdφdθ.
D’autre part, le gradient en coordonnées toroïdales s’écrit

∇u =



∂u

∂r
1

R+ r cosφ
∂u

∂θ
1
r

∂u

∂φ

 .
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Introduction

D
ans le Chapitre 1, nous nous sommes intéressés au problème de transmission scalaire (P)
« trouver u ∈ H1

0(Ω) tel que −div (σ∇u) = f ». De façon générale dans cette thèse, nous
souhaitons modéliser des problèmes d’électromagnétisme mettant en jeu des structures

alliant matériaux classiques et matériaux négatifs. C’est pourquoi nous nous sommes spécifiquement

45
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concentrés sur des configurations où σ présente un changement de signe de part d’autre d’une
interface divisant le domaine borné Ω. Nous avons proposé une technique, la T-coercivité, permettant
d’obtenir des critères portant sur les valeurs de σ et la géométrie du domaine pour assurer que (P)
possède une unique solution. En particulier, si nous appelons a la forme sesquilinéaire telle que

a(u, v) =
∫

Ω
σ∇u · ∇v, pour tout (u, v) ∈ H1

0(Ω) × H1
0(Ω),

nous avons prouvé que (P) est bien posé dès que a est T-coercive, autrement dit, dès qu’il existe
un isomorphisme T de H1

0(Ω) tel que (u, v) 7→ a(u, Tv) soit coercive. Classiquement, pour montrer
qu’un problème est bien posé, on peut utiliser la théorie de Banach–Nečas–Babuška, également
appelée théorie inf–sup. Puisque a est hermitienne, le problème (P) est bien posé si et seulement
si a satisfait une condition inf–sup. Il est facile de voir que si a est T-coercive alors a satisfait une
condition inf–sup. Dans ce chapitre, nous prouverons que la réciproque est également vraie : si a
vérifie une condition inf–sup alors a est T-coercive. Ainsi, nous pouvons voir la T-coercivité comme
une reformulation de la théorie de Banach–Nečas–Babuška. Cette observation simple a déjà été
effectuée dans la littérature (voir [140, remarque 2.1.48] ou [33, proposition 3]) mais l’idée reste
encore peu répandue.

Le deuxième grand axe de ce chapitre concernera l’approximation numérique de la solution
du problème (P) lorsque celui-ci possède une unique solution. Nous souhaitons mettre en œuvre
les méthodes d’approximation par éléments finis de Lagrange classiques et justifier leur convergence.
Pour démontrer ces résultats de convergence, nous développerons une théorie de la T-coercivité
discrète. Pour une autre application de cette théorie, dans le cas des équations de Helmholtz et de
Maxwell classiques, nous renvoyons le lecteur à [53]. Dans ce chapitre, nous présenterons également
des expériences numériques mettant en évidence les traits caractéristiques de ces problème de
transmission avec changement de signe.

Notre plan de travail sera le suivant. Nous commençons par étudier le lien entre la théorie
inf–sup et la technique de la T-coercivité. Ensuite, nous expliquons comment on peut utiliser
cette approche pour justifier les méthodes d’approximation de Galerkin usuelles. Dans la Section
2.2, nous appliquons ces résultats pour étudier le problème (P) dans quelques configurations
de référence. Ce sera l’occasion de préciser et d’illustrer certains points du Chapitre 1. Dans les
deux paragraphes suivants, nous proposons des méthodes de discrétisation du problème (P). Plus
précisément, dans la Section 2.3, nous présentons des techniques avec une contrainte sur le maillage
tandis que dans la Section 2.4, nous étudions des approches ne nécessitant pas d’hypothèse sur
le maillage. Nous discuterons les avantages et les inconvénients de ces différents méthodes tout
au long de ces deux paragraphes. Dans un dernier temps, nous fournissons un jeu d’expériences
numériques illustrant ces résultats.

2.1 Cadre général

Ci-dessous, nous rappelons quelques outils standards d’analyse fonctionnelle utilisés pour prou-
ver le caractère bien posé d’un problème abstrait écrit sous forme variationnelle. Nous reformulons
ces outils en utilisant la théorie de la T-coercivité.

2.1.1 Point de départ

Soient V et W deux espaces de Hilbert munis des produits scalaires (·, ·)V et (·, ·)W. Nous notons
∥ · ∥V et ∥ · ∥W les normes associées. Introduisons a(·, ·) une forme sesquilinéaire continue sur V × W
et f ∈ W∗. Ici, W∗ désigne le dual topologique de W. Le produit de dualité est quant à lui noté
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⟨·, ·⟩ et la norme sur W∗ est définie par

∥f∥W∗ := sup
w∈W\{0}

|⟨f, w⟩|
∥w∥W

.

Nous nous intéressons au problème variationnel

Trouver u ∈ V tel que
a(u,w) = ⟨f, w⟩, ∀w ∈ W.

(2.1)

Commençons par rappeler la définition classique ci-dessous.

Définition 2.1.1 (Hadamard) Le problème (2.1) est dit bien posé si, et seulement si, pour tout f ,
il possède une unique solution u, qui dépend continûment de la donnée :

∥u∥V ≤ C∥f∥W∗ ,

où C est une constante indépendante de f .

Définissons l’opérateur A ∈ L(V,W∗) (l’ensemble des opérateurs bornés de V dans W∗) tel que
⟨Au,w⟩ = a(u,w) pour tout w ∈ W. On peut reformuler le problème (2.1) de la façon suivante

Trouver u ∈ V tel que
Au = f dans W∗.

(2.2)

Le problème (2.1) est bien posé si et seulement si A est un isomorphisme V de W∗.

2.1.2 La T-coercivité, une reformulation du théorème de Banach–Nečas–
Babuška

Le caractère bien posé du problème (2.1) est classiquement lié à une condition de stabilité,
également appelée condition inf-sup.

Définition 2.1.2 Soit a(·, ·) une forme sesquilinéaire continue sur V × W. Nous dirons qu’elle
satisfait une condition de stabilité si

∃α′ > 0 telle que sup
w∈W\{0}

|a(v, w)|
∥w∥W

≥ α′∥v∥V, pour tout v ∈ V. (2.3)

Introduisons à présent une condition a priori intermédiaire.

Définition 2.1.3 Soit a(·, ·) une forme sesquilinéaire continue sur V × W. Nous dirons qu’elle est
T-coercive s’il existe un isomorphisme T : V → W tel que

∃α > 0 telle que |a(v, Tv)| ≥ α∥v∥2
V, pour tout v ∈ V. (2.4)

Théorème 2.1.4 (Caractère bien posé) Soit a(·, ·) une forme sesquilinéaire continue sur V ×
W. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) le problème (2.1) est bien posé ;
(ii) la forme a vérifie une condition de stabilité et imA = W∗ ;
(iii) la forme a vérifie une condition de stabilité et le seul élément w ∈ W

qui satisfait a(v, w) = 0 pour tout v ∈ V est w = 0 ;
(iv) la forme a est T-coercive.
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Preuve. L’équivalence entre les trois premières assertions est classique (voir par exemple [77,
théorème 2.6]).

(iv) =⇒ (i) : Soit T un isomorphisme de L(V,W) tel que (v, v′) 7→ a(v, Tv′) soit coercive sur
V × V. Puisque cette forme est sesquilinéaire et continue, d’après le théorème de Lax-Milgram, il
existe un, et un seul u ∈ V tel que pour tout v′ ∈ V, a(u, Tv′) = ⟨f, Tv′⟩. Or T est bijectif. Par
conséquent, il existe un, et un seul u ∈ V tel que pour tout w ∈ W, a(u,w) = ⟨f, w⟩. Ceci prouve
que le problème (2.1) est bien posé.

(i) =⇒ (iv) : avec le théorème de représentation de Riesz, introduisons l’isométrie IW∗→W ∈
L(W∗,W) définie par (IW∗→Ww,w

′)W = ⟨w,w′⟩, ∀(w,w′) ∈ W∗×W. Définissons ensuite l’opérateur
T := IW∗→W ◦A. Par hypothèse, T est un isomorphisme de L(V,W). Pour tout v ∈ V, on a

a(v, Tv) = ⟨Av, Tv⟩ = (IW∗→W ◦Av, Tv)W = ∥Tv∥2
W ≥ ∥v∥2

V/∥T−1∥2.

Ceci montre que la forme a est T-coercive.

Remarque 2.1.5 Supposons W = V. Si une forme sesquilinéaire est coercive alors elle vérifie une
condition de stabilité. Dans ce cas, il est facile de déterminer un isomorphisme T tel que a soit
T-coercive. Il suffit en effet de prendre T = IV. En résumé, on peut dire qu’une forme sesquilinéaire
est coercive si, seulement si elle est IV-coercive.

Remarque 2.1.6 Supposons W = V.
Si la forme a est hermitienne, c’est-à-dire si elle vérifie a(v, w) = a(w, v) pour tout v, w ∈ V, alors
la condition de stabilité (2.3) est suffisante pour assurer le caractère bien posé du problème.
Dans le même esprit, pour une forme hermitienne a, la Définition 2.1.3 peut se simplifier en : a(·, ·)
est T-coercive s’il existe un opérateur continu T : V → V tel que

∃α > 0 telle que |a(v, Tv)| ≥ α∥v∥2
V, pour tout v ∈ V.

En d’autres termes, le fait que T soit bijectif n’est pas nécessaire. En effet, la condition précédente
implique que T est injectif. De plus, pour tout v ∈ V \ {0}, on a

|a(v, Tv)|
∥Tv∥V

≥ α
∥v∥V
∥Tv∥V

∥v∥V ≥ α

∥T∥
∥v∥V.

Donc la condition (2.3) est vérifiée.

Pour résumer, dans le cas W = V, le théorème de Lax-Milgram donne une condition suffisante pour
assurer le caractère bien posé du problème (2.1), tandis que le Théorème 2.1.4 fournit une condition
nécessaire et suffisante qui s’écrit :

– ou bien la forme a vérifie une condition de stabilité et imA = V∗ ;
– ou bien la forme a est T-coercive.

2.1.3 Approximation de la solution

Supposons le problème (2.1) bien posé. Intéressons-nous à l’approximation de la solution u.
D’après le Théorème 2.1.4, il existe un opérateur T ∈ L(V,W) tel que la forme a soit T-coercive.
Introduisons (Vh)h et (Wh)h deux suites d’espaces vectoriels de dimension finie. Le paramètre h,
destiné à tendre vers 0, prend des valeurs strictement positives. De plus, si n(h) désigne la dimension
de Vh, alors on a limh→0 n(h) = +∞, de sorte que Vh « approche » V. Nous supposons que cette
propriété est également vérifiée pour la suite d’espaces (Wh)h. Lorsque, pour tout h, Vh ⊂ V et
Wh ⊂ W, l’approximation est dite conforme. Dans la suite, nous ferons toujours cette hypothèse.
Pour un exemple d’approximation non conforme, nous renvoyons le lecteur à [52], article dans
lequel les auteurs développent une technique d’approximation basée sur une méthode de Galerkin
discontinu.
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Discrétisation naturelle

La discrétisation naturelle du problème (2.1) conduit à introduire le problème

Trouver uh ∈ Vh tel que
ah(uh, wh) = ⟨fh, wh⟩, ∀wh ∈ Wh,

(2.5)

avec des formes discrètes ah et fh (possiblement) différentes respectivement de a restreinte à Vh×Wh

et f restreinte à Wh. Sous forme d’opérateur, ce problème s’écrit

Trouver uh ∈ Vh tel que
Ahuh = fh dans W∗

h,
(2.6)

avec Ah ∈ L(Vh,W∗
h) défini par ⟨Ahvh, wh⟩ = ah(vh, wh) pour tout (vh, wh) ∈ Vh × Wh.

Ci-dessous, nous étudions la question du caractère bien posé du problème approché (2.5) et nous
établissons des estimations d’erreur. Pour que le problème (2.5) soit bien posé, il est nécessaire que
la condition dim Vh = dim Wh soit vérifiée : nous ferons toujours cette hypothèse.

Définition 2.1.7 La famille de formes sesquilinéaires (ah)h est dite uniformément Vh×Wh-stable
si

∃α† > 0, ∀h > 0, ∀vh ∈ Vh, sup
wh∈Wh\{0}

|ah(vh, wh)|
∥wh∥W

≥ α†∥vh∥V. (2.7)

Comme pour le problème continu, nous écrivons une condition a priori intermédiaire.

Définition 2.1.8 La famille de formes sesquilinéaires (ah)h est dite uniformément Th-coercive si 1

∃α⋆, β⋆ > 0, ∀h > 0, ∃Th ∈ L(Vh,Wh), ∀vh ∈ Vh, |ah(vh, Thvh)| ≥ α⋆∥vh∥2
V et ∥Th∥ ≤ β⋆. (2.8)

Introduisons ensuite pour tout h > 0 et tout vh ∈ Vh,

Consf,h = sup
wh∈Wh\{0}

|⟨f − fh, wh⟩|
∥wh∥W

, (2.9)

Consa,h(vh) = sup
wh∈Wh\{0}

|(a− ah)(vh, wh)|
∥wh∥W

. (2.10)

Nous qualifierons ces termes de termes de consistance car ils mesurent l’écart entre les formes
exactes (resp. a et f) et les formes approchées (resp. ah et fh). On peut obtenir des estimations
d’erreur mettant en jeu ces termes de consistance. Le Théorème 2.1.4 prouve que le problème (2.5)
est bien posé dans Vh × Wh. Lorsque ah est égale à a restreinte à Vh × Wh pour tout h > 0,
classiquement, on utilise le lemme de Fortin (voir [32, 77]) pour montrer que la famille (ah)h est
uniformément Vh × Wh-stable et pour obtenir des estimations d’erreur. Avec nos notations, ce
lemme s’énonce ainsi : a est uniformément Vh × Wh-stable si et seulement s’il existe β′ > 0 tel que,
pour tout h > 0 et tout v ∈ V, il existe Πh(v) ∈ Vh tel que

a(Πh(v), wh) = a(v, wh), ∀wh ∈ Wh et ∥Πh(v)∥V ≤ β′∥v∥V.

Ci-dessous, nous proposons une approche alternative pour prouver que la famille (ah)h est unifor-
mément Vh × Wh-stable, basée une fois de plus sur la théorie de la T-coercivité.

Théorème 2.1.9 (Caractère bien posé du problème discrétisé) Si dim Vh = dim Wh et si
la famille de formes sesquilinéaires (ah)h est uniformément bornée, alors les trois assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. Notons que si Th vérifie |ah(vh, Thvh)| ≥ α⋆∥vh∥2
V pour tout vh ∈ Vh alors Th est injectif. Puisque Vh et Wh

sont de dimension finie avec dim Vh = dim Wh, on déduit que Th est un isomorphisme.
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(i) le problème (2.5) est bien posé et (A−1
h )h est uniformément borné ;

(ii) la famille (ah)h est uniformément Vh × Wh-stable ;
(iii) la famille (ah)h est uniformément Th-coercive.

De plus, si l’une des conditions ci-dessus est satisfaite, alors l’erreur ∥u− uh∥V est bornée par

∥u− uh∥V ≤ C inf
vh∈Vh

(∥u− vh∥V + Consf,h + Consa,h(vh)) , (2.11)

avec C := max
(

1
α†
, ∥a∥
α†

+ 1
)
> 0 indépendante de h.

Preuve. (i) =⇒ (iii) : définissons Th := IW∗
h

→Wh
◦Ah où IWh→W∗

h
est l’isométrie de W∗

h dans Wh. La
famille de formes (ah)h est uniformément bornée. Par conséquent, la famille (Th)h l’est également.
Par ailleurs, puisque (A−1

h )h est uniformément bornée, il existe une constante C1 telle que, pour
tout h > 0, ∥T−1

h ∥ ≤ C1. Pour tout vh ∈ Vh, on a alors

ah(vh, Thvh) = ⟨Ahvh, Thvh⟩ = ∥Thvh∥2
W ≥ 1

C2
1

∥vh∥2
V.

Ceci prouve que la famille (ah)h est uniformément Th-coercive.

(iii) =⇒ (ii) : pour vh ∈ Vh \ {0}, on a

sup
wh∈Wh\{0}

|ah(vh, wh)|
∥wh∥W

≥ |ah(vh, Thvh)|
∥Thvh∥W

≥ α⋆
∥vh∥2

V
∥Thvh∥W

≥ α⋆

β⋆
∥vh∥V.

Ainsi, (ah)h est uniformément Vh × Wh-stable.

(ii) =⇒ (i) : D’après le Théorème 2.1.4, si la famille (ah)h est uniformément Vh × Wh-stable,
le problème (2.5) est bien posé. De plus, la famille (A−1

h ) est uniformément bornée. En effet,
∥A−1

h f∥ ≤ ∥f∥/α†.

Maintenant, concentrons-nous sur l’estimation d’erreur. Par hypothèse, (2.7) est vraie pour
un certain α† > 0. Étant donnée vh ∈ Vh, il existe wh ∈ Wh tel que

α†∥uh − vh∥V∥wh∥V ≤ |ah(uh − vh, wh)|, et on peut vérifier que
ah(uh − vh, wh) = ⟨fh − f, wh⟩ + a(u− vh, wh) + (a− ah)(vh, wh).

Il suit
∥uh − vh∥V ≤ 1

α†
(Consf,h + ∥a∥ ∥u− vh∥V + Consa,h(vh)),

ce qui conduit à (2.11), puisque ∥u− uh∥V ≤ ∥u− vh∥V + ∥uh − vh∥V.

Corollaire 2.1.10 Supposons qu’il existe un isomorphisme T ∈ L(V,W) tel que (v, v′) 7→ a(v, Tv′)
soit coercive sur V × V. Supposons aussi TVh ⊂ Wh et limh→0 ∥ah − a∥ = 0. Alors, la famille (ah)h
est uniformément Th-coercive pour h suffisamment petit de sorte que l’estimation d’erreur (2.11)
est vraie.

Preuve. En effet, on a, en notant Th = T|Vh
,

|ah(vh, Thvh)| = |a(vh, Tvh) − (ah − a)(vh, Tvh)| ≥ (α− ∥ah − a∥ ∥T∥)∥vh∥2
V.

Il suffit alors de prendre h0 assez petit pour avoir ∥ah − a∥ ∥T∥ < α pour tout h ∈]0;h0].

Remarque 2.1.11 Bien entendu, si la forme a est T-coercive, si TVh ⊂ Wh pour tout h > 0 et si
ah est égale à la restriction de a à Vh × Wh, alors la famille (ah)h est uniformément Th-coercive.
Dans ce cas le problème (2.5) est bien posé pour tout h > 0 et l’estimation d’erreur (2.11) est vraie.
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Discrétisation de la forme coercive

Présentons une seconde méthode pour approcher la solution du problème (2.1) que nous supposons
bien posé. D’après le Théorème 2.1.4, il existe un opérateur T ∈ L(V,W) tel que la forme a soit
T-coercive. La forme ã : (v, v′) 7→ a(v, Tv′) est sesquilinéaire continue et coercive sur V × V. Par
conséquent, à condition que l’opérateur T soit connu explicitement 2, au lieu de résoudre le problème
(2.1) directement, on peut résoudre le problème équivalent

Trouver u ∈ V tel que
ã(u, v) = ⟨f̃ , v⟩, ∀v ∈ V, (2.12)

où f̃ ∈ V∗ est définie par v 7→ ⟨f, Tv⟩. En effet, étant donné Vh un sous-espace de V, on peut
résoudre le problème approché

Trouver uh ∈ Vh tel que
ãh(uh, vh) = ⟨f̃h, vh⟩, ∀vh ∈ Vh.

(2.13)

Ci-dessus, les formes sont définies par

ãh(vh, wh) = ah(vh, Twh) et ⟨f̃h, wh⟩ = ⟨fh, Twh⟩, ∀vh, wh ∈ Vh.

On peut alors utiliser le lemme de Céa (si ah = a|Vh×(TVh), fh = f|(TVh))) ou plus généralement le
premier lemme de Strang pour obtenir une estimation d’erreur qui s’écrit

∥u− uh∥V ≤ C inf
vh∈Vh

{
∥u− vh∥V + Consf̃ ,h + Consã,h(vh)

}
. (2.14)

Dans l’estimation précédente, C > 0 est indépendante de h et de la donnée f . Les termes de
consistance sont respectivement définis, pour tout h > 0 et tout vh ∈ Vh, par

Consf̃ ,h = sup
wh∈Vh\{0}

|⟨f̃ − f̃h, wh⟩V|
∥wh∥V

, Consã,h(vh) = sup
wh∈Vh\{0}

|(ã− ãh)(vh, wh)|
∥wh∥V

.

Remarque 2.1.12 Dans ce cas simple, on approche directement le problème (2.1) dans Vh×(TVh).

Comparaison entre les deux méthodes d’approximation

D’un point de vue pratique, il y a une différence fondamentale entre ce que nous appelons la
discrétisation « naturelle » et la discrétisation de la forme coercive. En effet, pour la discrétisation
naturelle, l’isomorphisme T est simplement un outil théorique et son action n’est pas implémentée
dans le code de calcul. À l’inverse, la discrétisation de la forme coercive nécessite la discrétisation de
T. L’avantage de cette dernière approche réside dans le fait que la démonstration de la convergence
de la méthode est obtenue directement.

2.2 Application au problème de transmission scalaire : caractère
bien posé

2.2.1 Notations

Revenons au problème de transmission scalaire entre un matériau positif et un matériau négatif
que nous avons étudié dans le Chapitre 1. Rappelons-en les caractéristiques principales. Donnons-
nous Ω un domaine borné de R2 tel que Ω = Ω1 ∪ Ω2, où Ω1 et Ω2 sont deux domaines vérifiant

2. Par « T est connu explicitement », il faut entendre que l’action de T sur les éléments vh ∈ Vh peut être calculée
facilement.
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Ω1 ∩Ω2 = ∅. Nous supposons que les frontières ∂Ω, ∂Ω1 et ∂Ω2 sont des polygones (connexes). Pour
k = 1, 2, introduisons Γk := ∂Ω ∩ ∂Ωk. Nous appelons interface l’ensemble Σ := ∂Ω1\Γ1 = ∂Ω2\Γ2.
De façon générale, si O est ouvert de R2, nous notons (·, ·)O les produits scalaires de L2(O) et
(L2(O))2, et ∥ · ∥O les normes associées.

Le problème que nous étudions est le suivant

Trouver u ∈ H1
0(Ω) tel que

a(u,w) = ⟨f, w⟩, ∀w ∈ H1
0(Ω) ⇔ Trouver u ∈ H1

0(Ω) tel que
−div (σ∇u) = f dans H−1(Ω) . (2.15)

avec a(u,w) = (σ∇u,∇w)Ω. Ci-dessus, H1
0(Ω) désigne l’ensemble des éléments de H1(Ω) dont la

trace est nulle sur ∂Ω tandis que H−1(Ω) note le dual topologique de H1
0(Ω) : H−1(Ω) := H1

0(Ω)∗.
En d’autres termes, avec les notations que nous avons déjà introduites dans ce chapitre, nous avons
V = W = H1

0(Ω) et V∗ = H−1(Ω). Nous notons ∥ · ∥V = ∥ · ∥W = ∥∇ · ∥Ω. Pour k = 1, 2, on a
Vk := {v|Ωk

: v ∈ H1
0(Ω)} muni de la semi-norme ∥v∥Vk

:= ∥∇v∥Ωk
. Nous utiliserons de nouveau

les espaces d’« opérateurs de transfert »

R1 := {R1 ∈ L(V1,V2)
∣∣R1v1|Σ = v1|Σ, ∀v1 ∈ V1}

et R2 := {R2 ∈ L(V2,V1)
∣∣R2v2|Σ = v2|Σ, ∀v2 ∈ V2}.

Pour simplifier la présentation, nous supposerons que σ1 := σ|Ω1 et σ2 := σ|Ω2 sont des constantes
vérifiant σ1 > 0 et σ2 < 0. De façon générale, pour toute fonction mesurable v, nous définissons
vk := v|Ωk

, k = 1, 2.

Définition 2.2.1 Nous appelons contraste le rapport κσ := σ2/σ1.

2.2.2 Exemples

⋄ Exemple de la cavité. Nous illustrons ci-dessous, sur un cas pratique, la différence entre les
résultats fournis par les Théorèmes 1.1.2 et 1.4.2. Rappelons que le Théorème 1.1.2 fournit une
condition suffisante pour que l’opérateur A : u 7→ −div(σ∇u) soit un isomorphisme de H1

0(Ω) dans
H−1(Ω). Le Théorème 1.4.2 donne un critère pour que A soit Fredholm d’indice zéro.

Considérons la cavité (voir la Figure 2.3) définie par Ω := {(x, y) ∈]−a; b[×]0; 1[}, Ω1 :=]−a; 0[×]0; 1[
et Ω2 :=]0; b[×]0; 1[ avec a > 0 et b > 0. L’interface Σ est alors égale au segment {0}×]0; 1[. Sans
perte de généralité, nous supposons a ≥ b. On traite le cas a < b en échangeant les rôles de Ω1 et
de Ω2.

• D’après le Théorème 1.4.2 (ici Sint = S2
ext = ∅), l’opérateur A est Fredholm d’indice 0 dès

lors que κσ = σ2/σ1 ̸= −1.

• Lorsque κσ = −1, l’opérateur A n’est pas de type Fredholm. En particulier, si a = b, on a
dim kerA = ∞. Maintenant, supposons a ̸= b. Prouvons que A est injectif. Considérons u un
élément de kerA. Définissons e := u1 − u2 ◦ s sur ] − b; 0[×]0; 1[ avec s(x, y) = (−x, y). Cet
élément e satisfait les équations suivantes :

∆e = 0 dans ] − b; 0[×]0; 1[; e = 0 sur Σ et ∂xe = 0 sur Σ.

Remarquons que σ1∂xu1 = σ2∂xu2 sur Σ et donc ∂xe = 0 sur Σ. Notons que ce résultat
n’est vrai que parce que κσ = −1. Le théorème de Holmgren (voir le lemme 4.15 dans [117])
implique e = 0 dans ] − b; 0[×]0; 1[. Puisque u2 = 0 sur {b}×]0; 1[, on déduit u1 = 0 sur
{−b}×]0; 1[. Définissons Ω̃ :=] − a; −b[×]0; 1[. On a ∆u1 = 0 dans Ω̃ et u1 = 0 sur ∂Ω̃. Par
conséquent, u1 = 0 sur Ω̃. Toujours en vertu du théorème de Holmgren, cela prouve u = 0
dans Ω. Ainsi, lorsque κσ = −1 et lorsque a ̸= b, A est injectif. Puisque A n’est pas de type
Fredholm, on déduit que imA n’est pas fermée dans H−1(Ω).
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• Étudions les configurations pour lesquelles A est un isomorphisme. Pour cela, introduisons les
opérateurs R1 : V1 → V2 et R2 : V2 → V1 tels que

(R1v1)(x, y) = v1(−a x/b, y) et (R2v2)(x, y) =
{
v2(−x, y) si − b ≤ x

0 sinon
, (2.16)

pour tout v1 ∈ V1, v2 ∈ V2. On a R1 ∈ R1, R2 ∈ R2, ∥R1∥2 = a/b et ∥R2∥2 = 1. Par
conséquent, d’après le Théorème 1.1.2, A est un isomorphisme de H1

0(Ω) dans H−1(Ω) dès
que κσ /∈ [−1; −b/a].

• Pour cette géométrie particulière, on peut étudier plus précisément la question de l’injectivité
de A quand κσ ∈] − 1; −b/a] (a ̸= b). Considérons u un élément de H1

0(Ω) tel que Au = 0. Le
couple (u1, u2) vérifie les équations

∆u1 = 0 dans Ω1;
∆u2 = 0 dans Ω2;

u1 − u2 = 0 sur Σ;
σ1∂xu1 − σ2∂xu2 = 0 sur Σ.

En décomposant u1 et u2 en série de Fourier (la famille de {y 7→ sin(nπy)}∞
n=1 est une base

de L2(]0; 1[)), on obtient

u1(x, y) =
∞∑
n=1

un1 sinh(nπ(x+ a)) sin(nπy) et u2(x, y) =
∞∑
n=1

un2 sinh(nπ(x− b)) sin(nπy),

où un1 et un2 sont des constantes. De plus, les conditions de transmission impliquent,

∀n ∈ N∗,
un1 sinh(nπa) = −un2 sinh(nπb)
un1σ1 cosh(nπa) = un2σ2 cosh(nπb) . (2.17)

Pour chaque n ∈ N∗, il existe une solution non triviale au système (2.17) (en (un1 , un2 )) si et
seulement si

σ2 sinh(nπa) cosh(nπb) + σ1 sinh(nπb) cosh(nπa) = 0 ⇔ −
tanh(nπb)
tanh(nπa)

= κσ.

En conséquence, A est un isomorphisme de H1
0(Ω) dans H−1(Ω) si et seulement si

κσ /∈ {− tanh(nπb)/ tanh(nπa), n ∈ N∗} ∪ {−1}.

Pour n ∈ N∗ et κσ = − tanh(nπb)/ tanh(nπa), l’opérateur A est Fredholm d’indice zéro
avec un noyau de dimension égale à un. La fonction φn définie par

φn(x, y) =


sinh(nπ(x+ a)) sin(nπy) sur Ω1

−
sinh(nπa)
sinh(nπb)

sinh(nπ(x− b)) sin(nπy) sur Ω2

constitue alors une base de kerA.
Remarque 2.2.2 La fonction g : z 7→ − tanh(zπb)/ tanh(zπa) est continue, strictement
décroissante sur R+ (pour a > b) et g(1) = − tanh(πb)/ tanh(πa) < −b/a tandis que
limz→+∞ g(z) = −1.

⋄ Exemple du coin intérieur. Considérons la géométrie de la Figure 2.4. Plus précisément,
définissons Ω :=]−1; 1[×]−1; 1[, Ω2 :=]0; 1[2 et Ω1 := Ω\Ω2. D’après le Théorème 1.4.2, l’opérateur
A est Fredholm d’indice 0 dès que κσ = σ2/σ1 /∈ [−3; −1/3]. Comme dans [129], introduisons les
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−1 0

A est un isomorphisme de H1
0(Ω) dans H−1(Ω)

A est Fredholm d’indice 0 avec un noyau de dimension 1
A n’est pas de type Fredholm

Figure 2.1 – Résumé des propriétés de l’opérateur A pour la cavité en fonction de la va-
leur du contraste κσ ∈ C∗. Pour cette cavité a > b et les points en vert sont situés en
(− tanh(nπb)/ tanh(nπa), 0) avec n ∈ N∗.

opérateurs R1 : V1 → V2 et R2 : V2 → V1 tels que

(R1v1)(x, y) = v1(−x, y) + v1(x,−y) − v1(−x,−y) pour v1 ∈ V1; (2.18)

(R2v2)(x, y) =


v2(−x, y) sur ] − 1; 0[×]0; 1[
v2(x,−y) sur ]0; 1[×] − 1; 0[
v2(−x,−y) sur ] − 1; 0[2

pour v2 ∈ V2. (2.19)

On a R1 ∈ R1, R2 ∈ R2, ∥R1∥2 = 3 et ∥R2∥2 = 3. Ainsi, d’après le Théorème 1.1.2, A est en fait un
isomorphisme de H1

0(Ω) dans H−1(Ω) dès que κσ = σ2/σ1 /∈ [−3; −1/3]. Le Théorème 1.5.5 prouve
lui que A n’est pas de type Fredholm lorsque κσ ∈] − 3; −1/3[.

−1−3 −1/3 0

A est un isomorphisme de H1
0(Ω) dans H−1(Ω)

A n’est pas de type Fredholm

Figure 2.2 – Résumé des propriétés de l’opérateur A pour le sommet intérieur de la Figure 2.4 en
fonction de la valeur du contraste κσ ∈ C∗.

2.2.3 Régularité de la solution

Jusqu’à la fin de ce chapitre, nous supposons le problème (2.15) bien posé. Considérons un terme
source dans L2(Ω). Nous nous concentrons donc sur le problème

Trouver u ∈ H1
0(Ω) tel que

a(u,w) = (f, w)Ω, ∀w ∈ H1
0(Ω). (2.20)

Résumons ici quelques résultats concernant la régularité de la solution u ∈ H1
0(Ω) du problème

(2.20). Nous les démontrerons dans le Chapitre 3. Nous les énonçons ici car ils seront utiles pour
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établir les estimations d’erreur. Classiquement (voir [109, volume 1, chapitre 2], [88, théorème 2.1.3]
et, pour l’étude au voisinage des sommets extérieurs, [88, théorème 2.1.4]), on a le résultat de
régularité intérieure suivant.

Proposition 2.2.3 Soit O un ouvert de Ω tel que O ne rencontre pas l’interface Σ. Alors la solution
u du problème (2.20) appartient à H1+s(O), avec l’estimation

∥u∥H1+s(O) ≤ C ∥f∥Ω ,

où la constante C est indépendante de f , et s ∈]0; 1] dépend uniquement de l’ouverture des coins
situés sur la frontière 3.

Au voisinage de l’interface, l’opérateur v 7→ −div (σ∇v) n’est plus elliptique et les résultats de
régularité ne sont pas classiques. Cependant, les techniques usuelles basées sur les transformées de
Fourier et de Mellin peuvent encore être utilisées (cf. Chapitre 3). En particulier, dans un voisinage
de la partie régulière de l’interface, on peut prouver que u est localement H2 de part et d’autre de
Σ. Plus précisément, on a la

Proposition 2.2.4 Supposons κσ = σ2/σ1 ̸= −1. Considérons un ouvert O de Ω tel que O ⊂ Ω et
O ne rencontre aucun coin de Σ. Alors la solution u du problème (2.20) est telle que uk ∈ H2(O∩Ωk),
k = 1, 2, avec l’estimation

∥u1∥H2(O∩Ω1) + ∥u2∥H2(O∩Ω2) ≤ C ∥f∥Ω .

Au voisinage d’un coin de Σ, la régularité de u dépend à la fois de la géométrie et de la valeur du
contraste. Encore une fois, nous détaillerons tout ceci dans le Chapitre 3. Cependant, pour résumer,
puisque nous avons supposé le problème (2.15) bien posé, indiquons qu’il existe s ∈]0; 1] tel que
uk ∈ H1+s(O ∩ Ωk), k = 1, 2, avec l’estimation

∥u1∥H1+s(O∩Ω1) + ∥u2∥H1+s(O∩Ω2) ≤ C ∥f∥Ω .

Il est important de mentionner que s > 0 peut être arbitrairement petit, selon le contraste et la
géométrie de l’interface. Bien entendu, cela aura des conséquences sur les vitesses de convergence
des méthodes d’approximation. Ceci dit, nous pouvons poursuivre.

2.3 Application au problème de transmission scalaire : approxima-
tion de la solution avec une hypothèse sur le maillage

Ci-dessous, nous proposons une méthode d’approximation simple de la solution du problème
(2.15) basée sur l’élément fini de Lagrange P1. Nous établissons en outre des estimations d’erreur.
Pour améliorer ces dernières, nous pourrions utiliser des méthodes de raffinement de maillage ou
employer des éléments finis d’ordres plus élevés. Cependant, nous ne nous attarderons pas sur ces
points.

2.3.1 Approximabilité

Considérons (Th)h une famille de triangulations régulière de Ω. Nous supposons que pour tout
triangle τ , on a τ ⊂ Ω1 ou bien τ ⊂ Ω2.
Définissons la famille d’espaces de dimension finie

Vh :=
{
v ∈ H1

0(Ω) tel que v|τ ∈ P1(τ) pour tout τ ∈ Th
}
,

3. Si Ω est convexe ou si O ne rencontre aucun coin de ∂Ω, alors on peut prendre s = 1.
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où P1(τ) est l’espace des polynômes de degré 1 sur le triangle τ . Considérons la famille de problèmes
(indexée par h)

Trouver uh ∈ Vh tel que
a(uh, wh) = (f, wh)Ω, ∀wh ∈ Vh.

(2.21)

Définition 2.3.1 Nous dirons que la suite (Vh)h satisfait la propriété d’approximabilité si

∀v ∈ H1
0(Ω), lim

h→0

(
inf

vh∈Vh

∥v − vh∥H1
0(Ω)

)
= 0.

Définition 2.3.2 Pour T ∈ L(H1
0(Ω)), nous dirons que les maillages (Th)h sont T-conformes si

TVh ⊂ Vh pour tout h.

2.3.2 Approximation numérique : maillage T-conforme

Nous souhaitons appliquer le Corollaire 2.1.10 pour obtenir des estimations d’erreur. Dans cette
optique, nous avons besoin de T-coercivité sur H1

0(Ω) avec un isomorphisme T : H1
0(Ω) → H1

0(Ω) tel
que TVh ⊂ Vh.

⋄ Exemple de la cavité. Nous considérons ici la géométrie de la Figure 2.3 : Ω := {(x, y) ∈
] − 2; 1[×]0; 1[}, Ω1 :=] − 2; 0[×]0; 1[ et Ω2 :=]0; 1[×]0; 1[. Nous supposons les maillages symétriques
par rapport à Σ := {0}×]0; 1[. Comme nous l’avons fait dans le Chapitre 1, travaillons avec les
opérateurs T1, T2 tels que pour v ∈ H1

0(Ω),

T1v =
{
v1 dans Ω1
−v2 + 2R1v1 dans Ω2

; T2v =
{
v1 − 2R2v2 dans Ω1
−v2 dans Ω2

, (2.22)

où R1 et R2 sont respectivement des éléments de R1 et R2. Intéressons-nous à la situation κσ < −1.
L’opérateur T2 défini en (2.22) à partir de R2 introduit (2.16) est tel que T2Vh ⊂ Vh. Ceci vient du
fait que nous supposons les maillages symétriques par rapport à l’interface. Par conséquent, d’après
le Corollaire 2.1.10, le problème (2.21) est bien posé pour chaque h > 0. De plus, on a l’estimation
d’erreur

∥u− uh∥H1
0(Ω) ≤ Ch∥f∥Ω,

car, dans cette situation, uk ∈ H2(Ωk), k = 1, 2, d’après la Proposition 2.2.4.
Le même résultat peut être obtenu lorsque −1/2 < κσ < 0 en utilisant un maillage ad hoc et en
travaillant cette fois-ci avec T1.
Par contre, pour κσ ∈] − 1; −1/2]\{− tanh(nπ)/ tanh(2nπ), n ∈ N∗}, nous ne pouvons pas conclure
car nous n’avons pas à notre disposition d’opérateur explicite T tel que a soit T-coercive.

⋄ Exemple du sommet intérieur. De nouveau ici, Ω :=] − 1; 1[×] − 1; 1[, Ω2 :=]0; 1[2 et
Ω1 := Ω\Ω2. En travaillant avec le maillage de la Figure 2.4, on prouve que le problème (2.21) est
bien posé pour chaque h > 0 dès que κσ = σ2/σ1 /∈ [−3; −1/3]. De plus, on a l’estimation d’erreur

∥u− uh∥H1
0(Ω) ≤ Chs∥f∥Ω, (2.23)

avec 0 < s ≤ 1 qui dépend uniquement du contraste (car l’angle du sommet intérieur a été fixé).

2.3.3 Approximation numérique : maillage localement T-conforme

Dans les applications du paragraphe précédent, nous avons travaillé avec des opérateurs T de la
forme

T1v =
{
v1 dans Ω1
−v2 + 2R1v1 dans Ω2

; T2v =
{
v1 − 2R2v2 dans Ω1
−v2 dans Ω2

;
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Figure 2.3 – Maillage « symétrique » pour la
cavité.

Figure 2.4 – Maillage « symétrique » pour le
sommet intérieur.

avec R1 ∈ R1, R2 ∈ R2. Dans cette section, nous imposerons en plus R1 ∈ L(L2(Ω1),L2(Ω2))
et R2 ∈ L(L2(Ω2),L2(Ω1)). Notons que cette propriété est vérifiée pour les opérateurs de transfert
géométriques que nous avons introduits jusqu’à présent. La question que nous souhaitons considérer
ici est la suivante : peut-on affaiblir les hypothèses du Corollaire 2.1.10 pour prouver un résultat de
convergence lorsque T1Vh ̸⊂ Vh ou T2Vh ̸⊂ Vh ? Nous allons voir que l’on peut encore montrer des
résultats de convergence lorsque le maillage est simplement localement Tk-conforme, k = 1 ou 2.
Commençons par clarifier cette notion. Introduisons Ih l’opérateur d’interpolation classique tel que
Ih(v) =

∑m(h)
i=1 v(ai)φi pour tout v ∈ C 0(Ω). Ici, (ai)i=1...m(h) sont les nœuds (incluant les nœuds

du maillage situés sur la frontière) et φi, i = 1 . . .m(h), sont les fonctions de base qui vérifient
φi(aj) = δij . Définissons

Tloc
1h v :=

{
v1 dans Ω1
−v2 + 2Ih(χ)R1v1 dans Ω2

; Tloc
2h v :=

{
v1 − 2Ih(χ)R2v2 dans Ω1
−v2 dans Ω2

,

où χ ∈ C ∞(Ω, [0; 1]) est une fonction de troncature telle que χ = 1 dans un voisinage de Σ (c’est-
à-dire qu’il existe un ouvert non vide V de R2 tel que Σ ⊂ V et χ = 1 sur V).

Définition 2.3.3 Pour k = 1, 2, nous dirons que les maillages sont localement Tk-conformes si
Tloc
khVh ⊂ Vh pour tout h plus petit qu’un h0 > 0 donné.

Proposition 2.3.4 Supposons que la forme a soit Tk-coercive, que les maillages soient localement
Tk-conformes et que la propriété d’approximabilité soit vérifiée. Alors, pour h suffisamment petit, il
existe une et une seule solution uh au problème (2.21) avec l’estimation

∥u− uh∥H1
0(Ω) ≤ C inf

vh∈Vh

∥u− vh∥H1
0(Ω), (2.24)

où C > 0 est une constante qui ne dépend ni de h ni de f .

Preuve. Supposons que a soit T1-coercive et que le maillage soit localement T1-conforme. Montrons
que la famille (ah)h définie par ah(vh, wh) = a(vh, wh) pour tout vh, wh ∈ Vh est uniformément
Vh × Vh-stable, pour h suffisamment petit.
Pour ce faire, nous allons d’abord prouver l’estimation, pour h assez petit,

|a(uh, Tloc
1h uh)| ≥ C1∥uh∥2

H1
0(Ω) − C2∥uh∥H1

0(Ω)∥uh∥Ω, ∀uh ∈ Vh, (2.25)
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où C1 > 0 et C2 > 0 sont deux constantes indépendantes de h. Définissons l’opérateur intermédiaire
Tloc

1 ∈ L(H1
0(Ω)) tel que pour tout v ∈ H1

0(Ω),

Tloc
1 v :=

{
v1 dans Ω1
−v2 + 2χR1v1 dans Ω2

.

Pour v ∈ H1
0(Ω), on a

a(v, Tloc
1 v) = (|σ|∇v,∇v)Ω − 2(|σ2|∇v2,∇(χR1v1))Ω2

= (|σ|∇v,∇v)Ω − 2(|σ2|χ∇v2,∇(R1v1))Ω2 − 2(|σ2|∇v2, (R1v1)∇χ)Ω2 .
(2.26)

Puisque 0 ≤ χ ≤ 1 et puisque a est T1-coercive, en utilisant une inégalité de Young comme dans la
preuve du Théorème 1.1.1 du Chapitre 1, on obtient l’existence d’une constante C3 > 0 telle que

|a(v, Tloc
1 v) + 2(|σ2|∇v2, (R1v1)∇χ)Ω2 | ≥ C3∥v∥2

H1
0(Ω). (2.27)

Par ailleurs, puisque R1 ∈ L(L2(Ω1),L2(Ω2)), on peut écrire

2|(|σ2|∇v2, (R1v1)∇χ)Ω2 | ≤ C4∥v∥H1
0(Ω)∥v∥Ω. (2.28)

En injectant (2.27) et (2.28) dans (2.26), on trouve

|a(v, Tloc
1 v)| ≥ C3∥v∥2

H1
0(Ω) − C4∥v∥H1

0(Ω)∥v∥Ω.

On observe alors que, pour vh ∈ Vh, on a

|a(vh, Tloc
1 vh) − a(vh, Tloc

1h vh)| ≤ C5∥χ− Ih(χ)∥W1,∞(Ω)∥vh∥2
H1

0(Ω) ≤ C6h|χ|W2,∞(Ω)∥vh∥2
H1

0(Ω)

d’après le corollaire 1.109 de [77]. Ainsi,

|a(vh, Tloc
1h vh)| ≥ (C3 − C6|χ|W2,∞(Ω)h)∥vh∥2

H1
0(Ω) − C4∥vh∥H1

0(Ω)∥vh∥Ω,

et (2.25) est vraie pour h suffisamment petit.

L’estimation (2.25) sera l’outil qui va nous permettre de montrer que la famille (ah)h est uni-
formément Vh × Vh-stable. Raisonnons par l’absurde et supposons que cette dernière propriété ne
soit pas vraie. Il existe alors une suite d’espaces (Vh)h et une suite d’éléments (vh)h, avec vh ∈ Vh,
telles que

∥vh∥H1
0(Ω) = 1 et sup

wh∈Vh\{0}

|a(vh, wh)|
∥wh∥H1

0(Ω)
< µh, avec lim

h→0
µh = 0. (2.29)

Puisque (vh)h est bornée dans H1
0(Ω) et puisque l’injection de H1

0(Ω) dans L2(Ω) est compacte, il
existe v dans H1

0(Ω) tel que (vh)h converge fortement dans L2(Ω) et faiblement dans H1(Ω) vers
v. De façon usuelle, grâce à la propriété d’approximabilité, on montre que v satisfait le problème
homogène. Par conséquent, la fonction v est nulle. En utilisant (2.25) et l’uniforme continuité de la
famille (Tloc

1h )h, on déduit que, pour h assez petit, on a

C1 − C2∥vh∥Ω ≤ C7µh,

où C1, C2 et C7 sont trois constantes strictement positives indépendantes de h. Puisque (∥vh∥Ω)h et
(µh)h tendent vers 0, nous sommes conduits à une absurdité. Ainsi, la famille (ah)h est uniformément
Vh × Vh-stable pour h assez petit et le Théorème 2.1.9 assure que les problèmes (2.21) sont bien
posés avec l’estimation (2.24). On procède de la même façon en travaillant avec T2 quand a est
T2-coercive et quand le maillage est localement T2-conforme.
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Figure 2.5 – Maillage localement « symé-
trique » pour la cavité.

Figure 2.6 – Maillage localement « symé-
trique » pour le sommet intérieur–bis.

Remarque 2.3.5 Il suffit d’avoir limh→0
(
|χ|W2,∞(Ω)h

)
= 0 dans la preuve de la Proposition 2.3.4.

Par conséquent, on peut autoriser à la fonction χ de varier avec h. Ainsi, on peut affaiblir la
condition de T-conformité pour le maillage : on a simplement besoin que le maillage soit T-conforme
dans un voisinage de l’interface dont l’aire tend vers 0 en ht pour un certain t ∈]0; 1/2[.

⋄ Exemple de la cavité avec un maillage localement symétrique (Figure 2.5). Consi-
dérons une famille de maillages, comme sur la Figure 2.5, symétriques par rapport à Σ, dans la
région ] − 0.25; 0.25[×]0; 1[. La valeur 0.25 est choisie arbitrairement. De nouveau, Ω := {(x, y) ∈
] − 2; 1[×]0; 1[}, Ω1 :=] − 2; 0[×]0; 1[ et Ω2 :=]0; 1[×]0; 1[. D’après la Proposition 2.3.4, le problème
(2.21) est bien posé pour h suffisamment petit dès lors que κσ /∈ [−1; −1/2]. De plus, dans ce cas,
on a l’estimation d’erreur

∥u− uh∥H1
0(Ω) ≤ Ch∥f∥Ω.

⋄ Exemple du sommet intérieur–bis (figure 2.6). Considérons maintenant la géométrie et
le maillage de la Figure 2.6. Plus précisément, définissons Ω :=] − 2; 1[×] − 1; 1[, Ω2 :=]0; 1[2 et
Ω1 := Ω\Ω2. D’après le Théorème 1.4.2, l’opérateur A est Fredholm d’indice 0 dès que κσ =
σ2/σ1 /∈ [−3; −1/3].
En prolongeant l’opérateur R2 défini en (2.19) par 0 sur ] − 2; −1[×] − 1; 1[, on trouve que A est
un isomorphisme de H1

0(Ω) dans H−1(Ω) quand κσ < −3, de sorte que le problème (2.21) est bien
posé pour h assez petit.
Maintenant, supposons −1/3 < κσ < 0 et A injectif. Introduisons χ0 ∈ C ∞(R, [0; 1]) une fonction
de troncature telle que χ0(x) = 1 pour x ≥ −1/2 et χ0(x) = 0 pour x ≤ −1. Définissons χ : (x, y) 7→
χ0(x). En travaillant avec l’opérateur R1 défini en (2.18) et la fonction χ, en utilisant la Proposition
2.3.4, on montre que le problème (2.21) est bien posé pour h suffisamment petit.
De plus, dans les deux cas (κσ < −3 et −1/3 < κσ < 0, A injectif), l’estimation d’erreur (2.23) est
vraie.

2.4 Application au problème de transmission scalaire : approxima-
tion de la solution sans hypothèse sur le maillage

2.4.1 Approximation numérique : maillage quelconque

Dans ce paragraphe, on souhaite établir un résultat d’approximation dans des configurations
pour lesquelles le maillage n’est ni T-conforme ni localement T-conforme. Dans cette situation,
le Corollaire 2.1.10 et la Proposition 2.3.4 ne permettent pas de justifier le caractère bien posé
des problèmes discrets. En d’autres termes, on se demande si on peut construire une famille (Th)h
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d’opérateurs discrets tels que la forme a soit uniformément Th-coercive, au moins pour h assez petit.
Des méthodes ont déjà été proposées dans [25] et [129] pour obtenir de tels résultats. La première
repose sur un relèvement de la trace sur l’interface. La seconde utilise l’opérateur Rh = ΠSZ

h R
où ΠSZ

h désigne l’opérateur d’interpolation de Scott-Zhang [141]. Plus précisément, les auteurs
appliquent l’opérateur d’interpolation de Scott-Zhang respectivement à R1uh (défini sur Ω2) et
R2uh (défini sur Ω1), où R1 ∈ R1 et R2 ∈ R2. Puisque l’opérateur de Scott-Zhang préserve les
valeurs des fonctions sur la frontière, on a ΠSZ

h (R1uh) = uh et ΠSZ
h (R2uh) = uh sur l’interface

Σ. La principale limitation de cette approche réside dans le fait que son domaine de validité n’est
pas clair a priori : pour une configuration quelconque, pour une valeur donnée du contraste et un
maillage général, on ne peut pas assurer que le problème discret (2.21) est bien posé, même pour h
suffisamment petit. Expliquons brièvement où intervient la difficulté. Introduisons les espaces

V1h := {vh|Ω1 , vh ∈ Vh} ; V2h := {vh|Ω2 , vh ∈ Vh} ;

V0
1h := H1

0(Ω1) ∩ V1h; V0
2h := H1

0(Ω2) ∩ V2h.

Pour tout v1h ∈ V1h, définissons R1hv1h comme l’unique solution du problème

Trouver R1hv1h ∈ V2h tel que R1hv1h = v1h sur Σ et
(σ∇(R1hv1h),∇wh)Ω2 = (σ∇(R1v1h),∇wh)Ω2 , ∀wh ∈ V0

2h.
(2.30)

Pour tout h > 0, on a ∥R1h∥ ≤ C où C est une constante indépendante de h. Mais il n’y a pas de
garantie pour que infR1h

∥R1h∥ soit égal à infR1 ∥R1∥. Par conséquent, on ne peut affirmer que les
problèmes discrets (2.21) sont bien posés que sous une condition relativement abstraite.

Remarque 2.4.1 Considérons v1h ∈ V1h. Par construction, (cf. (2.30)), on a R1hv1h − R1v1h ∈
H1

0(Ω2). Donc, si de plus R1v1h appartient à V2h, on obtient R1hv1h = R1v1h. Pour que cette
propriété soit vraie pour tout v1h ∈ V1h, il est suffisant que le maillage soit T-conforme. D’après le
Théorème 1.1.2, pour retrouver le domaine d’applicabilité du problème continu (2.15), il faut que
cette propriété soit vérifiée pour R1 de norme minimale.

2.4.2 Approximation numérique : utilisation de la dissipation

Étant donné γ > 0, définissons σγ := (1 + i signe(σ)γ)σ, et introduisons le problème approché

Trouver uγ ∈ H1
0(Ω) tel que

(σγ∇uγ ,∇v)Ω = (f, v), ∀v ∈ H1
0(Ω). (2.31)

Nous pouvons voir γ comme un paramètre modélisant la dissipation du milieu physique. Nous
étudierons les milieux dissipatifs dans le Chapitre 4. Nous justifierons alors le choix du signe de la
partie imaginaire de σγ . En particulier, nous expliquerons pourquoi nous la considérons positive sur
tout le domaine Ω.
On vérifie facilement qu’on a l’estimation

|(σγ∇v,∇v)Ω| ≥ min(σ1, |σ2|)γ∥v∥2
H1

0(Ω), ∀v ∈ H1
0(Ω). (2.32)

Ainsi, avec le théorème de Lax-Milgram, on déduit que le problème approché est toujours bien posé
pour γ > 0. Ci-dessous, nous faisons tendre γ vers 0.
Définissons l’opérateur Aγ ∈ L(H1

0(Ω),H−1(Ω)) tel que ⟨Aγuγ , v⟩ = aγ(uγ , v) pour tout v ∈ H1
0(Ω).

On a

Au = Aγuγ ⇔ A(u− uγ) = (Aγ −A)uγ ⇔ u− uγ = A−1(Aγ −A)uγ .

Dans cette dernière équation, nous avons utilisé le fait que le problème (2.15) est bien posé.
En remarquant que |((σ− σγ)∇u,∇v)Ω| ≤ max(σ1, |σ2|)γ∥u∥H1

0(Ω)∥v∥H1
0(Ω) pour tout u, v ∈ H1

0(Ω),
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on déduit ∥Aγ − A∥ ≤ max(σ1, |σ2|)γ. Par conséquent, ∥u − uγ∥H1
0(Ω) ≤ C1γ∥uγ∥H1

0(Ω) avec C1 =
∥A−1∥ max(σ1, |σ2|). On obtient alors (1 − C1γ)∥uγ∥H1

0(Ω) ≤ ∥u∥H1
0(Ω) ce qui prouve que la suite

(uγ)γ est bornée. De plus, on a l’estimation

∥u− uγ∥H1
0(Ω) ≤ C2γ∥u∥H1

0(Ω) ≤ C3γ∥f∥Ω.

Introduisons ensuite une nouvelle approximation du problème (2.31).

Trouver uγh ∈ Vh tel que
(σγ∇uγh,∇vh)Ω = (f, vh), ∀vh ∈ Vh.

(2.33)

D’après (2.32), le problème (2.33) est toujours bien posé : les discussions sur le domaine d’applica-
bilité sont superflues. On obtient en outre

∥uγ − uγh∥H1
0(Ω) ≤ C4

γ
inf

vh∈Vh

∥uγ − vh∥H1
0(Ω),

où C4 est indépendante de γ et h. L’inégalité triangulaire permet ensuite d’écrire

∥u− uγh∥H1
0(Ω) ≤ ∥u− uγ∥H1

0(Ω) + ∥uγ − uγh∥H1
0(Ω) ≤ C3γ∥f∥Ω + C4

γ
inf

vh∈Vh

∥uγ − vh∥H1
0(Ω).

Pour conclure, il reste à estimer le terme infvh∈Vh
∥uγ − vh∥H1

0(Ω). Supposons que l’on dispose d’un
résultat d’uniforme régularité de la forme |uγ |H1+s(Ω1) + |uγ |H1+s(Ω2) ≤ C5∥f∥Ω pour s > 0 et pour
γ suffisamment petit. Ici, C5 est une constante qui ne dépend pas de γ. Nous montrerons ce genre
de résultats dans le §4.4 du Chapitre 4. On obtient alors

inf
vh∈Vh

∥uγ − vh∥H1
0(Ω) ≤ C6h

s∥f∥Ω .

Finalement, on peut optimiser l’estimation d’erreur en choisissant γ =
√
C4C6/C3h

s/2. On obtient
alors

∥u− uγh∥H1
0(Ω) ≤ 2

√
C3C4C6h

s/2∥f∥Ω.

Insistons bien. Cette estimation tient dès lors que le problème (2.15) est bien posé, sans hypothèse
particulière sur le maillage.

Remarque 2.4.2 Dans l’analyse précédente, nous avons supposé 1 > C1γ, où C1 =
∥A−1∥ max(σ1, |σ2|). Il peut arriver que la valeur ∥A−1∥ soit très « grande », de sorte qu’en
pratique il est important de choisir un paramètre γ en γ = C8 h

s/2 avec C8 « petit ». Dans ce cas,
on a 1/∥A−1∥ > C8 max(σ1, |σ2|)hs/2 y compris pour des maillages grossiers.

⋄ Exemple de la cavité avec un maillage quelconque. Dans cet exemple, nous n’effec-
tuons pas d’hypothèse particulière de symétrie pour le maillage de la cavité Ω := {(x, y) ∈
] − 2; 1[×]0; 1[}. Rappelons que Ω1 :=] − 2; 0[×]0; 1[ et Ω2 :=]0; 1[×]0; 1[. Supposons κσ ∈] −
1; −1/2]\{− tanh(nπ)/ tanh(2nπ), n ∈ N∗}. Nous savons que dans ce cas, A est un isomorphisme
de H1

0(Ω) dans H−1(Ω).
De plus, d’après la Proposition 4.4.1 du Chapitre 4, la solution uγ du problème (2.31) satisfait
|uγ |H2(Ω1) + |uγ |H2(Ω2) ≤ C∥f∥Ω, pour γ suffisamment petit. Par conséquent, pour une famille géné-
rale de maillages de Ω, nous pouvons approcher l’unique solution u du problème (2.20) par la suite
(uγh)h. On a alors l’estimation d’erreur

∥u− uγh∥H1
0(Ω) ≤ C

√
h∥f∥Ω,

pour h suffisamment petit si nous prenons γ ∼
√
h.
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2.5 Expériences numériques

2.5.1 Influence du maillage pour l’exemple de la cavité

Considérons la cavité symétrique définie par Ω := {(x, y) ∈] − 1; 1[×]0; 1[}, Ω1 :=] − 1; 0[×]0; 1[
et Ω2 :=]0; 1[×]0; 1[. La Figure 2.7 présente différents types de maillages de ce domaine.
Considérons u ∈ H1

0(Ω) telle que

u(x, y) := ((x+ 1)2 − (σ1 + σ2)−1(2σ1 + σ2)(x+ 1)) sin(πy) sur Ω1
(σ1 + σ2)−1σ1(x− 1) sin(πy) sur Ω2

. (2.34)

Définissons alors f := −div (σ∇u). On peut vérifier que cette fonction appartient à L2(Ω).
Fixons σ1 à 1. D’après les résultats du §2.2.2, le problème (2.20) est bien posé dès lors que
κσ ̸= −1 ⇔ σ1 + σ2 ̸= 0. De plus, d’après les résultats des §2.3.2 et §2.3.3, nous savons que les
problèmes discrets (2.21) sont bien posés (au moins pour h suffisamment petit), pour le maillage
symétrique et pour le maillage localement symétrique. Cependant, jusqu’à présent, nous avons été
incapables de prouver que (2.21) était bien posé, même pour des h assez petits, pour le maillage
non symétrique. En utilisant la dissipation, on recouvre automatiquement le caractère bien posé
des problèmes discrets (2.33). D’après la Remarque 2.4.2, nous choisissons un petit coefficient de
dissipation γ.

Les Figures 2.8 et 2.9 représentent les résultats numériques pour un contraste κσ = σ2/σ1
égal à −1.001, avec un pas de maillage h ∈]10−2.2; 10−0.8[. L’erreur relative, pour les normes H1

0(Ω)
et L2(Ω), est reportée en échelle log–log, avec a l’ordre de convergence. Nous observons que toutes
les approches :

– discrétisation naturelle pour des maillages symétriques ;
– discrétisation naturelle pour des maillages localement symétriques ;
– discrétisation naturelle pour des maillages non symétriques ;
– discrétisation avec dissipation et maillage non symétrique ;

convergent vers la solution exacte, bien que le contraste choisi soit proche de −1. L’ordre de conver-
gence le plus faible, en O(

√
h), comme escompté, est observé pour la discrétisation avec dissipation.

Par ailleurs, la discrétisation naturelle avec des maillages symétriques ou localement symétriques
converge avec la vitesse a attendue, à savoir en O(h) pour la norme H1

0(Ω) et O(h2) pour la norme
L2(Ω), ce dernier résultat étant une conséquence du lemme d’Aubin-Nitsche (cf. [77]).

Pour améliorer la vitesse de convergence de l’approximation utilisant la dissipation, on peut augmen-
ter l’ordre des éléments finis utilisés (par exemple, éléments finis P2 ou P3), couplé à un coefficient
de dissipation adapté. En notant m ∈ {1, 2, 3} le degré de l’élément fini, on prend γm ∼ hm/2 pour
trouver une convergence en O(hm/2) (en effet, ici, la solution est régulière de part et d’autre de
l’interface). Les résultats sont présentés sur la Figure 2.10 : encore une fois la méthode se comporte
comme prévu.
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Figure 2.7 – Maillages pour la cavité : maillage non symétrique (en haut, à gauche) - maillage
symétrique (en haut, à droite) - maillage localement symétrique (en bas, au centre).
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Maillage non symétrique avec dissipation γ = 10−3 h1/2 − a =−0.48463

Figure 2.8 – Erreurs relatives (norme H1
0(Ω)) pour différents maillages de la cavité.
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Figure 2.9 – Erreurs relatives (norme L2(Ω)) pour différents maillages de la cavité.
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P1 − Dissipation γ = 10−3 h1/2 − a =−0.48463

P2 − Dissipation γ = 10−3 h1/2 − a =−0.47531

P3 − Dissipation γ = 10−3 h1/2 − a =−0.47531

P2 − Dissipation γ = 10−3 h − a =−0.99933

P3 − Dissipation γ = 10−3 h3/2 − a =−1.5

Figure 2.10 – Comparaison des erreurs relatives (norme H1
0(Ω)) pour différents ordres d’élément

fini. On adapte la dissipation en fonction de l’ordre de l’élément fini.
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2.5.2 Deux propriétés caractéristiques du problème de transmission scalaire
avec changement de signe

Profitons de ce paragraphe où nous présentons des expériences numériques pour mettre en
évidence deux propriétés caractéristiques du problème de transmission scalaire avec changement de
signe.

Avec la Figure 2.12 (à comparer à la Figure 2.11), nous pouvons voir la « cassure négative »
dans la trace normale de la solution au niveau de l’interface. Ceci provient bien entendu de la
condition de transmission portant sur le flux qui s’écrit σ1∂u/∂n = σ2∂u/∂n sur Σ. Ici, n désigne
la normale à l’interface dirigée, pour fixer les idées, de Ω1 vers Ω2.
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Figure 2.11 – Approximation numérique de la solution u définie en (2.34) pour σ1 = 1 et σ2 = 2.
Le maillage ne présente pas de propriété de symétrie.
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Figure 2.12 – Approximation numérique de la solution u définie en (2.34) pour σ1 = 1 et σ2 = −2.
Le maillage ne présente pas de propriété de symétrie.
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La Figure 2.13 présente la solution du problème (2.21) dans le domaine Ω := {(x, y) ∈ R2 ∣∣ |x|+|y| ≤
2} avec Ω2 := {(x, y) ∈ R2 ∣∣ |x− 1| + |y| ≤ 1} et Ω1 := Ω\Ω2. Le terme source f vérifie f = 1 sur Ω1
et f = 0 sur Ω2. En prenant σ1 = 1 et σ2 = −1/4, nous nous intéressons à une configuration pour
laquelle le contraste κσ est situé en dehors de l’intervalle critique, égal ici à [−3; −1/3]. Répétons-le,
nous n’avons pas de résultat théorique indiquant que le problème (2.21) possède une unique solution
même pour h suffisamment petit. Cependant, dans cette simulation nous souhaitons simplement
illustrer la présence de la singularité au niveau de l’origine. Nous verrons dans le Chapitre 5 que
plus le contraste est proche de l’intervalle critique, plus la singularité est prononcée.
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Figure 2.13 – Approximation numérique de la solution u du problème (2.20) pour σ1 = 1 et
σ2 = −1/4. Le maillage ne présente pas de propriété de symétrie.
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Introduction

R
appelons que cette partie est consacrée à l’étude du problème de transmission scalaire
(P) « trouver u ∈ H1

0(Ω) tel que −div (σ∇u) = f ». La fonction f désigne le terme
source et σ représente un paramètre physique qui change de signe sur le domaine. Dans

le Chapitre 1, nous avons développé une méthode variationnelle, la T-coercivité, permettant d’ob-
tenir des critères portant sur les valeurs de σ et la géométrie du domaine pour assurer que (P)
possède une unique solution. Dans le second chapitre, nous avons d’abord relié la technique de la
T-coercivité à la théorie inf–sup classique. Puis, nous avons présenté et justifié quelques méthodes
d’approximation de la solution du problème (P) lorsque celui-ci est bien posé. Dans ce chapitre,
nous souhaitons étudier la question de la régularité des solutions du problème (P). Si l’on considère
un terme source f plus régulier que H−1(Ω), typiquement si l’on s’intéresse au problème (P) avec
f ∈ L2(Ω), peut-on prouver que la solution u ∈ H1

0(Ω) possède un supplément de régularité ? Ce
genre d’interrogations est classique en théorie des équations elliptiques. Par exemple, lorsque σ
est identiquement égal à un et lorsque le domaine Ω est « régulier », nous savons que la solution
du problème (P) avec f ∈ Hm(Ω) appartient à Hm+2(Ω) pour m ∈ N. Ce sont les fameux deux
crans que l’on gagne pour les opérateurs elliptiques d’ordre deux. Lorsque le domaine Ω n’est pas
régulier et présente, par exemple des coins, ce résultat est faux dans le cas général. Ainsi, en 2D,
si Ω possède un « coin rentrant », c’est-à-dire si la frontière de Ω présente un angle d’ouverture

67
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strictement supérieure à π, il existe des termes sources f dans L2(Ω) tels que la solution u du
problème (P) avec σ = 1 n’appartienne pas à H2(Ω). Dans ce cas la solution u est un élément de
∩0<s<s0H1+s(Ω) pour un certain s0 > 0 dépendant uniquement de l’ouverture du coin rentrant.
Pour ces domaines, présentant des singularités géométriques, les espaces de Sobolev classiques de
type Hs(Ω) ne sont pas les plus adaptés. On leur préfère les espaces de Sobolev à poids permet-
tant de mesurer plus finement le comportement des fonctions au voisinage des coins. Une théorie
complète a été développée dans ces espaces pour étudier les équations elliptiques dans les domaines
non réguliers. Les premiers travaux, à la fin des années 1960, sont dus à Kondrat’ev. En particulier,
[100] constitue l’article fondateur. Depuis, de nombreux auteurs ont participé au développement
de cette théorie et il existe une vaste littérature dans ce domaine. Citons notamment, de façon non
exhaustive, les livres de M. Dauge [68], P. Grisvard [87, 88], S. A. Nazarov et B. A. Plamenevsky
[119]. La trilogie [102, 103, 115] de V. A. Kozlov, V. G. Maz’ya et J. Rossmann constitue peut-être
l’ouvrage le plus détaillé. Par ailleurs, les deux tomes [114] de V. G. Maz’ya, S. A. Nazarov et
B. A. Plamenevsky représentent une référence dans le domaine de la théorie du développement
asymptotique dans les domaines singuliers localement perturbés.

Cette théorie fonctionne dès lors que le coefficient σ dans l’équation du problème (P) est ré-
gulier. Quand σ appartient seulement à L∞(Ω) avec σ borné inférieurement par une constante
strictement positive, la solution u n’est pas régulière aux endroits où σ présente des sauts. Cette
question a été étudiée par S. Nicaise et A. M. Sänding dans [126, 127, 128]. Dans ce chapitre, nous
voulons compléter ces travaux pour étudier des cas pour lesquels σ change de signe. Bien que le
problème ne soit pas elliptique en raison de ce changement de signe, nous allons voir que nous
pouvons tout de même adapter la théorie classique. Ce sont M. Dauge et B. Texier qui ont observé
cela dans [72] (voir également [26, 138]). Par ailleurs M. Costabel et E. Stephan dans [66] se sont
intéressés à ce problème par des techniques de représentation intégrale. Les résultats de régularité
que nous obtiendrons dans ce chapitre, relativement technique, seront utiles pour plusieurs raisons.
Tout d’abord, ils permettront d’achever la théorie de l’approximation que nous avons présentée
dans le Chapitre 2. D’autre part, ils serviront dans l’étude des équations de Maxwell en 2D dans
le Chapitre 8 pour démontrer un résultat de compacité basé sur la régularité des champs. Enfin,
ces résultats de régularité nous donneront un premier aperçu de la stratégie à mettre en place pour
définir un cadre fonctionnel dans lequel le problème (P) est bien posé lorsque l’interface présente
un coin et que le contraste est situé dans l’intervalle critique. Ce travail fera l’objet du Chapitre 5.

Pour le problème du laplacien en 2D dans des géométries présentant des coins, il est possible
de travailler « à la main », c’est-à-dire sans outil abstrait, en effectuant d’habiles intégrations par
parties (voir par exemple [107, 88, 110, 96]). Pour notre problème, nous ne pourrons pas utiliser
ces techniques en raison du changement de signe de σ. Dans notre approche, l’outil de base sera
la transformée de Mellin, que l’on peut voir comme une combinaison d’un changement de variable
et d’une transformée de Fourier. Le théorème des résidus jouera également, dans la suite, un rôle
important dans notre travail en permettant de décomposer les solutions en la somme de termes
singuliers et d’un reste régulier. Dans ce chapitre, nous prenons le temps de détailler l’usage de
la transformée de Mellin sur un cas, bien que le problème en question ne soit pas elliptique,
relativement simple. Il faut y voir là un objectif pédagogique. Puisse ce document aider quelque
thésard à entrer dans cette jolie théorie !

Notre plan d’action sera le suivant. Dans la Section 3.1, nous travaillerons dans une bande
infinie constituée d’une bande de matériau positif accolée à une bande de matériau négatif. Dans
cette géométrie, nous pourrons utiliser la transformée de Fourier dans la direction infinie. Dans un
second temps, en effectuant un changement de variables ad hoc, nous déduirons des résultats dans
des secteurs angulaires. Dans la Section 3.3, par un procédé de localisation, nous pourrons alors
énoncer des résultats dans la géométrie bornée Ω qui nous intéressait initialement.
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Quelques notations communes à l’ensemble de ce chapitre

Dans tout ce chapitre, σ1 et σ2 désigneront deux constantes telles que σ1 > 0 et σ2 < 0. Nous
appellerons contraste le nombre κσ = σ2/σ1. Pour un 2-indice α = (α1, α2) ∈ N2, nous notons

|α| := α1 + α2 et ∂αx :=
∂|α|

∂α1x ∂α2y
.

Considérons O un ouvert de R2. Nous noterons sans distinction (·, ·)O (resp. ∥ · ∥O) les produits
scalaires (resp. les normes) de L2(O) et (L2(O))2. Pour tout m ∈ N, nous introduisons

Hm(O) :=
{
v ∈ L2(O) | ∂αxv ∈ L2(O), ∀α ∈ N2, |α| ≤ m

}
.

Nous munissons l’espace Hm(O) de la norme ∥v∥Hm(O) :=
(∑

|α|≤m ∥∂αxv∥2
O

)1/2
. Remarquons que

H0(O) = L2(O). Par ailleurs, nous noterons R∗
+ (resp. R∗

−) l’intervalle ]0; +∞[ (resp. ] − ∞; 0[).

3.1 Bande in�nie

t

θ

O B1

B2

Σ

Γ1

Γ2

Figure 3.1 – Notations pour la bande infinie B.

Dans ce paragraphe, nous travaillerons dans la bande infinie

B := {(t, θ) ∈ R × ]a; b[}

avec a < 0 et b > 0. Introduisons B1 := R × ]a; 0[, B2 := R × ]0; b[, Σ := R × {0}, Γ1 := R × {a} et
Γ2 := R× {b}. De façon générale, si v est une fonction mesurable sur B, nous définissons v1 := v|B1

et v2 := v|B2 .

En 1D, pour la section transverse, nous noterons respectivement (·, ·), (·, ·)1, (·, ·)2 les produits sca-
laires de L2(]a; b[), L2(]a; 0[), L2(]0; b[). Par contre, pour les normes, nous maintenons les écritures
∥ · ∥]a;b[, ∥ · ∥]a;0[, ∥ · ∥]0;b[. Si φ est une fonction mesurable sur ]a; b[, nous définissons φ1 := φ|]a;0[ et
φ2 := φ|]0;b[.

3.1.1 Espaces de Sobolev à poids dans la bande : définitions, rappels

Pour mesurer finement le comportement des fonctions à l’infini dans la bande B, nous allons
introduire une famille d’espaces de Sobolev à poids. Pour β ∈ R et m ∈ N, définissons

Wm
β (B) :=

{
v ∈ L2

loc(B) | eβtv ∈ Hm(B)
}
.

L’espace Wm
β (B) sera muni de la norme

∥v∥Wm
β

(B) :=
∥∥∥eβtv∥∥∥

Hm(B)
. (3.1)
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Nous noterons W̊m
β (B) la fermeture de C ∞

0 (B) dans Wm
β (B).

Effectuons quelques remarques concernant ces espaces. Tout d’abord remarquons que pour tout
m ∈ N, on a Wm

0 (B) = Hm(B). En particulier, l’espace W0
0(B) est égal à L2(B). Si m ≥ n ≥ 0, on

observe que Wm
β (B) ⊂ Wn

β(B) pour tout β ∈ R. Par contre, si β1 et β2 sont deux réels vérifiant
β1 ̸= β2, alors d’une part Wm

β1(B) ̸⊂ Wm
β2(B), d’autre part Wm

β1(B) ̸⊃ Wm
β2(B). On peut expliquer

cette d’absence d’inclusion de la façon suivante. Pour m ∈ N fixé, plus β est grand, plus la contrainte
pour les éléments de Wm

β (B) est forte (resp. faible) en +∞ (resp. −∞).

Pour m ≥ 1, définissons Wm−1/2
β (∂B) l’espace des traces des éléments de Wm

β (B) sur la fron-
tière ∂B. Cet espace est muni de la norme

∥v∥Wm−1/2
β

(∂B) := inf
{

∥w∥Wm
β

(B) |w ∈ Wm
β (B) et w = v sur ∂B

}
. (3.2)

L’espace Wm−1/2
β (∂B) est égal à l’espace des fonctions v de ∂B telles que eβtv ∈ Hm−1/2(∂B) et la

norme (3.2) est équivalente à la norme

∥v∥ =
∥∥∥eβtv∥∥∥

Hm−1/2(∂B)
. (3.3)

Définissons la transformée de Laplace Lt→λ par rapport à la variable t.

v̂(λ) := (Lt→λv)(λ) =
∫ +∞

−∞
e−λtv(t) dt. (3.4)

Rappelons quelques propriétés de cette transformée de Laplace (cf. [102, lemme 5.2.3]).

Lemme 3.1.1 1) La transformée de Laplace (3.4) définit une application linéaire continue de
C ∞

0 (R) dans l’espace des fonctions analytiques du plan complexe. D’autre part, on a Lt→λ(∂tv) =
λLt→λv pour tout v ∈ C ∞

0 (R).
2) Pour tout u, v ∈ C ∞

0 (R) on a la formule de Parseval∫ +∞

−∞
e2βtu(t)v(t) dt =

1
2πi

∫
ℜe λ=−β

û(λ)v̂(λ) dλ. (3.5)

L’intégration dans le terme de droite de (3.5) se fait sur ℓ−β := {λ = −β + iτ, τ ∈ R}. Ainsi, la
transformée (3.4) peut être prolongée en un isomorphisme

L2
β(R) → L2(ℓ−β),

où L2
β(R) = W0

β(B) est l’espace de Hilbert muni du produit scalaire défini par le terme de gauche
de (3.5).
3) La transformée de Laplace inverse est donnée par la formule

v(t) := (L−1
λ→tv̂)(t) =

1
2πi

∫
ℓ−β

eλtv̂(λ) dλ.

4) Si v ∈ L2
β1(R) ∩ L2

β2(R), avec β1 < β2, alors λ 7→ v̂(λ) = (Lt→λv)(λ) est holomorphe dans la
bande −β2 < ℜe λ < −β1.

En utilisant ces propriétés, on peut démontrer le lemme d’équivalence de normes suivant (cf. [102,
lemme 5.2.4]).

Lemme 3.1.2 Pour β ∈ R et m ∈ N, la norme (3.1) est équivalente à la norme

∥v∥ =
(

1
2πi

∫
ℓ−β

∥v̂(λ, ·)∥2
Hm(]a;b[) + |λ|2m ∥v̂(λ, ·)∥2

]a;b[ dλ

)1/2

. (3.6)
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Ce lemme nous conduit à introduire la norme à paramètre

∥v∥Hm(]a;b[, λ) :=
(
∥v∥2

Hm(]a;b[) + |λ|2m ∥v∥2
]a;b[

)1/2
, ∀v ∈ Hm(]a; b[ . (3.7)

À λ fixé, cette norme est équivalente à la norme de Hm(]a; b[). Dans notre étude, nous aurons
également besoin du lemme 3.6.3 de [102] donnant une norme équivalente à cette norme à paramètre.

Lemme 3.1.3 Soient ζ un élément non nul de C ∞
0 (R) à valeurs réelles et λ un imaginaire pur.

Alors il existe des constantes C1 et C2 indépendantes de λ telles que pour u ∈ Hm(]a; b[), m ≥ 0,
on ait

C1 ∥v∥2
Hm(B) ≤ ∥u∥2

Hm(]a;b[, λ) ≤
m∑
j=0

|λ|2 j ∥u∥2
Hm−j(]a;b[) ≤ C2 ∥v∥2

Hm(B) ,

où la fonction v sur B est définie par v(t, θ) = eλtζ(t)u(θ).

On a bien entendu les mêmes définitions et résultats pour les espaces définis sur B1 et B2.

Pour m ≥ 0, définissons l’opérateur continu Bm
β : D(Bm

β ) → R(Bm
β ) tel que Bm

β u = f avec

(f1, f2) := (−σ1∆u1,−σ2∆u2);

D(Bm
β ) :=

{
u ∈ W̊1

β(B) | (u1, u2) ∈ Wm+2
β (B1) × Wm+2

β (B2) et σ1∂θu1 = σ2∂θu2 sur Σ
}

;

R(Bm
β ) :=

{
f ∈ L2

β(B) | (f1, f2) ∈ Wm
β (B1) × Wm

β (B2)
}
.

Insistons : ci-dessus f1 et f2 (resp. u1 et u2) désignent les restrictions de f (resp. u) à B1 et B2.
L’opérateur Bm

β est l’opérateur naturellement associé au problème de transmission

Trouver (u1, u2) ∈ Wm+2
β (B1) × Wm+2

β (B2) tel que :
−σ1∆u1 = f1 dans B1
−σ2∆u2 = f2 dans B2
u1 − u2 = 0 sur Σ

σ1∂θu1 − σ2∂θu2 = 0 sur Σ
u1 = 0 sur Γ1
u2 = 0 sur Γ2,

(3.8)

avec (f1, f2) ∈ Wm
β (B1) × Wm

β (B2). Notons que ce problème de transmission n’est autre que la
réécriture de −div(σ∇u) = f où σ est la fonction vérifiant σ = σ1 sur B1 et σ = σ2 sur B2.

3.1.2 Bande symétrique infinie

Nous allons d’abord faire l’hypothèse −a = b. Autrement dit, nous supposerons que B est
symétrique par rapport à la droite {(t, 0), t ∈ R}.

Théorème 3.1.4 L’opérateur B0
0 constitue un isomorphisme de D(B0

0) dans R(B0
0) si et seulement

si κσ ̸= −1.

Remarque 3.1.5 Pour m = β = 0, les espaces D(Bm
β ) et R(Bm

β ) sont relativement simples.
On a en effet D(B0

0) = {u ∈ H1
0(B) | (u1, u2) ∈ H2(B1) × H2(B2) et σ1∂θu1 = σ2∂θu2 sur Σ} et

R(B0
0) = L2(B).



72 Chapitre 3. Résultats de régularité

Preuve. Lorsque κσ = −1, on peut construire comme dans la preuve du Théorème 1.5.1 un noyau de
dimension infinie pour B0

0 . Ceci prouve que B0
0 n’est pas de type Fredholm dans cette configuration.

Nous supposerons désormais κσ ̸= −1. La preuve que nous allons présenter constitue la base
de la théorie de ce chapitre. De façon non exhaustive, nous renvoyons le lecteur à [102, théorème
5.2.2], [114, théorème 1.1.1] ou [119, proposition 2.2.1] pour des démonstrations analogues dans le
cas simple de l’opérateur Laplacien avec condition aux limites de Dirichlet. Insistons de nouveau,
ce dernier opérateur contrairement à celui que nous souhaitons étudier est elliptique.

Donnons-nous u ∈ D(B0
0) et notons f := B0

0u. En appliquant la transformée de Laplace par
rapport à t dans (3.8), on obtient pour tout λ ∈ Ri ,

−σ1(λ2 + ∂2
θ )û1(λ, θ) = f̂1(λ, θ)

−σ2(λ2 + ∂2
θ )û2(λ, θ) = f̂2(λ, θ)

û1(λ, 0) − û2(λ, 0) = 0
σ1∂θû1(λ, 0) − σ2∂θû2(λ, 0) = 0

û1(λ,−b) = 0
û2(λ, b) = 0.

(3.9)

Introduisons alors le symbole L (λ) : D(L ) → L2(]−b; b[) tel que L (λ)φ = g avec

(g1, g2) := (−σ1(λ2 + d2
θ)φ1,−σ2(λ2 + d2

θ)φ2) ;

D(L ) :=
{
φ ∈ H1

0(]−b; b[) | (φ1, φ2) ∈ H2(]−b; 0[) × H2(]0; b[) et σ1dθφ1(0) = σ2dθφ2(0)
}
.

Nous souhaitons à présent étudier les propriétés de L (λ). Dans la suite, la dérivée par rapport à
la variable θ sera tantôt notée « dθ· », tantôt « ·′ ».

Lemme 3.1.6 Si κσ ̸= −1 alors L (λ) définit un isomorphisme de D(L ) dans L2(]−b; b[) pour
tout λ ∈ Ri.

Preuve. Pour simplifier les notations, introduisons τ = iλ ∈ R. Définissons la forme sesquilinéaire
a telle que pour tout φ, ϕ dans H1

0(]−b; b[),

a(φ, ϕ) = σ1(φ′
1, ϕ

′
1)1 + τ2σ1(φ1, ϕ1)1 + σ2(φ′

2, ϕ
′
2)2 + τ2σ2(φ2, ϕ2)2.

Comme dans le Chapitre 1, nous constatons que la forme a n’est pas coercive. Nous allons donc
utiliser la technique de la T-coercivité en 1D. À cet effet, introduisons la symétrie s telle que
s(θ) = −θ pour θ ∈ [−b; b] et les isomorphismes de H1

0(]−b; b[) tels que pour φ ∈ H1
0(]−b; b[),

T1φ =
{
φ1 sur ]−b; 0[
−φ2 + 2φ1 ◦ s sur ]0; b[ ; T2φ =

{
φ1 − 2φ2 ◦ s ]−b; 0[
−φ2 ]0; b[ .

Pour tout φ ∈ H1
0(]−b; b[) et η > 0, on a,

|a(φ, T1φ)| = |σ1(φ′
1, φ

′
1)1 + τ2σ1(φ1, φ1)1 + |σ2|(φ′

2, φ
′
2)2 + τ2|σ2|(φ2, φ2)2

+2σ2(φ′
2, (φ1 ◦ s)′)2 + 2τ2σ2(φ2, (φ1 ◦ s))2|

≥ σ1(φ′
1, φ

′
1)1 + τ2σ1(φ1, φ1)1 + |σ2|(φ′

2, φ
′
2)2 + τ2|σ2|(φ2, φ2)2

−η|σ2|(φ′
2, φ

′
2)2 − ητ2|σ2|(φ2, φ2)2 − |σ2|/η(φ′

1, φ
′
1)1 − τ2|σ2|/η(φ1, φ1)1.

Ainsi, si σ1 > |σ2|, il existe C > 0 indépendante de τ telle que

|a(φ, T1φ)| ≥ C((φ′, φ′) + τ2(φ,φ)), ∀φ ∈ H1
0(]−b; b[). (3.10)



3.1. Bande infinie 73

De même, on montre que si σ1 < |σ2|, il existe C > 0 indépendante de τ telle que

|a(φ, T2φ)| ≥ C((φ′, φ′) + τ2(φ,φ)), ∀φ ∈ H1
0(]−b; b[). (3.11)

En procédant comme dans la preuve du Théorème 1.1.1 du Chapitre 1, on déduit que si κσ ̸= −1,
pour tout g ∈ H−1(]−b; b[), il existe un unique φ ∈ H1

0(]−b; b[) tel que

a(φ, ϕ) = ⟨g, ϕ⟩ , ∀ϕ ∈ H1
0(]−b; b[).

Ici, ⟨·, ·⟩ désigne le crochet de dualité H−1(]−b; b[) × H1
0(]−b; b[).

Si maintenant g est dans L2(]−b; b[) alors d2
θφ1 est dans L2(]−b; 0[) donc φ1 ∈ H2(]−b; 0[). De

même, φ2 ∈ H2(]0; b[). On peut alors affirmer que si κσ ̸= −1, L (λ) est bijectif de D(L ) dans
L2(]−b; b[). Puisque L (λ) est continu, le théorème de Banach permet de conclure que L (λ) est un
isomorphisme de D(L ) dans L2(]−b; b[).

Reprenons la preuve du Théorème 3.1.4. Si u ∈ D(B0
0) vérifie B0

0u = f , on a L (λ)û(λ, ·) = f̂(λ, ·)
et donc û(λ, ·) = L (λ)−1f̂(λ, ·) pour tout λ ∈ Ri. Pour pouvoir effectuer la transformée de Laplace
inverse, il faut contrôler la norme de L (λ)−1. Attelons-nous à cette tâche. Considérons φ ∈ D(L )
et notons g = L (λ)φ. Supposons σ1 > |σ2| et repartons de (3.10) (le cas σ1 < |σ2| se traite
similairement en travaillant à partir de l’estimation (3.11)). On a

C |λ|2 (φ,φ) ≤ |a(φ, T1φ)| = |(g, T1φ)|.

En remarquant que T1 est également continu de L2(]−b; b[) dans L2(]−b; b[), on déduit que l’on a
l’estimation

|λ|2 ∥φ∥]−b;b[ ≤ C ∥g∥]−b;b[ (3.12)

avec C indépendante de λ. D’autre part, puisque

−σ1(λ2 + d2
θ)φ1 = g1 et − σ2(λ2 + d2

θ)φ2 = g2,

on obtient ∥∥∥d2
θφ1

∥∥∥
]−b;0[

≤ C (∥g1∥]−b;0[ + |λ|2 ∥φ1∥]−b;0[) ≤ C ∥g∥]−b;b[ (3.13)

ainsi que ∥∥∥d2
θφ2

∥∥∥
]0;b[

≤ C ∥g∥]−b;b[ .

Grâce à (3.10), on peut également écrire

C(φ′, φ′) ≤ |a(φ, T1φ)| = |(g, T1φ)|.

D’où
∥dθφ∥]−b;b[ ≤ C ∥g∥]−b;b[ . (3.14)

En utilisant (3.12), (3.13) et (3.14), on a l’existence d’une constante C > 0 indépendante de λ telle
que

∥φ1∥H2(]−b;0[) + |λ|2 ∥φ1∥]−b;0[ ≤ C ∥g∥]−b;b[ . (3.15)

De même, on a
∥φ2∥H2(]0;b[) + |λ|2 ∥φ2∥]0;b[ ≤ C ∥g∥]−b;b[ . (3.16)

Si u ∈ D(B0
0) vérifie B0

0u = f , les estimations (3.15) et (3.16) impliquent, pour tout λ ∈ Ri,

∥û1(λ, ·)∥H2(]−b;0[) + |λ|2 ∥û1(λ, ·)∥]−b;0[ ≤ C ∥f̂(λ, ·)∥]−b;b[

∥û2(λ, ·)∥H2(]0;b[) + |λ|2 ∥û2(λ, ·)∥]0;b[ ≤ C ∥f̂(λ, ·)∥]−b;b[,
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où C est une constante indépendante de u, f et λ. Avec le Lemme 3.1.2, on déduit que l’opérateur
B0

0 : D(B0
0) → R(B0

0) constitue un isomorphisme. La transformée de Laplace inverse fournit la
représentation

u(t, θ) =
1

2πi

∫
ℓ0
eλtL −1(λ)f̂(λ, θ) dλ.

Remarque 3.1.7 Dans [66], les auteurs obtiennent un résultat équivalent à celui du Théorème
3.1.4 en utilisant des techniques de représentation intégrale.

En utilisant un argument classique en théorie des équations elliptiques (voir [154, théorème 11.4.2]),
nous allons prouver que de part et d’autre de l’interface, on gagne les deux crans de régularité
caractéristiques des opérateurs elliptiques.

Théorème 3.1.8 Pour m ≥ 0, l’opérateur Bm
0 constitue un isomorphisme de D(Bm

0 ) dans R(Bm
0 )

si et seulement si κσ ̸= −1.

Preuve. De nouveau, lorsque κσ = −1, on peut construire comme dans la preuve du Théorème
1.5.1 un noyau de dimension infinie pour Bm

0 . Dans une telle situation, l’opérateur Bm
0 n’est pas

de type Fredholm. Concentrons-nous maintenant sur le cas κσ ̸= −1. Nous allons procéder par
récurrence. Le Théorème 3.1.4 constitue l’étape d’initialisation.

Supposons que Bm
0 soit un isomorphisme de D(Bm

0 ) dans R(Bm
0 ).

Considérons f ∈ R(Bm+1
0 ), m ≥ 0. D’après l’hypothèse de récurrence, il existe un unique

u ∈ D(Bm
0 ) tel que Bm

0 u = f . On souhaite montrer que u appartient à D(Bm+1
0 ). Pour ce faire, il

suffit de prouver que (u1, u2) ∈ Hm+3(B1) × Hm+3(B2). Posons v1 := ∂tu1 ∈ Hm+1(B1) ⊂ H1(B1) et
v2 := ∂tu2 ∈ Hm+1(B2) ⊂ H1(B2). La fonction v1 possède une trace sur la frontière de B1 et v1 = 0
sur Γ1 car u1 = 0 sur Γ1. De même, on a v2 = 0 sur Γ2. Le couple (v1, v2) vérifie

−σ1∆v1 = ∂tf1 dans B1
−σ2∆v2 = ∂tf2 dans B2
v1 − v2 = 0 sur Σ

σ1∂θv1 − σ2∂θv2 = 0 sur Σ
v1 = 0 sur Γ1
v2 = 0 sur Γ2.

Or (∂tf1, ∂tf2) appartient à Hm(B1) × Hm(B2). Par conséquent, d’après l’hypothèse de récurrence,
(v1, v2) constitue un élément de Hm+2(B1)×Hm+2(B2) et donc (∂tu1, ∂tu2) ∈ Hm+2(B1)×Hm+2(B2).
En dérivant les équations volumiques dans (3.8), on peut écrire, pour |α| ≤ m+ 1,

∂2
θ∂

αu1 = −∂2
t ∂

αu1 − σ−1
1 ∂αf1 et ∂2

θ∂
αu2 = −∂2

t ∂
αu2 − σ−1

2 ∂αf2.

Le couple (u1, u2) est bien dans Hm+3(B1) × Hm+3(B2). Ainsi, pour tout m ≥ 0, Bm
0 est bijectif de

D(Bm
0 ) dans R(Bm

0 ). Puisque Bm
0 est continu, le théorème de Banach permet de conclure.

Remarque 3.1.9 Le Théorème 3.1.8 peut paraître assez particulier car on impose à B d’être sy-
métrique par rapport à la droite {(t, 0), t ∈ R}. Néanmoins, pour une interface polygonale par mor-
ceaux, en utilisant une fonction de troncature adaptée, ce résultat permet de prouver que pour un
second membre dans Hm de part et d’autre de Σ, la solution du problème (P), lorsqu’elle existe,
est localement (au voisinage de la partie droite de Σ) Hm+2 de part et d’autre de Σ.



3.1. Bande infinie 75

3.1.3 Bande infinie non symétrique

Nous allons généraliser ce que nous venons de voir dans deux directions. D’une part, nous consi-
dérerons le cas d’une bande infinie non nécessairement symétrique. D’autre part, nous travaillerons
dans les espaces à poids Wm

β (B) qui permettent de mesurer avec précision le comportement des
fonctions en ±∞. Rappelons que Wm

0 (B) = Hm(B).

L’ouvert considéré sera
B := {(t, θ) ∈ R × ]a; b[}

avec a < 0 et b > 0. Lorsqu’on applique la transformée de Laplace au problème (3.8), pour m ≥ 0,
il apparaît le symbole L (λ) : D(L ) → R(L ) tel que L (λ)φ = g avec

(g1, g2) := (−σ1(λ2 + d2
θ)φ1,−σ2(λ2 + d2

θ)φ2) ;

D(L ) :=
{
φ ∈ H1

0(]a; b[) | (φ1, φ2) ∈ Hm+2(]a; 0[) × Hm+2(]0; b[), σ1dθφ1(0) = σ2dθφ2(0)
}

;

R(L ) :=
{
g ∈ L2(]a; b[) | (g1, g2) ∈ Hm(]a; 0[) × Hm(]0; b[)

}
.

(3.17)

Nous dirons que λ ∈ C est une valeur propre de L si ker L (λ) ̸= {0}.

L’étude de l’opérateur Bm
β dans la bande non symétrique va reposer sur une analyse fine des

propriétés du symbole L (λ). Commençons par montrer le lemme suivant.

Lemme 3.1.10 Fixons λ ∈ C\R. L’opérateur L (λ) définit un isomorphisme de D(L ) dans R(L )
si et seulement si λ n’est pas valeur propre de L .

Preuve. Si λ est valeur propre de L , L (λ) n’est pas injectif donc n’est pas bijectif. Supposons
maintenant que λ ne soit pas valeur propre de L . Alors par définition, L (λ) est injectif. Nous
allons prouver que L (λ) est également surjectif. Nous pourrions utiliser la T-coercivité en 1D
comme dans la preuve du Lemme 3.1.6. Pour avoir plusieurs cordes à notre arc, nous présenterons
une autre démarche.

Donnons-nous g ∈ R(L ). Par définition de R(L ), on a alors (g1, g2) ∈ Hm(]a; 0[) × Hm(]0; b[).
Nous allons construire φ ∈ D(L ) tel que L (λ)φ = g. Considérons d’abord les deux problèmes
indépendants

Trouver φa1 ∈ H1
0(]a; 0[) ∩ Hm+2(]a; 0[) tel que :

−σ1(λ2 + d2
θ)φa1 = g1 sur ]a; 0[ . (3.18)

Trouver φa2 ∈ H1
0(]0; b[) ∩ Hm+2(]0; b[) tel que :

−σ2(λ2 + d2
θ)φa2 = g2 sur ]0; b[ . (3.19)

Montrons brièvement que chacun de ces problèmes possède une unique solution. Travaillons par
exemple sur le premier. L’opérateur φ 7→ d2

θφ définit un isomorphisme de Hm+2(]a; 0[) ∩ H1
0(]a; 0[)

dans Hm(]a; 0[). Puisque Hm+2(]a; 0[) ∩ H1
0(]a; 0[) s’injecte de façon compacte dans Hm(]a; 0[), l’al-

ternative de Fredholm nous indique que le problème (3.18) induit un isomorphisme de Hm+2(]a; 0[)∩
H1

0(]a; 0[) dans Hm(]a; 0[) si et seulement s’il est injectif. Mais (3.18) est bien injectif car nous avons
supposé λ ∈ C\R. On procède de même pour étudier le problème (3.19). Ainsi, les fonctions φa1 et
φa2 sont bien définies.
Considérons ensuite le problème

Trouver φb ∈ D(L ) tel que :
−σ1(λ2 + d2

θ)φb1 = 0 sur ]a; 0[
−σ2(λ2 + d2

θ)φb2 = 0 sur ]0; b[
φb1(0) − φb2(0) = 0

σ1∂θφ
b
1(0) − σ2∂θφ

b
2(0) = −ψ ,
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avec ψ = σ1∂θφ
a
1(0) − σ2∂θφ

a
2(0). Le fait d’avoir éliminé les termes sources volumiques permet de

chercher φb1 et φb2 sous la forme

φb1(θ) = A sin(λ(θ − a)) et φb2(θ) = B sin(λ(θ − b))

où A et B sont des constantes. En écrivant les conditions de transmission sur Σ, on montre que φb1
et φb2 sont définies de façon unique lorsque L (λ) est injectif.

Considérons alors la fonction φ telle que (φ1, φ2) = (φa1 + φb1, φ
a
2 + φb2). On a φ ∈ D(L ) et

L (λ)φ = g. Ceci montre que lorsque λ ∈ C\R n’est pas valeur propre de L , l’opérateur injectif
L (λ) est également surjectif. Avec le théorème de Banach, on déduit que L (λ) est un isomorphisme
de D(L ) dans R(L ) pour de telles valeurs de λ.

Comme nous l’avons vu dans la preuve du Théorème 3.1.4, ce résultat n’est pas suffisant. Pour
pouvoir effectuer la transformée de Laplace inverse de λ 7→ L −1f̂(λ, ·) sur la droite ℓ−β, il nous
faut également une estimation de la norme de L −1 indépendante de λ. C’est pourquoi, nous allons
prouver le lemme important suivant.

Lemme 3.1.11 Supposons κσ ̸= −1. Il existe des constantes réelles ρ et δ telles que pour tout
λ ∈ C satisfaisant les conditions

|λ| > ρ et |ℜe λ| < δ |ℑmλ| ,

il existe un unique élément φ dans D(L ) tel que L (λ)φ = g, avec g donné dans R(L ). Cette
solution satisfait de plus l’estimation

∥φ1∥Hm+2(]a;0[, λ) + ∥φ2∥Hm+2(]0;b[, λ) ≤ C
(
∥g1∥Hm(]a;0[, λ) + ∥g2∥Hm(]0;b[, λ)

)
, (3.20)

où C est une constante indépendante de g et λ.

ρ

ℜe λ = δℑmλ

ℜe λ = −δℑmλ

bb

b

b

bb

b

b

b

b

ℜe λ

ℑmλ

Figure 3.2 – Le Lemme 3.1.11 prouve que toutes les valeurs propres de L (points rouges), pour
κσ ̸= −1, sont situées dans une sorte de nœud papillon du plan complexe.

Preuve. Nous allons démontrer ce résultat avec la technique d’addition d’une variable utilisée
dans la démonstration du lemme 3.6 de [72] (voir aussi [1] ou [102, théorème 3.6.1]).

Prouvons d’abord ce résultat pour λ ∈ Ri. Considérons ζ et η des fonctions de C ∞
0 (R),

avec ζ non identiquement nulle, telles que ηζ = ζ (i.e. η vaut 1 sur le support de ζ). Dans la
suite, η et ζ dépendront de la variable t. Donnons-nous φ ∈ D(L ). Introduisons la fonction v telle
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v(t, θ) = eλtφ(θ) (c’est ici que l’on fait l’addition de la variable t).

Donnons-nous également χ1 ∈ C ∞
0 (]a; b[ , [0; 1]) une fonction de troncature (pour la variable

θ) paire valant 1 dans un voisinage de 0. Définissons ensuite χ0 := 1 − χ1. Puisque le support de
χ0 ne rencontre pas l’interface Σ, l’inversibilité locale de Bm

0 permet d’écrire∥∥∥ζχ0v1
∥∥∥

Hm+2(B1)
+
∥∥∥ζχ0v2

∥∥∥
Hm+2(B2)

≤ C

(∥∥∥∆(ζχ0v1)
∥∥∥

Hm(B1)
+
∥∥∥∆(ζχ0v2)

∥∥∥
Hm(B2)

)
. (3.21)

Le Théorème 3.1.8 nous indique, lui, qu’on a∥∥∥ζχ1v1
∥∥∥

Hm+2(B1)
+
∥∥∥ζχ1v2

∥∥∥
Hm+2(B2)

≤ C

(∥∥∥∆(ζχ1v1)
∥∥∥

Hm(B1)
+
∥∥∥∆(ζχ1v2)

∥∥∥
Hm(B2)

)
. (3.22)

En écrivant ∆(ζχivj) = ζχi∆vj + 2∇(ζχi) · ∇vj + ∆(ζχi)vj pour i = 0, 1 et j = 1, 2, on obtient

∥∥∆(ζχ0v1)
∥∥

Hm(B1) ≤ C
(
∥η∆v1∥Hm(B1) + ∥ηv1∥Hm+1(B1)

)
∥∥∆(ζχ0v2)

∥∥
Hm(B2) ≤ C

(
∥η∆v2∥Hm(B2) + ∥ηv2∥Hm+1(B2)

)
∥∥∆(ζχ1v1)

∥∥
Hm(B1) ≤ C

(
∥η∆v1∥Hm(B1) + ∥ηv1∥Hm+1(B1)

)
∥∥∆(ζχ1v2)

∥∥
Hm(B2) ≤ C

(
∥η∆v2∥Hm(B2) + ∥ηv2∥Hm+1(B2)

)
.

(3.23)

D’autre part, puisque χ0 + χ1 = 1 sur ]a; b[, l’inégalité triangulaire permet d’écrire

∥ζv1∥Hm+2(B1) ≤
∥∥ζχ0v1

∥∥
Hm+2(B1) +

∥∥ζχ1v1
∥∥

Hm+2(B1)

∥ζv2∥Hm+2(B2) ≤
∥∥ζχ0v2

∥∥
Hm+2(B2) +

∥∥ζχ1v2
∥∥

Hm+2(B2)

(3.24)

En regroupant (3.21), (3.22), (3.23) et (3.24), on déduit l’estimation

∥ζv1∥Hm+2(B1) + ∥ζv2∥Hm+2(B2)

≤ C
(
∥η∆v1∥Hm(B1) + ∥η∆v2∥Hm(B2) + ∥ηv1∥Hm+1(B1) + ∥ηv2∥Hm+1(B2)

)
.

Remarquons ensuite que l’on a, grâce à cet « addition » particulière de la variable t

∆v1 = ∆(eλtφ1(θ)) = ∂2
t (eλtφ1(θ)) + ∂2

θ (eλtφ1(θ))
= λ2eλtφ1(θ) + eλt(−λ2φ1(θ) − σ−1

1 g1) = −σ−1
1 g1,

ainsi que ∆v2 = −σ−1
2 g2. En utilisant le Lemme 3.1.3, nous obtenons alors

∥φ1∥Hm+2(]a;0[, λ) + ∥φ2∥Hm+2(]0;b[, λ)

≤ C
(
∥ζv1∥Hm+2(B1) + ∥ζv2∥Hm+2(B2)

)
≤ C

(
∥η∆v1∥Hm(B1) + ∥η∆v2∥Hm(B2) + ∥ηv1∥Hm+1(B1) + ∥ηv2∥Hm+1(B2)

)
≤ C

(
∥η g1∥Hm(B1) + ∥η g2∥Hm(B2) + ∥ηv1∥Hm+1(B1) + ∥ηv2∥Hm+1(B2)

)
≤ C

(
∥η g1∥Hm(B1) + ∥η g2∥Hm(B2) + ∥φ1∥Hm+1(]a;0[, λ) + ∥φ2∥Hm+1(]0;b[, λ)

)
.

(3.25)

Mais toujours d’après le Lemme 3.1.3, il existe C indépendante de λ telle que

∥φ1∥Hm+1(]a;0[, λ) + ∥φ2∥Hm+1(]0;b[, λ) ≤
C

1 + |λ|

(
∥φ1∥Hm+2(]a;0[, λ) + ∥φ2∥Hm+2(]0;b[, λ)

)
. (3.26)
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En réinjectant (3.26) dans (3.25), on trouve

∥φ1∥Hm+2(]a;0[, λ) + ∥φ2∥Hm+2(]0;b[, λ) ≤ C
(
∥η g1∥Hm(B1) + ∥η g2∥Hm(B2)

)
+

C

1 + |λ|

(
∥φ1∥Hm+2(]a;0[, λ) + ∥φ2∥Hm+2(]0;b[, λ)

)
.

Ainsi, pour |λ| suffisamment grand (par exemple pour λ vérifiant |λ| > ρ := 2C − 1), on a l’esti-
mation (3.20). Ceci prouve que pour λ ∈ Ri avec |λ| > ρ, L (λ) est injectif donc bijectif d’après le
Lemme 3.1.10.

Traitons maintenant le cas λ /∈ Ri. Réécrivons λ sous la forme λ = ±i |λ| eiψ avec
ψ ∈ ]−π/2;π/2[. Définissons λ̃ = ±i |λ|. Puisque |λ̃| = |λ|, par définition de la norme à para-
mètre (3.7), on a

∥φ1∥Hm+2(]a;0[, λ) + ∥φ2∥Hm+2(]0;b[, λ) = ∥φ1∥Hm+2(]a;0[, λ̃) + ∥φ2∥Hm+2(]0;b[, λ̃) .

Donnons-nous de nouveau φ ∈ D(L ). Notons g̃ := L (λ̃)(φ). Puisque λ̃ ∈ Ri, pour |λ| > ρ où ρ a
été fixé dans la première partie de la preuve, l’estimation (3.20) donne

∥φ1∥Hm+2(]a;0[, λ̃) + ∥φ2∥Hm+2(]0;b[, λ̃) ≤ C
(
∥g̃1∥Hm(]a;0[, λ̃) + ∥g̃2∥Hm(]0;b[, λ̃)

)
. (3.27)

Mais l’on a par ailleurs

∥g̃1 − g1∥Hm(]a;0[, λ̃) + ∥g̃2 − g2∥Hm(]0;b[, λ̃)

= ∥g̃1 − g1∥Hm(]a;0[, λ) + ∥g̃2 − g2∥Hm(]0;b[, λ)

=
∥∥∥σ1(λ̃2 − λ2)φ1

∥∥∥
Hm(]a;0[, λ)

+
∥∥∥σ2(λ̃2 − λ2)φ2

∥∥∥
Hm(]0;b[, λ)

≤ max (σ1, |σ2|) |λ|2 |1 − e2 i ψ|
(
∥φ1∥Hm(]a;0[, λ) + ∥φ2∥Hm(]0;b[, λ)

)
≤ max (σ1, |σ2|) |1 − e2 i ψ|

(
∥φ1∥Hm+2(]a;0[, λ) + ∥φ2∥Hm+2(]0;b[, λ)

)
.

Ainsi, pour tout ς > 0, il existe δ > 0 suffisamment petit pour avoir

∥g̃1 − g1∥Hm(]a;0[, λ̃) + ∥g̃2 − g2∥Hm(]0;b[, λ̃) ≤ ς
(
∥φ1∥Hm+2(]a;0[, λ) + ∥φ2∥Hm+2(]0;b[, λ)

)
(3.28)

lorsque λ = ±i |λ| eiψ est tel que |ψ| ≤ δ. De (3.27) et (3.28), on déduit

∥φ1∥Hm+2(]a;0[, λ̃) + ∥φ2∥Hm+2(]0;b[, λ̃) ≤ C
(
∥g1∥Hm(]a;0[, λ̃) + ∥g2∥Hm(]0;b[, λ̃)

)
+C ς

(
∥φ1∥Hm+2(]a;0[, λ̃) + ∥φ2∥Hm+2(]0;b[, λ̃)

)
.

En prenant ς assez petit (1/(2C) par exemple), on aboutit à l’estimation (3.20). Pour les λ tels que
|λ| > ρ et |ℜe λ| < δ |ℑmλ|, L (λ) est injectif donc bijectif d’après le Lemme 3.1.10. Ceci conclut
la démonstration de ce lemme.

Nous déduisons le

Corollaire 3.1.12 Supposons κσ ̸= −1. Pour tout λ ∈ C, l’opérateur L (λ) est un isomorphisme
de D(L ) dans R(L ) si et seulement si λ n’est pas valeur propre de L .

Preuve. D’après le Lemme 3.1.11, pour κσ ̸= −1, il existe λ0 ∈ C tel que l’opérateur L (λ0) soit
inversible. Mais pour tout λ ∈ C, l’opérateur L (λ) diffère de L (λ0) d’une perturbation compacte.
Le résultat de ce corollaire découle donc directement du théorème de Fredholm analytique.
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Nous avons maintenant tout le matériel pour démontrer le théorème principal de ce paragraphe.

Théorème 3.1.13 Supposons κσ ̸= −1. L’opérateur Bm
β définit un isomorphisme de D(Bm

β ) dans
R(Bm

β ) si et seulement si L n’a aucune valeur propre sur la droite ℜe λ = −β.

Preuve. Supposons que L ne possède aucune valeur propre sur la droite ℜe λ = −β. Commençons
par prouver que Bm

β est injectif. Donnons-nous u ∈ D(Bm
β ) et notons f := Bm

β u. En appliquant la
transformée de Laplace par rapport à t, on obtient

L (λ)û(λ, ·) = f̂(λ, ·).

Le Lemme 3.1.11 nous indique que pour tout λ tel que ℜe λ = −β et |ℑmλ| > νβ, on a l’estimation

∥û1(λ, ·)∥Hm+2(]a;0[, λ) + ∥û2(λ, ·)∥Hm+2(]0;b[, λ) ≤ C
(
∥f̂1(λ, ·)∥Hm(]a;0[, λ) + ∥f̂2(λ, ·)∥Hm(]0;b[, λ)

)
(3.29)

où C est une constante indépendante de λ, u et νβ une constante ne dépendant que de β.

Pour λ ∈ [−β − iνβ; −β + iνβ], L (λ) est inversible d’après le Corollaire 3.1.12. La continuité
de L (λ)−1 sur le compact [−β − iνβ; −β + iνβ] (voir le théorème 1 de [144]) nous permet d’affir-
mer, avec (3.29), que pour tout λ tel que ℜe λ = −β, on a

∥û1(λ, ·)∥Hm+2(]a;0[, λ) + ∥û2(λ, ·)∥Hm+2(]0;b[, λ) ≤ C
(
∥f̂1(λ, ·)∥Hm(]a;0[, λ) + ∥f̂2(λ, ·)∥Hm(]0;b[, λ)

)
(3.30)

où C est une constante indépendante de λ et u. En intégrant (3.30) sur la droite ℓ−β, on déduit du
Lemme 3.1.2 que si u ∈ D(Bm

β ) vérifie Bm
β u = f , alors on a

∥u1∥Wm+2
β

(B1) + ∥u2∥Wm+2
β

(B2) ≤ C

(
∥f1∥Wm

β
(B1) + ∥f2∥Wm

β
(B2)

)
. (3.31)

Ceci montre que Bm
β est injectif.

On montre ensuite que Bm
β est surjectif en utilisant le Lemme 3.1.2, le Corollaire 3.1.12 ainsi

que l’estimation (3.30). La transformée de Laplace inverse fournit la représentation

u(t, θ) =
1

2πi

∫
ℓ−β

eλtL −1(λ)f̂(λ, θ) dλ. (3.32)

Supposons maintenant que la droite ℜe λ = −β contienne une valeur propre λ0 de L . Raisonnons
par l’absurde et supposons que Bm

β définisse un isomorphisme de D(Bm
β ) dans R(Bm

β ). Dans ce
cas, (Bm

β )−1 : R(Bm
β ) → D(Bm

β ) est continu et il existe donc C > 0 telle que

∥u1∥Wm+2
β

(B1) + ∥u2∥Wm+2
β

(B2) ≤ C

(
∥∆u1∥Wm

β
(B1) + ∥∆u2∥Wm

β
(B2)

)
(3.33)

pour tout u ∈ D(Bm
β ). Introduisons χ ∈ C ∞

0 (R) vérifiant χ(t) = 1 pour t ≤ −1/2 et χ(t) = 0 pour
t ≥ 0. Pour n ∈ N∗, définissons un la fonction vérifiant

un(t, θ) := χn(t) eλ0tφ(θ),

avec φ vecteur propre de L (λ0) et χn(t) := χ(|t| − n). Notons que χn est une fonction plateau qui
vaut 1 sur [−(n− 1/2);n− 1/2] et 0 sur ]−∞; −n] ∪ [n; +∞[. Puisque le support de χn tend vers
R, on a

∥un1 ∥Wm+2
β

(B1) + ∥un2 ∥Wm+2
β

(B2) −→
n→+∞

+∞. (3.34)
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D’autre part, on calcule

∆un1 = ∆(χn eλ0tφ1) = ∂2
t (χn eλ0tφ1) + ∂2

θ (χn eλ0tφ1)
= eλ0tφ1∂

2
t χn + 2λ0 e

λ0tφ1∂tχn + λ2
0 χn e

λ0tφ1 − λ2
0 χn e

λ0tφ1
= eλ0tφ1(∂2

t χn + 2λ0 ∂tχn).

D’après les propriétés de χn, ∆un1 est à support dans [−n; −(n− 1/2)] × [a; b] ∪ [n− 1/2;n] ×
[a; b]. Puisque ℜe λ0 = −β, la suite (∆un1 )n∈N∗ reste bornée dans Wm

β (B1). Il en va de même pour
(∆un2 )n∈N∗ dans Wm

β (B2). Ceci couplé à (3.34) prouve qu’on ne peut avoir l’estimation (3.33). Ainsi,
l’opérateur Bm

β ne peut constituer un isomorphisme lorsque L possède une valeur propre sur la
droite ℜe λ = −β.

Avec le Lemme 3.1.11, nous avons montré que les valeurs propres de L appartiennent à un nœud
papillon du plan complexe pour κσ ̸= −1. Nous allons préciser encore leur disposition.

Proposition 3.1.14 Le nombre λ ∈ C∗ constitue une valeur propre de L si et seulement si

(σ1 + σ2) sin(λ(b− a)) = (σ2 − σ1) sin(λ(b+ a)). (3.35)

D’autre part, 0 est valeur propre de L si et seulement si

σ2

b
−
σ1

a
= 0. (3.36)

Preuve. Par définition, si λ est une valeur propre de L , il existe un élément non nul φ ∈ D(L )
tel que L (λ)φ = 0.

Si λ est non nul, puisque φ1 (resp. φ2) vérifie (λ2 + d2
θ)φ1 = 0 sur ]a; 0[ (resp. (λ2 + d2

θ)φ2 = 0 sur
]0; b[), on déduit

φ1(θ) = A sin(λ(θ − a)) et φ2(θ) = B sin(λ(θ − b))

où A et B sont des constantes. Les conditions de transmission imposent de plus

A sin(λa) = B sin(λb)
Aσ1 cos(λa) = Bσ2 cos(λb).

Ce système (les inconnues étant A et B) possède une solution non nulle si et seulement si

σ1 cos(λa) sin(λb) − σ2 cos(λb) sin(λa) = 0
⇔ (σ1 + σ2) sin(λ(b− a)) = (σ2 − σ1) sin(λ(b+ a)).

Ceci prouve la première partie de la proposition.

Si λ est nul, φ1 et φ2 vérifient φ1(θ) = A(θ − a) et φ2(θ) = B(θ − b) où A et B sont des
constantes. Les deux conditions de transmission à l’interface entraînent Aa = Bb et Aσ1 = Bσ2.
Ainsi, 0 est valeur propre de L si et seulement si σ2/b− σ1/a = 0.

Remarque 3.1.15 Ainsi, les valeurs propres de L sont égales aux zéros de la fonction entière
λ 7→ (σ1 + σ2) sin(λ(b− a)) − (σ2 − σ1) sin(λ(b+ a)).
Lorsque, κσ ̸= −1, pour tout a < 0 et b > 0, cette fonction est non nulle. Par conséquent, d’après le
théorème des zéros isolés, dans cette configuration, les valeurs propres de L forment un ensemble
dénombrable possédant l’infini comme seul point d’accumulation possible.
Lorsque κσ = −1, pour b = −a, on remarque que l’ensemble des valeurs propres de L est égal au
plan complexe tout entier. Cette situation laisse peu d’espoir pour déterminer un cadre fonctionnel
adapté pour étudier le problème. Pour b ̸= −a, l’ensemble des valeurs propres est discret. Mais dans
ce cas de figure, il n’est pas possible d’établir l’estimation (3.20) sur L (λ)−1.



3.1. Bande infinie 81

Remarque 3.1.16 Si λ ∈ C est tel que ker L (λ) ̸= {0}, la dimension de ker L (λ) ̸= {0} est appe-
lée multiplicité géométrique de la valeur propre λ. Pour notre problème, la multiplicité géométrique
des valeurs propres est toujours égale à 1. Pour le voir, il suffit de remarquer que la matrice(

sin(λa) − sin(λb)
σ1 cos(λa) −σ2 cos(λb)

)

n’est jamais égale à la matrice nulle.

3.1.4 Comportement des solutions à l’infini

Donnons-nous deux réels β1 et β2 tels que L ne possède pas de valeur propre sur les
droites ℜe λ = −β1 et ℜe λ = −β2. Dans ce cas, d’après le Théorème 3.1.13, les opérateurs
Bm
β1 : D(Bm

β1) → R(Bm
β1) et Bm

β2 : D(Bm
β2) → R(Bm

β2) constituent des isomorphismes. Considé-
rons alors f ∈ R(Bm

β1) ∩ R(Bm
β2). Notons que cet ensemble est non vide : il contient notamment

C ∞
0 (B). Définissons uβ1 ∈ D(Bm

β1) l’élément tel que Bm
β1uβ1 = f et uβ2 ∈ D(Bm

β2) celui vérifiant
Bm
β2uβ2 = f . Dans ce paragraphe, nous allons donner un résultat permettant de comparer uβ1 et

uβ2 . L’outil fondamental pour y parvenir est le théorème des résidus. Nous utiliserons largement les
résultats de la partie 5.4 de [102] et les articles [70, 71].

Théorème 3.1.17 Supposons κσ ̸= −1.
Supposons que L ne possède pas de valeur propre sur les droites ℜe λ = −β1 et ℜe λ = −β2,
β1 < β2. Notons λ1, . . . , λN les valeurs propres de L dans la bande −β2 < ℜe λ < −β1. Supposons
que pour k = 1, . . . , N on ait λk(σφk, φk) ̸= 0, où φk est un vecteur propre de L associé à la valeur
propre λk. Considérons f ∈ R(Bm

β1) ∩ R(Bm
β2).

Alors les fonctions uβ1 ∈ D(Bm
β1) et uβ2 ∈ D(Bm

β2) vérifiant Bm
β1uβ1 = f et Bm

β2uβ2 = f sont liées
par la relation

uβ1 = uβ2 +
N∑
k=1

ck exp(λkt)φk, (3.37)

où ck est une constante ne dépendant que de f et du choix de φk, k = 1, . . . , N .

Remarque 3.1.18 Bien entendu, si L ne possède pas de valeur propre dans la bande −β2 <
ℜe λ < −β1, on a uβ1 = uβ2.

Remarque 3.1.19 L’hypothèse « λk(σφk, φk) ̸= 0 pour k = 1, . . . , N » permet de se placer dans
une situation pour laquelle les termes singuliers liant uβ1 et uβ2 ont une expression relativement
simple. Dans le cas où cette hypothèse n’est pas vérifiée, le développement (3.37) fait intervenir la
chaîne de Jordan associée à la valeur propre λk. Pour écrire la décomposition (3.37), nous nous
servons également du fait que les valeurs propres sont de multiplicité géométrique égale à 1 (cf.
Remarque 3.1.16).

Preuve. Nous allons simplement donner les grandes lignes de la preuve du Théorème 3.1.17. Pour
plus de détails, nous renvoyons le lecteur à la démonstration du théorème 5.4.1 de [102]. D’après
(3.32), uβ1 et uβ2 sont données par les formules

uβ1(t, θ) =
1

2πi

∫
ℓ−β1

eλtL −1(λ)f̂(λ, θ) dλ et uβ2(t, θ) =
1

2πi

∫
ℓ−β1

eλtL −1(λ)f̂(λ, θ) dλ.

Or, en vertu du Lemme 3.1.1, λ → f̂(λ, θ) est holomorphe dans la bande −β2 < ℜe λ < −β1. Par
conséquent, les seules singularités de la fonction λ → eλtL −1(λ)f̂(λ, θ) sont les pôles de L −1(λ),
c’est-à-dire les valeurs propres λ1, . . . , λN de L .
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Considérons un réel positif ρ suffisamment grand pour qu’il n’y ait pas de valeur propre de
L dans l’ensemble {λ ∈ C | − β2 < ℜe λ < −β1 et |ℑmλ| > ρ}. En vertu du Lemme 3.1.11, nous
savons que c’est toujours possible. Avec le théorème des résidus, nous pouvons écrire

uβ1(t, θ) =
1

2πi
lim
ρ→∞

∫ −β1+iρ

−β1−iρ
eλtL −1(λ)f̂(λ, θ) dλ

=
1

2πi
lim
ρ→∞

( ∫ −β2+iρ

−β2−iρ
eλtL −1(λ)f̂(λ, θ) dλ

+
∫ −β2−iρ

−β1−iρ
eλtL −1(λ)f̂(λ, θ) dλ+

∫ −β1+iρ

−β2+iρ
eλtL −1(λ)f̂(λ, θ) dλ

)

+
N∑
k=1

Res
λ=λk

eλtL −1(λ)f̂(λ, θ).

(3.38)

ρ

−ρ

−β1−β2

ℜe λ

ℑmλ

bb

b

b

bb

b

b

b

b

Figure 3.3 – Contour d’intégration (en bleu) et valeurs propres du symbole (en rouge).

La première intégrale dans le second membre de (3.38) tend vers uβ2 lorsque ρ → ∞. En utilisant
l’estimation du Lemme 3.1.11, on prouve que les seconde et troisième intégrales tendent vers 0
(procéder comme dans le lemme 5.4.1 de [102]). Il reste donc

uβ1(t, θ) = uβ2(t, θ) +
N∑
k=1

Res
λ=λk

eλtL −1(λ)f̂(λ, θ). (3.39)

Mais il est possible d’obtenir une représentation de la résolvante de L au voisinage des valeurs
propres. Plus précisément, le théorème 5.1.1 de [102] indique que l’on a dans un voisinage de λk

L −1(λ) =
P

λ− λk
+ Γ(λ), (3.40)

où P ∈ L(R(L ),D(L )) est l’opérateur de projection défini par

Pg = (g, ψk)φk, ∀g ∈ R(L ),

avec ψk = akφk, ak étant la constante vérifiant (2λkσφk, akφk) = 1. D’autre part, dans (3.40), Γ est
une fonction (à valeurs dans L(R(L ),D(L ))) holomorphe dans un voisinage de λk. En utilisant
(3.40) pour calculer les résidus dans (3.39), on obtient le résultat du théorème.
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Dans le théorème suivant, nous allons préciser l’expression des coefficients dans la décomposition
(3.37).

Théorème 3.1.20 Supposons les hypothèses du Théorème 3.1.17 vérifiées. Alors les coefficients
dans (3.37) sont définis par la formule

ck = (f, exp(−λkt)ψk)B, (3.41)

avec ψk = akφk, ak étant la constante vérifiant (2λkσφk, akφk) = 1.

Preuve. Introduisons ζ ∈ C ∞(R) une fonction de troncature telle que ζ(t) = 0 pour t ≤ t1 et
ζ(t) = 1 pour t ≥ t2. Ici, t1 et t2 sont deux réels arbitraires satisfaisant t1 < t2. D’après (3.37), on a

div (σ∇(ζ(uβ1 − uβ2))) =
N∑
k=1

ckdiv (σ∇(ζ(t) exp(λkt)φk)).

En utilisant le fait que div (σ∇(ζ(t) exp(λkt)φk)) est non nul uniquement sur [t1; t2] × [a; b] et en
intégrant par parties sur ce domaine, on trouve, pour j = 1, . . . , N ,

(div (σ∇(ζ(uβ1 − uβ2))), exp(−λjt)ψj)B

=
N∑
k=1

ck(div (σ∇(ζ(t) exp(λkt)φk)), exp(−λjt)ψj)]t1;t2[×]a;b[

=
N∑
k=1

ck(λkσ exp(λkt2)φk, exp(−λjt2)ψj) − (σ exp(λkt2)φk,−λj exp(−λjt2)ψj)

= cj (2λjσφj , ψj) = cj .

(3.42)

Rappelons que la notation (·, ·) correspond au produit scalaire de L2(]a; b[). Ci-dessus, nous avons
utilisé la relation de biorthogonalité (σφk, φj) = 0 si k ̸= j. Cette relation se démontre en observant
qu’on a (σdθφk, dθφ) = (λk)2(σφk, φ) pour tout φ ∈ H1

0(]a; b[).

Puisque β1 < β2, la fonction uβ2 est a priori moins décroissante que uβ1 en −∞ et la situation
est inversée en +∞. Mais comme ζ est nulle au voisinage de −∞, on a ζuβ2 ∈ D(Bm

β1) ∩ D(Bm
β2).

On peut alors intégrer par parties dans (div (σ∇(ζuβ2)), exp(−λjt)ψj)B. En utilisant la relation
div (σ∇(exp(−λjt)ψj)) = 0, on obtient

(div (σ∇(ζuβ2)), exp(−λjt)ψj)B = 0. (3.43)

Avec le même argument, on trouve

(div (σ∇((1 − ζ)uβ1)), exp(−λjt)ψj)B = 0. (3.44)

En utilisant (3.43) et (3.44) dans (3.42), on peut écrire

cj = (div (σ∇(ζuβ1)), exp(−λjt)ψj)B

= (div (σ∇uβ1), exp(−λjt)ψj)B − (div (σ∇((1 − ζ)uβ1)), exp(−λjt)ψj)B

= (f, exp(−λkt)ψk)B.

Ceci termine la preuve.

Remarque 3.1.21 Notons au passage que les coefficients dans la décomposition (3.37) dépendent
continûment du terme source f .
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3.1.5 Applications

Observons comment se traduisent les résultats que nous venons d’obtenir sur deux géométries
particulières.

i) Cas de la bande symétrique, −a = b. Supposons κσ ̸= −1. Commençons par préci-
ser les résultats concernant l’ensemble des valeurs propres de L . La Proposition 3.1.14 indique que
λ ∈ C∗ est valeur propre de L si et seulement si

λ ̸= 0 et (σ1 + σ2) sin(2λb) = 0 ⇔ λ ∈ {kπ/(2b), k ∈ Z∗}.

D’autre part, (3.36) prouve que 0 n’est pas valeur propre de L . Par conséquent, d’après le Théorème
3.1.13, Bm

β : D(Bm
β ) → R(Bm

β ) définit un isomorphisme si et seulement si β /∈ {kπ/(2b), k ∈ Z∗}.
On retrouve en particulier le Théorème 3.1.4 car 0 /∈ {kπ/(2b), k ∈ Z∗}.

Considérons ensuite β1, β2 deux réels n’appartenant pas à {kπ/(2b), k ∈ Z∗} et tels que β1 < β2.
L’espace propre associé à la valeur propre λk := kπ/(2b) est engendré par φk avec

φk(θ)|]−b;0[ = 1√
b

sin(kπ
2b

(θ + b)) et φk(θ)|]0;b[ = − 1√
b

sin(kπ
2b

(θ − b)).

Par un calcul simple, on obtient alors λk(σφk, φk) = kπ(σ1 + σ2)/(2b) ̸= 0. Par conséquent, pour
avoir (2λkσφk, ψk) = 1 avec ψk = akφk où ak est une constante, il faut prendre ψk telle que

ψk(θ)|]−b;0[ =
√
b

kπ(σ1 + σ2)
sin(kπ

2b
(θ + b)) et ψk(θ)|]0;b[ = −

√
b

kπ(σ1 + σ2)
sin(kπ

2b
(θ − b)).

Choisissons maintenant un terme source f dans R(Bm
β1) ∩ R(Bm

β2). D’après les Théorèmes 3.1.17 et
3.1.20, les fonctions uβ1 ∈ D(Bm

β1) et uβ2 ∈ D(Bm
β2) vérifiant Bm

β1uβ1 = f et Bm
β2uβ2 = f sont liées

par la relation
uβ1 = uβ2 +

∑
k∈Z∗ | −2bβ2/π<k<−2bβ1/π

ckekπt/(2b)φk,

avec
ck = (f, e−kπt/(2b)ψk)B.

ii) Cas de la bande non-symétrique avec −a = 3 b. Ce rapport particulier des longueurs
va nous permettre de résoudre explicitement (3.35), ce qui n’est pas faisable dans le cas général.
Supposons toujours κσ ̸= −1. D’après la Proposition 3.1.14, λ ∈ C∗ est valeur propre de L si et
seulement si

(σ1 + σ2) sin(4λb) = (σ1 − σ2) sin(2λb) ⇔ 2 (σ1 + σ2) sin(2λb) cos(2λb) = (σ1 − σ2) sin(2λb).

Si λ /∈ {kπ/(2b), k ∈ Z∗}, on a alors

cos(2λb) = (σ1 − σ2)/(2 (σ1 + σ2)). (3.45)

Si λ vérifie (3.45) alors −λ et λ + nπ/b, n ∈ Z, vérifient (3.45). À l’instar de ce qui est fait dans
[26], définissons

ρ :=
σ1 − σ2

2(σ1 + σ2)
et ξ := 1

2b
arcos(ρ). (3.46)

Réintroduisons le contraste κσ = σ2/σ1. Remarquons deux valeurs caractéristiques de ce paramètre.
D’une part, pour κσ = −1/3, on a ρ = 1 et donc ξ = 0. D’autre part, pour κσ = −3, on a ρ = −1
et donc ξ = π/(2b).



3.1. Bande infinie 85
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Figure 3.4 – Allure de ξ en fonction du contraste κσ ∈ [−7; 0] pour b = π/4 et a = −3b : partie
réelle à gauche et partie imaginaire à droite.

Par ailleurs, (3.36) montre que 0 est valeur propre de L si et seulement si σ2/σ1 = −1/3.

Par conséquent, pour κσ ∈ R∗
−\ {−1}, λ est valeur propre de L si et seulement

λ ∈ {kπ/(2b), k ∈ Z∗} ∪ {ξ + kπ/b, k ∈ Z} ∪ {−ξ + kπ/b, k ∈ Z}.

On peut vérifier que pour κσ ∈ ]−∞; −3] ∪ [−1/3; 0[, le nombre ξ est réel et par conséquent, toutes
les valeurs propres de L sont réelles. Par contre, pour κσ ∈ ]−1/3; −3[ \{−1}, il apparaît des
valeurs propres complexes.

Plus précisément, si on s’intéresse au cas β = 0, on peut montrer que L n’a pas de valeurs
propres dans Ri si et seulement si κσ ∈ ]−∞; −1[ ∪ [−1/3; 0[. Ainsi, d’après le Théorème 3.1.13,
Bm

0 : D(Bm
0 ) → R(Bm

0 ) est un isomorphisme si et seulement si κσ ∈ ]−∞; −1[ ∪ [−1/3; 0[.

b bb bb bbbbb b b b b
2 4 6

+ξ 4 − ξ 4 + ξ 8 − ξ−ξ−4 + ξ−4 − ξ−8 + ξ

−2−4−6
ℜe λ

ℑmλ

Figure 3.5 – Position des valeurs propres pour κσ = −1/4, b = π/4 et a = −3b. Cette configuration
est caractéristique du cas κσ ∈] − ∞; −3[∪] − 1/3; 0[.
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Figure 3.6 – Position des valeurs propres pour κσ = −1/2, b = π/4 et a = −3b. Cette configuration
est caractéristique du cas κσ ∈] − 1; −1/3[.
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b

b

b bb b

b

b

b b

b b

b b

2 4 6−2−4−6

4 − ξ

+ξ

8 − ξ

4 + ξ

−ξ

−4 + ξ

−4 − ξ

−8 + ξ

ℜe λ

ℑmλ

Figure 3.7 – Position des valeurs propres pour κσ = −2, b = π/4 et a = −3b. Cette configuration
est caractéristique du cas κσ ∈] − 3; −1[.

3.2 Secteurs non bornés

θ = 0

θ = α
θ = γ
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Γ2
θ = 0

θ = α

α

2π − α

O

K1

K2

Σ

Figure 3.8 – Notations pour les secteurs non bornés : sommet extérieur, à gauche et sommet
intérieur, à droite.

Dans ce paragraphe, nous considérerons deux types de géométrie : le sommet extérieur et le
sommet intérieur. Pour le sommet extérieur (Figure 3.8, à gauche), nous travaillerons dans le secteur
non borné

K := {(r cos θ, r sin θ), r > 0, 0 < θ < γ}

avec γ < 2π. Ci-dessus, (r, θ) désignent les coordonnées polaires associées à O. Définis-
sons K1 := {(r cos θ, r sin θ), r > 0, 0 < θ < α}, K2 := {(r cos θ, r sin θ), r > 0, α < θ < γ},
Σ := {(r cos θ, r sin θ), r > 0, θ = α}, Γ1 := R∗

+ × {0} et Γ2 := {(r cos θ, r sin θ), r > 0, θ = γ}.
Pour fixer les idées, nous supposons α ≤ γ/2. Cette hypothèse n’est en rien restrictive.

Pour la géométrie du sommet intérieur (Figure 3.8, à droite), nous prendrons

K := R2 \ {O}.

Nous partitionnons ensuite le plan en introduisant K1 := {(r cos θ, r sin θ), r > 0, 0 < θ < α},
K2 := {(r cos θ, r sin θ), r > 0, α < θ < 2π}, Σ := R+ × {0} ∪ {(r cos θ, r sin θ), r ≥ 0, θ = α}. Sans
perte de généralité, nous supposons 0 < α < π.

De façon générale, pour les deux géométries, si v est une fonction mesurable sur K, nous dé-
finissons v1 := v|K1 et v2 := v|K2 .

En 1D, pour la partie radiale, nous noterons respectivement (·, ·), (·, ·)1, (·, ·)2 les produits scalaires
de L2(]0;ϑ[), L2(]0;α[), L2(]α;ϑ[) et ∥ · ∥]0;ϑ[, ∥ · ∥]0;α[, ∥ · ∥]α;ϑ[ les normes associées, avec ϑ = γ
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pour le sommet extérieur et ϑ = 2π pour le sommet intérieur. Si φ est une fonction mesurable sur
]0;ϑ[, nous définissons φ1 := φ|]0;α[ et φ2 := φ|]α;ϑ[.

3.2.1 Espaces de Sobolev à poids dans les secteurs : définitions, rappels

Introduisons comme dans le Paragraphe 3.1.1 quelques définitions et résultats liés à ces géomé-
tries. Pour plus de détails, nous invitons le lecteur à lire la partie 6.1.1 de [102]. Pour introduire le
cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler, considérons le secteur non borné

K := {(r cos θ, r sin θ), r > 0, 0 < θ < ϑ} avec ϑ < 2π.

Pour m ∈ N et β ∈ R, définissons l’espace à poids Vm
β (K) comme la fermeture de C ∞

0 (K \ {O})
pour la norme

∥v∥Vm
β

(K) :=

 ∑
|α|≤m

∥∥∥r|α|−m+β∂αxv
∥∥∥2

K

1/2

. (3.47)

Nous noterons V̊m
β (K) la fermeture de C ∞

0 (K) dans Vm
β (K).

Effectuons quelques commentaires concernant ces espaces qui permettent de mesurer le compor-
tement des fonctions en O et à l’infini. Notons qu’on a V0

0(K) = H0(K) = L2(K). Par contre,
l’espace Vm

0 (K) diffère de Hm(K) pour m ∈ N∗. Pour s’en convaincre, considérons ζ0 ∈ C ∞(K) une
fonction à support compact valant 1 dans un voisinage de O. Alors on a ζ0 ∈ Hm(K) et ζ0 /∈ Vm

0 (K)
pour m ≥ 1. La fonction ζ∞ : x 7→ ζ∞(x) = (1 − ζ0(x))/|x| vérifie quant à elle ζ∞ /∈ Hm(K) et
ζ∞ ∈ Vm

0 (K) pour m ≥ 1. Enfin, si m1 et m2 sont deux entiers tels que m1 ≥ m2 ≥ 0, l’inclusion
Vm1

β1 (K) ⊂ Vm2

β2 (K) n’est vraie que lorsque β1, β2 satisfont la relation β1 −m1 = β2 −m2.

Pour m ≥ 1, définissons Vm−1/2
β (∂K) l’espaces des traces des éléments de Vm

β (K) sur la fron-
tière ∂K . Cet espace est muni de la norme

∥v∥Vm−1/2
β

(∂K) := inf
{

∥w∥Vm
β

(K) |w ∈ Vm
β (K) et w = v sur ∂K

}
. (3.48)

En étudiant le lien entre les opérateurs de dérivée exprimés en coordonnées cartésiennes et polaires,
on peut montrer que la norme de Vm

β (K) est équivalente à la norme

∥v∥ =

∫ ∞

0
r2(−m+β)

m∑
j=0

∥∥∥(r∂r)ju(r, ·)
∥∥∥2

Hm−j(]0;ϑ[)
r dr

1/2

, (3.49)

avec u(r, θ) = u(x). Par abus, dans toute la suite de ce chapitre, nous utiliserons la même notation
pour désigner les fonctions exprimées en coordonnées cartésiennes ou polaires. Effectuons mainte-
nant le changement de variables t = ln r qui envoie la demi-bande R∗

+×]0;ϑ[ (isomorphe au secteur
K) dans la bande B := R×]0;ϑ[. Pour toute fonction v mesurable sur R∗

+×]0;ϑ[, introduisons Ev la
fonction définie par

(Ev)(θ, t) = v(θ, et). (3.50)

Puisque r∂rv = ∂t(Ev), la norme (3.49) est égale à

∥v∥ =

∫ ∞

−∞
e2(−m+β)t e2 t

m∑
j=0

∥∥∥∂jt (Ev)(t, ·)
∥∥∥2

Hm−j(]0;ϑ[)
dt

1/2

.

Ainsi,
∥v∥ =

∥∥∥e(−m+β+1)tEv
∥∥∥

Hm(B)
= ∥Ev∥Wm

β−m+1(B)
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est une norme équivalente à (3.47). Ceci montre que les espaces Vm
β (K) et Wm

β−m+1(B) (mais aussi
Vm
β+m−1(K) et Wm

β (B)) sont isomorphes. Nous allons donner une nouvelle norme équivalente à
(3.47) à l’aide de la transformée de Mellin

ṽ(λ) := (Mr→λv)(λ) =
∫ +∞

0
r−λv(r) dr/r. (3.51)

En remarquant que (Mr→λv)(λ) = (Lt→λv(et))(λ), énonçons quelques propriétés de cette transfor-
mée de Mellin à partir du Lemme 3.1.1.

Lemme 3.2.1 1) La transformée de Mellin (3.51) définit une application linéaire continue
de C ∞

0 (R∗
+) dans l’espace des fonctions analytiques du plan complexe. D’autre part, on a

Mr→λ(r∂rv) = λMr→λv pour tout v ∈ C ∞
0 (R∗

+).
2) Pour tout u, v ∈ C ∞

0 (R∗
+) on a la formule de Parseval∫ +∞

0
r2βu(r)v(r) dr/r =

1
2πi

∫
ℜe λ=−β

ũ(λ)ṽ(λ) dλ. (3.52)

L’intégration dans le terme de droite de (3.52) se fait sur ℓ−β := {λ = −β + iτ, τ ∈ R}. Ainsi, la
transformée (3.51) peut être prolongée en un isomorphisme{

v | rβ−1/2v ∈ L2(R∗
+)
}

→ L2(ℓ−β).

3) La transformée de Laplace inverse est donnée par la formule

v(r) := (M−1
λ→rṽ)(r) =

1
2πi

∫
ℓ−β

rλṽ(λ) dλ.

4) Si rβi−1/2v ∈ L2(R∗
+), i = 1, 2, avec β1 < β2, alors λ 7→ ṽ(λ) = (Mr→λv)(λ) est holomorphe

dans la bande −β2 < ℜe λ < −β1.

En utilisant l’égalité de Parseval, on a l’équivalent du Lemme 3.1.2 pour les espaces Vm
β (K) :

Lemme 3.2.2 Pour m ≥ 0, la norme (3.47) est équivalente à la norme

∥v∥ =

 1
2πi

∫
ℜe λ=−β+m−1

m∑
j=0

|λ|2 j ∥ṽ(λ, ·)∥2
Hm−j(]0;ϑ[) dλ

1/2

. (3.53)

Lorsque K = R2 \ {O}, les définitions et résultats que nous venons de présenter restent valables en
remplaçant ]0;ϑ[ par le cercle unité R/2πZ. L’opérateur E introduit en (3.50) transforme alors les
fonctions définies sur un demi-cylindre en des fonctions définies sur un cylindre.
Dans la suite de ce paragraphe, nous n’allons pas nous servir de la caractérisation (3.53) mais plutôt
travailler avec l’opérateur E en utilisant les résultats obtenus dans la bande infinie. Cependant,
indiquons que nous aurions pu réaliser notre étude directement dans les secteurs à l’aide du Lemme
3.2.2.

3.2.2 Sommet extérieur

Considérons dans ce paragraphe la géométrie du sommet extérieur (Figure 3.8, à gauche). Pour
m ≥ 0, définissons l’opérateur continu Cmβ : D(Cmβ ) → R(Cmβ ) tel que Cmβ u = f avec

(f1, f2) := (−σ1∆u1,−σ2∆u2);

D(Cmβ ) :=
{
u ∈ V̊1

β−m−1(K) | (u1, u2) ∈ Vm+2
β (K1) × Vm+2

β (K2) et σ1∂θu1 = σ2∂θu2 sur Σ
}

;

R(Cmβ ) :=
{
f ∈ L2

β−m(K) | (f1, f2) ∈ Vm
β (K1) × Vm

β (K2)
}
.
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Ci-dessus f1 et f2 (resp. u1 et u2) désignent les restrictions de f (resp. u) à K1 et K2. L’opérateur
Cmβ est l’opérateur naturellement associé au problème de transmission

Trouver (u1, u2) ∈ Vm+2
β (K1) × Vm+2

β (K2) tel que :
−σ1∆u1 = f1 dans K1
−σ2∆u2 = f2 dans K2
u1 − u2 = 0 sur Σ

σ1∂θu1 − σ2∂θu2 = 0 sur Σ
u1 = 0 sur Γ1
u2 = 0 sur Γ2,

(3.54)

avec (f1, f2) ∈ Vm
β (K1) × Vm

β (K2). Ce problème de transmission s’écrit de façon condensée
−div(σ∇u) = f où σ désigne la fonction vérifiant σ = σ1 sur K1 et σ = σ2 sur K2.

Réécrivons les équations volumiques de (3.54) en coordonnées polaires en les multipliant par
r2. On obtient

−σ1
(
(r∂r)2 + ∂2

θ

)
u1 = r2f1 dans K1 et − σ2

(
(r∂r)2 + ∂2

θ

)
u2 = r2f2 dans K2.

Appliquons ensuite la transformée de Mellin. Pour m ≥ 0, il apparaît le symbole L (λ) : D(L ) →
R(L ) tel que L (λ)φ = g avec

(g1, g2) := (−σ1(λ2 + d2
θ)φ1,−σ2(λ2 + d2

θ)φ2) ;

D(L ) :=
{
φ ∈ H1

0(]0; γ[) | (φ1, φ2) ∈ Hm+2(]0;α[) × Hm+2(]α; γ[), σ1dθφ1(α) = σ2dθφ2(α)
}

;

R(L ) :=
{
g ∈ L2(]0; γ[) | (g1, g2) ∈ Hm(]0;α[) × Hm(]α; γ[)

}
.

On retrouve donc un symbole analogue à (3.17). On va alors montrer très facilement, le travail
ayant déjà été réalisé lors de l’étude du problème posé dans la bande infinie, le

Théorème 3.2.3 Supposons κσ ̸= −1. L’opérateur Cmβ : D(Cmβ ) → R(Cmβ ) constitue un isomor-
phisme si et seulement si L n’a aucune valeur propre sur la droite ℜe λ = −β +m+ 1.

Preuve. Reprenons l’opérateur E défini en (3.50). En confondant les fonctions écrites en coor-
données cartésiennes ou polaires, nous avons vu que E réalise un isomorphisme entre les espaces
suivants

Vm
β (K) → Wm

β−m+1(B), Vm
β (K1) → Wm

β−m+1(B1), Vm
β (K2) → Wm

β−m+1(B2),

où B := R × ]0; γ[, B1 := R × ]0;α[, B2 := R × ]α; γ[. Le Théorème 3.1.13 prouve que
Bm
β−(m+2)+1 = Bm

β−m−1 : D(Bm
β−m−1) → R(Bm

β−m−1) définit un isomorphisme si et seulement
si L n’a aucune valeur propre sur la droite ℜe λ = −(β −m− 1) = −β +m+ 1.

On déduit que si L n’a aucune valeur propre sur la droite ℜe λ = −β+m+1, r2Cmβ = E−1Bm
β−m+1E

est un isomorphisme de D(Cmβ ) dans R(Cmβ−2). Puisque l’application f → r−2f constitue un iso-
morphisme de Vm

β−2(K) (resp. Vm
β−2(K1), Vm

β−2(K2)) dans Vm
β (K) (resp. Vm

β (K1), Vm
β (K2)), donc

de R(Cmβ−2) dans R(Cmβ ), on déduit le théorème.

La transformée de Mellin fournit la représentation

u(r, θ) =
1

2πi

∫
ℜe λ=−β+m+1

rλL −1(λ)Mr→λ(r2 f) dλ.

Avec la Proposition 3.1.14, nous pouvons préciser les valeurs propres de L .
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Proposition 3.2.4 Le nombre λ ∈ C∗ constitue une valeur propre de L si et seulement si

(σ1 + σ2) sin(λγ) = (σ2 − σ1) sin(λ(γ − 2α)). (3.55)

D’autre part, 0 est valeur propre de L si et seulement si

σ2

γ − α
+
σ1

α
= 0. (3.56)

Cette Proposition prouve que pour κσ ̸= −1, les valeurs propres de L forment un ensemble dénom-
brable possédant l’infini comme seul point d’accumulation possible. Rappelons également le résultat
de la Remarque 3.1.16 : si λk est une valeur propre de L alors dim ker L (λk) = 1. Dans la suite,
nous noterons φk une base de ker L (λk).

Comportement des solutions à l’infini et en 0

Le Théorème 3.1.17 permet de démontrer le résultat suivant de décomposition en partie régu-
lière/partie singulière.

Théorème 3.2.5 Supposons κσ ̸= −1.
Supposons que L ne possède pas de valeur propre sur les droites ℜe λ = −β1 + m + 1 et
ℜe λ = −β2 + m + 1, β1 < β2. Notons λ1, . . . , λN les valeurs propres de L dans la bande
−β2 +m+ 1 < ℜe λ < −β1 +m+ 1. Supposons que pour k = 1, . . . , N on ait λk(σφk, φk) ̸= 0, où
φk est un vecteur propre de L associé à la valeur propre λk. Considérons f ∈ R(Cmβ1) ∩ R(Cmβ2).

Alors les fonctions uβ1 ∈ D(Cmβ1) et uβ2 ∈ D(Cmβ2) vérifiant Cmβ1uβ1 = f et Cmβ2uβ2 = f sont
liées par la relation

uβ1 = uβ2 +
N∑
k=1

ckrλ
k
φk, (3.57)

où ck est une constante ne dépendant que de f et du choix de φk, k = 1, . . . , N .

Avec le Théorème 3.1.20, nous pouvons préciser l’expression des coefficients dans (3.57).

Théorème 3.2.6 Supposons les hypothèses du Théorème 3.2.5 vérifiées. Alors les coefficients dans
(3.57) sont définis par la formule

ck = (f, r−λk
ψk)K, (3.58)

avec ψk = akφk, ak étant la constante vérifiant (2λσφk, akφk) = 1.

Applications

i) Secteur symétrique par rapport à l’interface, α = γ/2. Supposons κσ ̸= −1. La Pro-
position 3.2.4 indique que l’ensemble des valeurs propres de L est égal à {kπ/γ, k ∈ Z∗}. Par
conséquent, d’après le Théorème 3.2.3, Cmβ : D(Cmβ ) → R(Cmβ ) constitue un isomorphisme si et
seulement si −β +m+ 1 /∈ {kπ/γ, k ∈ Z∗}.

À présent, fixons m ∈ N et donnons-nous β1, β2 deux réels tels que −β1 +m+ 1 /∈ {kπ/γ, k ∈ Z∗},
−β2 +m+1 /∈ {kπ/γ, k ∈ Z∗} et β1 < β2. Choisissons un second membre f dans R(Cmβ1)∩ R(Cmβ2).
D’après les Théorèmes 3.2.5, 3.2.6 ainsi que les résultats du Paragraphe 3.1.5, les fonctions
uβ1 ∈ D(Cmβ1) et uβ2 ∈ D(Cmβ2) vérifiant Cmβ1uβ1 = f et Cmβ2uβ2 = f satisfont la relation

uβ1 = uβ2 +
∑

k∈Z∗ | γ(β1−m−1)/π<k<γ(β2−m−1)/π
ckrkπ/γφk,
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avec
ck = (f, r−kπ/γψk)K.

Ci-dessus, les fonctions φk, ψk sont définies par

φk(θ)|]0;α[ =
√

2
γ

sin(kπ
γ
θ) et φk(θ)|]α;γ[ = −

√
2
γ

sin(kπ
γ

(θ − γ));

ψk(θ)|]0;α[ =
√
γ√

2kπ(σ1 + σ2)
sin(kπ

γ
θ) et ψk(θ)|]α;γ[ = −

√
γ√

2kπ(σ1 + σ2)
sin(kπ

γ
(θ − γ)).

ii) Secteur non-symétrique avec γ = 4α. Supposons toujours κσ ̸= −1. D’après la Proposition
3.2.4 et les résultats du Paragraphe 3.1.5, l’ensemble des valeurs propres de L est égal à

λ ∈ {2kπ/γ, k ∈ Z∗} ∪ {ξ + 2kπ/γ, k ∈ Z} ∪ {−ξ + 2kπ/γ, k ∈ Z},

avec ξ := 2
γ

arcos(ρ) et ρ :=
σ2 − σ1

2(σ1 + σ2)
.

Comme indiqué dans le Paragraphe 3.1.5, pour κσ = σ2/σ1 ∈ ]−∞; −3] ∪ [−1/3; 0[, les valeurs
propres de L sont dans R. Par contre, ceci n’est plus vrai lorsque κσ ∈ ]−1/3; −3[ \{−1}.

3.2.3 Sommet intérieur

Intéressons-nous maintenant à la géométrie du sommet intérieur (Figure 3.8, à droite) pour
laquelle K = R2 \ {O}. Pour m ≥ 0, introduisons l’opérateur continu Dm

β : D(Dm
β ) → R(Dm

β ) tel
que Dm

β u = f avec

(f1, f2) := (−σ1∆u1,−σ2∆u2);

D(Dm
β ) :=

{
u ∈ V1

β−m−1(K) | (u1, u2) ∈ Vm+2
β (K1) × Vm+2

β (K2) et σ1∂θu1 = σ2∂θu2 sur Σ\{O}
}

;

R(Dm
β ) :=

{
f ∈ L2

β−m(K) | (f1, f2) ∈ Vm
β (K1) × Vm

β (K2)
}
.

De même que dans le paragraphe précédent, f1 et f2 (resp. u1 et u2) désignent les restrictions
de f (resp. u) à K1 et K2. L’opérateur Dm

β est l’opérateur naturellement associé au problème de
transmission

Trouver (u1, u2) ∈ Vm+2
β (K1) × Vm+2

β (K2) tel que :
−σ1∆u1 = f1 dans K1
−σ2∆u2 = f2 dans K2
u1 − u2 = 0 sur Σ\{O}

σ1∂θu1 − σ2∂θu2 = 0 sur Σ\{O},

(3.59)

avec (f1, f2) ∈ Vm
β (K1) × Vm

β (K2), problème qui n’est autre que la réécriture de −div(σ∇u) = f où
σ est la fonction vérifiant σ = σ1 sur K1 et σ = σ2 sur K2.

Lorsqu’on applique la transformée de Mellin au problème (3.59) après avoir multiplié par r2

les équations volumiques, pour m ≥ 0, il apparaît le symbole L (λ) : D(L ) → R(L ) tel que
L (λ)φ = g avec

(g1, g2) := (−σ1(λ2 + d2
θ)φ1,−σ2(λ2 + d2

θ)φ2) ;

D(L ) :=
{
φ ∈ H1(]0; 2π[) | (φ1, φ2) ∈ Hm+2(]0;α[) × Hm+2(]α; 2π[), φ1(0) = φ2(2π),
σ1dθφ1(0) = σ2dθφ2(2π) et σ1dθφ1(α) = σ2dθφ2(α)

}
;

R(L ) :=
{
g ∈ L2(]0; 2π[) | (g1, g2) ∈ Hm(]0;α[) × Hm(]α; 2π[)

}
.

En adaptant au cas du cylindre infini les démonstrations des Lemmes 3.1.10, 3.1.11 et du Corol-
laire 3.1.12, puis en procédant comme dans le paragraphe précédent en utilisant l’opérateur de
changement de variables E , on démontre le
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Théorème 3.2.7 Supposons κσ ̸= −1. L’opérateur Dm
β : D(Dm

β ) → R(Dm
β ) définit un isomor-

phisme si et seulement si L n’a aucune valeur propre sur la droite ℜe λ = −β +m+ 1.

Avec la transformée de Mellin, nous avons de nouveau la formule de représentation

u(r, θ) =
1

2πi

∫
ℜe λ=−β+m+1

rλL −1(λ)Mr→λ(r2 f) dλ.

Les changements pour les opérateurs associés au problème de transmission respectivement dans la
géométrie du sommet extérieur et celle du sommet intérieur sont intégralement contenus dans la
position des valeurs propres de L . Caractérisons maintenant les valeurs propres du symbole dans
le cas du sommet intérieur.

Proposition 3.2.8 Le nombre λ ∈ C∗ constitue une valeur propre de L si et seulement si

(σ1 + σ2) sin(λπ) = ±(σ1 − σ2) sin((π − α)λ). (3.60)

D’autre part, 0 est toujours une valeur propre de L .

Preuve. Pour la démonstration de ce résultat, il faut procéder avec finesse sous peine de sombrer
dans d’inextricables calculs. Nous donnons ici une version légèrement différente de celle présentée
dans [72]. Si λ est une valeur propre de L , il existe φ ∈ D(L ) non nul tel que L (λ)φ = 0. Si λ est
non nul, puisque φ1 (resp. φ2) vérifie (λ2 + d2

θ)φ1 = 0 sur ]0;α[ (resp. (λ2 + d2
θ)φ2 = 0 sur ]α; 2π[),

on déduit
φ1(θ) = Aeiλθ +Be−iλθ et φ2(θ) = Ceiλθ +De−iλθ

où A, B, C et D sont des constantes. Les conditions de transmission imposent de plus

A + B = e2iλπC + e−2iλπD
eiλαA + e−iλαB = eiλαC + e−iλαD

A − B = κσe
2iλπC − κσe

−2iλπD
eiλαA − e−iλαB = κσe

iλαC − κσe
−iλαD.

En éliminant les inconnues A et B, on trouve que λ ∈ C∗ est une valeur propre de L si et seulement
si

(1 + κσ)(e2iλπ − 1)C + (1 − κσ)(e−2iλπ − e−2iλα)D = 0
(1 − κσ)(e2iλπ − e2iλα)C + (1 + κσ)(e−2iλπ − 1)D = 0.

Le déterminant de ce système s’annule lorsque

(1 + κσ)2 sin(λπ)2 = (1 − κσ)2 sin((π − α)λ)2.

Ceci termine la démonstration de la première partie de cette proposition.
D’autre part, pour toute valeur du contraste, les fonctions constantes sont dans le noyau de L (0).
Par conséquent, 0 est toujours valeur propre du symbole. Nous pouvons même préciser, après un
calcul sans difficulté, que 0 est une valeur propre de multiplicité géométrique égale à 2 si et seulement
si κσ = −(2π − α)/α.

3.3 Ouvert borné

Dans la Section 3.1, nous avons présenté des résultats de régularité au voisinage des parties
droites de l’interface. Dans la Section 3.2, nous nous sommes intéressés à la régularité au voisinage
des sommets extérieurs et intérieurs de l’interface. Pour revenir au domaine borné Ω que nous avons
étudié intensivement dans le Chapitre 1.3.1, il ne nous reste plus qu’à regrouper ces résultats en
utilisant un procédé de localisation. De nouveau donc, nous supposons Ω ⊂ R2 partitionné en deux
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sous domaines avec Ω = Ω1 ∪ Ω2 et Ω1 ∩ Ω2 = ∅. Nous définissons la fonction σ telle que σ|Ωk
= σk,

k = 1, 2, où σ1 > 0, σ2 < 0 sont deux constantes. D’autre part, nous faisons l’hypothèse que les
frontières ∂Ω1 et ∂Ω2 sont polygonales. Ceci implique en particulier que ∂Ω est polygonale. Les
ouverts Ω1 et Ω2 sont séparés par l’interface Σ := ∂Ω1 \ ∂Ω = ∂Ω2 \ ∂Ω. La normale unitaire à Σ
dirigée de Ω1 vers Ω2 est notée n.

3.3.1 Notations

Ω1 Ω2

Σ

x1
extx1

1 x1
2

x2
extx2

1 x2
2

x1
int

α1
ext 1 α1

ext 2α1
1 α1

2

α2
1 α2

2

α1
int 2α1

int 1

α2
int 1 α2

int 2

Figure 3.9 – Notations pour l’ouvert borné : S1 = {x1
1,x

2
1} (N1 = 2), S2 = {x1

2,x
2
2} (N2 = 2),

Sint = {x1
int} (Nint = 1) et Sext = {x1

ext,x
2
ext} (Next = 2).

Commençons par décrire précisément les géométries du domaine et de l’interface, qui, comme
nous l’avons déjà observé, jouent un rôle crucial dans les résultats. Nous noterons

Sk := {x1
k, . . . ,x

Nk
k } l’ensemble des sommets de Γk := ∂Ωk \ Σ, k = 1, 2;

Sint := {x1
int, . . . ,x

Nint
int } l’ensemble des sommets de Σ;

Sext := {x1
ext, . . . ,x

Next
ext } l’ensemble des sommets de Σ ∩ ∂Ω.

Bien entendu, on peut toujours trouver des configurations pour lesquelles l’un des ensembles
ci-dessus est vide. Ceci ne posera cependant pas de problème dans la suite. Nous avons ensuite
besoin d’accéder aux angles des polygones ∂Ω1 et ∂Ω2. Pour cela, effectuons les remarques suivantes.

• Pour k = 1, 2, pour chaque xik ∈ Sk, il existe un voisinage V(xik) ⊂ R2 de xik tel que

Ωk ∩ V(xik) = Kk(xik) ∩ V(xik),

où Kk(xik) est un cône ouvert centré en xik d’ouverture αik ∈ ]0; 2π[.
• Pour k = 1, 2, pour chaque xiint ∈ Sint, il existe un voisinage V(xiint) ⊂ R2 de xiint tel que

Ωk ∩ V(xiint) = Kk(xiint) ∩ V(xiint),

où Kk(xiint) est un cône ouvert centré en xiint d’ouverture αiint k ∈ ]0; 2π[. Pour i = 1, . . . , Nint, nous
avons alors αiint 1 + αiint 2 = 2π et nous définissons αiint := αiint 1.
• Pour k = 1, 2, pour chaque xiext ∈ Sext, il existe un voisinage V(xiext) ⊂ R2 de xiext tel que

Ωk ∩ V(xiext) = Kk(xiext) ∩ V(xiext),

où Kk(xiext) est un cône ouvert centré en xiext d’ouverture αiext k ∈ ]0; 2π[. Nous définissons alors
αiext := αiext 1 et γiext := αiext 1 + αiext 2 ∈ ]0; 2π[ pour i = 1, . . . , Next.

Introduisons maintenant un système de fonctions de troncature qui va nous permettre d’étu-
dier ce qui se passe au voisinage de chacun des sommets.
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Pour k = 1, 2, int, ext et i = 1, . . . , Nk, ζik et ηik désigneront deux éléments de C ∞(Ω, [0; 1])
valant 1 au voisinage de xik ∈ Sk, 0 sur Ω\B(xik, dik) (pour un certain dik > 0), ne dépendant que
de rik (coordonnées polaires associées à xik), telles que ηikζik = ζik.

En outre, nous supposons que les supports des fonctions ηik, et par voie de conséquence, ceux
des fonctions ζik, pour k = 1, 2, int, ext et i = 1, . . . , Nk, sont disjoints. Nous ferons aussi l’hypo-
thèse que les supports des éléments ηik, et donc ceux des éléments ζik, pour k = 1, 2 et i = 1, . . . , Nk,
n’intersectent pas Σ. Définissons alors

χ := 1 −
N1∑
i=1

ζi1 −
N2∑
i=1

ζi2 −
Nint∑
i=1

ζiint −
Next∑
i=1

ζiext.

Pour m ∈ N et β⃗1 = (β1
1 , . . . , β

N1
1 , β1

int, . . . , β
Nint
int , β1

ext, . . . , β
Next
ext ) ∈ RN1+Nint+Next , nous noterons

Vm
β⃗1

(Ω1) l’ensemble des fonctions v telles que χv ∈ Hm(Ω1) et ζikv ∈ Vm
βi

k
(K1(xik)), k = 1, int, ext et

i = 1, . . . , Nk. Remarquons que cet espace ne dépend pas du choix des fonctions de troncature ζik.
Nous munirons Vm

β⃗1
(Ω1) de la norme

∥v∥Vm
β⃗1

(Ω1) := ∥χv∥Hm(Ω1) +
∑

k=1,int,ext

Nk∑
i=1

∥∥∥ζikv∥∥∥Vm

βi
k

(K1(xi
k

))
.

Pour m ∈ N et β⃗2 = (β1
2 , . . . , β

N2
2 , β1

int, . . . , β
Nint
int , β1

ext, . . . , β
Next
ext ) ∈ RN2+Nint+Next , l’espace Vm

β⃗2
(Ω2)

est défini de façon analogue.
Ces espaces à poids présentent des propriétés différentes de celles des espaces à poids que nous
avons utilisés dans les secteurs infinis. Ceci provient des fonctions de troncature qui ne permettent
de mesurer le comportement des fonctions qu’au voisinage des singularités géométriques. Par
conséquent, il existe des relations d’inclusion entre ces espaces. Plus précisément, considérons
β⃗ = (β1, . . . , βN1+Nint+Next) et γ⃗ = (γ1, . . . , γN1+Nint+Next) deux éléments de RN1+Nint+Next . Si
m ≥ n et βi−m ≤ γi−n pour i = 1, . . . , N1 +Nint+Next, alors Vm

β⃗
(Ω1) s’injecte de façon continue

dans Vn
γ⃗ (Ω1). Bien entendu, ce résultat est aussi valable pour les espaces à poids définis sur Ω2.

Pour travailler au voisinage des parties droites de Σ, introduisons (ζiΣ)NΣ
i=1 et (ηiΣ)NΣ

i=1 deux familles
de fonctions de troncature de C ∞(Ω, [0; 1]) dont les supports sont inclus dans Ω et symétriques par
rapport à Σ (de sorte que ∂nζiΣ = 0 sur Σ\Sint). Nous supposerons de plus qu’on a ηiΣζiΣ = ζiΣ, que
le support des ηiΣ ne rencontre pas S1 ∪ S2 ∪ Sint ∪ Sext et que

NΣ∑
i=1

ζiΣ +
Nint∑
i=1

ζiint +
Next∑
i=1

ζiext = 1 dans un voisinage de Σ.

Définissons la fonction ζ0 telle que

ζ0 := χ−
NΣ∑
i=1

ζiΣ de sorte que ζ0 +
N1∑
i=1

ζi1 +
N2∑
i=1

ζi2 +
NΣ∑
i=1

ζiΣ +
Nint∑
i=1

ζiint +
Next∑
i=1

ζiext = 1. (3.61)

Par construction, notons que le support de ζ0 n’intersecte pas Σ ∪ S1 ∪ S2. Introduisons enfin
η0 ∈ C ∞(Ω, [0; 1]) telle que η0ζ0 = ζ0 et telle que son support ne rencontre pas Σ ∪ S1 ∪ S2.

3.3.2 Problème considéré

Pour β⃗ = (β1
1 , . . . , β

N1
1 , β1

2 , . . . , β
N2
2 , β1

int, . . . , β
Nint
int , β1

ext, . . . , β
Next
ext ) ∈ RN1+N2+Nint+Next et m ∈

N, définissons
β⃗1 = (β1

1 , . . . , β
N1
1 , β1

int, . . . , β
Nint
int , β1

ext, . . . , β
Next
ext )

β⃗2 = (β1
2 , . . . , β

N2
2 , β1

int, . . . , β
Nint
int , β1

ext, . . . , β
Next
ext )
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ainsi que l’opérateur continu Am
β⃗

: D(Am
β⃗

) → R(Am
β⃗

) tel que Am
β⃗
u = f avec

(f1, f2) := (−σ1∆u1,−σ2∆u2);

D(Am
β⃗

) :=
{
u | (u1, u2) ∈ Vm+2

β⃗1
(Ω1) × Vm+2

β⃗2
(Ω2),

u1 = u2 sur Σ\S, σ1∂nu1 = σ2∂nu2 sur Σ\S, u1 = 0 sur Γ1 et u2 = 0 sur Γ2
}

;

R(Am
β⃗

) :=
{
f | (f1, f2) ∈ Vm

β⃗1
(Ω1) × Vm

β⃗2
(Ω2)

}
.

L’opérateur Am
β⃗

permet d’étudier le problème de transmission

Trouver (u1, u2) ∈ Vm+2
β⃗1

(Ω1) × Vm+2
β⃗2

(Ω2) tel que :
−σ1∆u1 = f1 dans Ω1
−σ2∆u2 = f2 dans Ω2
u1 − u2 = 0 sur Σ\Sint

σ1∂nu1 − σ2∂nu2 = 0 sur Σ\Sint
u1 = 0 sur Γ1
u2 = 0 sur Γ2,

(3.62)

avec (f1, f2) ∈ Vm
β⃗1

(Ω1) × Vm
β⃗2

(Ω2), réécriture de −div(σ∇u) = f . Définissons les symboles, issus
des transformées de Mellin, associés aux différents types de sommets.

Pour les éléments de S1 (sommets situés sur Γ1), nous sommes conduits à introduire, pour
i = 1, . . . , N1, le symbole L i

1(λ) : D(L i
1) → Hm(

]
0;αi1

[
) tel que L i

1(λ)φ = −σ1(λ2 + d2
θ)φ avec

D(L i
1) :=

{
φ ∈ Hm+2(

]
0;αi1

[
) |φ(0) = φ(αi1) = 0

}
.

De même, pour les sommets de S2, pour i = 1, . . . , N2, nous aurons besoin de l’opérateur L i
2(λ) :

D(L i
2) → Hm(

]
0;αi2

[
) tel que L i

2(λ)φ = −σ2(λ2 + d2
θ)φ avec

D(L i
2) :=

{
φ ∈ Hm+2(

]
0;αi2

[
) |φ(0) = φ(αi2) = 0

}
.

Pour xi ∈ Sint (sommets intérieurs situés sur Σ), pour i = 1, . . . , Nint, nous nous servirons du
symbole L i

int(λ) : D(L i
int) → R(L i

int) tel que L i
int(λ)φ = g avec

(g1, g2) := (−σ1(λ2 + d2
θ)φ1,−σ2(λ2 + d2

θ)φ2) ;

D(L i
int) :=

{
φ ∈ H1(]0; 2π[) | (φ1, φ2) ∈ Hm+2(

]
0;αiint

[
) × Hm+2(

]
αiint; 2π

[
), φ1(0) = φ2(2π),

σ1dθφ1(0) = σ2dθφ2(2π) et σ1dθφ1(αiint) = σ2dθφ2(αiint)
}
;

R(L i
int) :=

{
g ∈ L2(]0; 2π[) | (g1, g2) ∈ Hm(

]
0;αiint

[
) × Hm(

]
αiint; 2π

[
)
}
.

Enfin, pour xi ∈ Sext (sommets extérieurs situés sur Σ ∩ ∂Ω), pour i = 1, . . . , Next, définissons
l’opérateur L i

ext(λ) : D(L i
ext) → R(L i

ext) tel que L i
ext(λ)φ = g avec

(g1, g2) := (−σ1(λ2 + d2
θ)φ1,−σ2(λ2 + d2

θ)φ2) ;

D(L i
ext) :=

{
φ ∈ H1

0(
]
0; γiext

[
) | (φ1, φ2) ∈ Hm+2(

]
0;αiext

[
) × Hm+2(

]
αiext; γiext

[
),

σ1dθφ1(αiext) = σ2dθφ2(αiext)
}
;

R(L i
ext) :=

{
g ∈ L2(

]
0; γiext

[
) | (g1, g2) ∈ Hm(

]
0;αiext

[
) × Hm(

]
αiext; γiext

[
)
}
.

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le résultat qui nous intéresse dans cette section.
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3.3.3 Résultat de régularité dans l’ouvert borné

Théorème 3.3.1 Supposons κσ ̸= −1. L’opérateur Am
β⃗

: D(Am
β⃗

) → R(Am
β⃗

) est de type Fredholm
si et seulement si toutes les propriétés suivantes sont vraies.

– Pour i = 1, . . . , N1, L i
1 n’a pas de valeur propre sur la droite ℜe λ = −βi1 +m+ 1.

– Pour i = 1, . . . , N2, L i
2 n’a pas de valeur propre sur la droite ℜe λ = −βi2 +m+ 1.

– Pour i = 1, . . . , Nint, L i
int n’a pas de valeur propre sur la droite ℜe λ = −βiint +m+ 1.

– Pour i = 1, . . . , Next, L i
ext n’a pas de valeur propre sur la droite ℜe λ = −βiext +m+ 1.

Si l’une des propriétés précédentes n’est pas vérifiée alors Am
β⃗

n’est pas à image fermée dans R(Am
β⃗

).

Remarque 3.3.2 Ce théorème ne précise pas la valeur de l’indice de l’opérateur Am
β⃗

dans le cas
où ce dernier est de type Fredholm. Indiquons simplement que l’indice dépend des poids associés
à chacune des singularités géométriques du domaine. Nous étudierons plus en détail cette question
dans le Chapitre 5.

Pour démontrer que Am
β⃗

est Fredholm, nous procéderons en deux grandes étapes. Une estimation a
priori nous permettra de prouver que dim kerAm

β⃗
< ∞ et que Am

β⃗
est à image fermée. Nous mon-

trerons ensuite que dim cokerAm
β⃗
< ∞ en construisant un inverse à droite (modulo un opérateur

compact) pour Am
β⃗

.

Preuve. Supposons d’abord les hypothèses sur les différents symboles vérifiées. Établissons
une estimation a priori pour les éléments de D(Am

β⃗
). Donnons-nous u ∈ D(Am

β⃗
).

L’inversibilité locale de Am
β⃗

sur Ω1 et sur Ω2 implique l’existence d’une constante C > 0 in-
dépendante de u telle que∑

k=1,2
∥ζ0uk∥Hm+2(Ωk) ≤ C

( ∑
k=1,2

∥div(σ∇(ζ0uk))∥Hm(Ωk)

)
. (3.63)

D’après le Théorème 3.1.8, on a également pour i = 1, . . . , NΣ,∑
k=1,2

∥∥∥ζiΣuk∥∥∥Hm+2(Ωk)
≤ C

( ∑
k=1,2

∥∥∥div(σ∇(ζiΣuk))
∥∥∥

Hm(Ωk)

)
. (3.64)

Pour k = 1, 2, pour i = 1, . . . , Nk, on a classiquement, (cf. [102, théorème 6.1.1]), puisqu’on a
supposé l’hypothèse sur L i

k vérifiée,∥∥∥ζiku∥∥∥Vm+2
βi

k

(Kk(xi
k

))
≤ C

∥∥∥div(σ∇(ζiku))
∥∥∥

Vm

βi
k

(Kk(xi
k

))
. (3.65)

Pour i = 1, . . . , Nint, le Théorème 3.2.7 et l’hypothèse sur L i
int donnent l’estimation∑

k=1,2

∥∥∥ζiintuk∥∥∥Vm+2
βi

int

(Kk(xi
int))

≤ C
( ∑
k=1,2

∥∥∥div(σ∇(ζiintuk))
∥∥∥

Vm

βi
int

(Kk(xi
int))

)
. (3.66)

Pour i = 1, . . . , Next, c’est le Théorème 3.2.3 qui indique∑
k=1,2

∥∥∥ζiextuk∥∥∥Vm+2
βi

ext

(Kk(xi
ext))

≤ C
( ∑
k=1,2

∥∥∥div(σ∇(ζiextuk))
∥∥∥

Vm

βi
ext

(Kk(xi
ext))

)
. (3.67)

Travaillons maintenant sur les membres de gauche dans (3.63), (3.64), (3.65), (3.66) et (3.67). Pour
k = 1, 2, on prouve de façon usuelle l’estimation

∥div(σ∇(ζ0uk))∥Hm(Ωk) ≤ C (∥η0 div(σ∇uk)∥Hm(Ωk) + ∥η0uk∥Hm+1(Ωk)). (3.68)
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De même, pour k = 1, 2 et i = 1, . . . , NΣ, on obtient∥∥∥div(σ∇(ζiΣuk))
∥∥∥

Hm(Ωk)
≤ C (

∥∥∥ηiΣ div(σ∇uk)
∥∥∥

Hm(Ωk)
+
∥∥∥ηiΣuk∥∥∥Hm+1(Ωk)

). (3.69)

Pour k = 1, 2 et i = 1, . . . , Nk, on peut écrire∥∥∥div(σ∇(ζiku))
∥∥∥

Vm

βi
k

(Kk(xi
k

))
≤ C (

∥∥∥ηik div(σ∇uk)
∥∥∥

Vm

βi
k

(Kk(xi
k

))
+
∥∥∥ηikuk∥∥∥Vm+1

βi
k

(Kk(xi
k

))
). (3.70)

Enfin, pour j = int, ext, k = 1, 2 et i = 1, . . . , Nj , on a∥∥∥div(σ∇(ζijuk))
∥∥∥

Vm

βi
j

(Kk(xi
j))

≤ C (
∥∥∥ηij div(σ∇uk)

∥∥∥
Vm

βi
j

(Kk(xi
j))

+
∥∥∥ηijuk∥∥∥Vm+1

βi
j

(Kk(xi
j))

). (3.71)

En utilisant (3.68), (3.69), (3.70), (3.71) dans (3.63), (3.64), (3.65), (3.66), (3.67), on déduit l’esti-
mation a priori ∑

k=1,2
∥uk∥Vm+2

β⃗k
(Ωk) ≤ C

( ∑
k=1,2

∥div(σ∇uk)∥Vm
β⃗k

(Ωk) + ∥uk∥Vm+1
β⃗k

(Ωk)

)
. (3.72)

Or d’après [102, lemme 6.2.1], pour k = 1, 2, l’espace Vm+2
β⃗k

(Ω) s’injecte de façon compacte dans
Vm+1
β⃗k

(Ω). En utilisant le Lemme 1.3.5 dû à J. Peetre, nous déduisons que si les hypothèses sur les
symboles sont vérifiées alors Am

β⃗
possède un noyau de dimension finie et son image est fermée dans

R(Am
β⃗

).

Pour montrer que Am
β⃗

est Fredholm, il ne reste plus qu’à prouver que dim cokerAm
β⃗

< ∞.
Nous allons faire cela en construisant une paramétrix à droite, i.e. un inverse à droite modulo un
opérateur compact, pour Am

β⃗
. En d’autres termes, nous allons construire un opérateur linéaire et

continu Rd : R(Am
β⃗

) → D(Am
β⃗

) tel qu’on ait Am
β⃗
Rd = IdR +KR où IdR désigne l’identité de R(Am

β⃗
),

et KR un opérateur compact de R(Am
β⃗

). Cette méthode est présentée dans [119, §4.1.2 p. 102],
[102, §3.4.3 p. 88] ainsi que dans les ouvrages consacrés aux opérateurs pseudo-différentiels ([75]
ou [95, tome III] par exemple). C’est également la démarche qui est proposée dans la conclusion de
[72], papier où l’idée de l’utilisation des techniques de type Mellin dans l’étude des problèmes de
transmission avec changement de signe a été introduite.

Commençons la construction de la paramétrix à droite. Grâce à l’inversibilité locale de Am
β⃗

sur Ω1 et sur Ω2, on peut construire un opérateur continu R0 tel que ζ0R0η0 : R(Am
β⃗

) → D(Am
β⃗

)
vérifie

Am
β⃗
ζ0R0η0 = ζ0IdR +K0,

où K0 est un opérateur compact de R(Am
β⃗

).

De même, pour k = 1, 2,Σ, int, ext et i = 1, . . . , Nk, en utilisant notamment les Théorèmes
3.1.8, 3.2.7, 3.2.3, on peut prouver qu’il existe un opérateur continu Rik : R(Am

β⃗
) → D(Am

β⃗
) tel que

Am
β⃗
ζikR

i
kη
i
k = ζikIdR +Ki

k,

où Ki
k est un opérateur compact de R(Am

β⃗
).

Définissons alors

Rd := ζ0R0η0 +
N1∑
i=1

ζi1R
i
1η
i
1 +

N2∑
i=1

ζi2R
i
2η
i
2 +

NΣ∑
i=1

ζiΣR
i
Ση

i
Σ +

Nint∑
i=1

ζiintR
i
intη

i
int +

Next∑
i=1

ζiextR
i
extη

i
ext.
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L’opérateur Rd : R(Am
β⃗

) → D(Am
β⃗

) est linéaire et continu et l’on a

Am
β⃗
Rd − IdR = K0 +

∑
k=1,2,Σ,int,ext

Nk∑
i=1

Ki
k := KR

d’après (3.61). Ceci permet de prouver, de façon classique, que dim cokerAm
β⃗
< ∞. Détaillons un peu

ce point pour le plaisir (cf. [151, théorème 12.5]). Puisque Am
β⃗

est un opérateur à image fermée, nous
savons que cokerAm

β⃗
est isomorphe à kerAm

β⃗
∗. Mais kerAm

β⃗
∗ ⊂ ker (Am

β⃗
Rd)∗ = ker (IdR +KR)∗ où

KR est un opérateur compact de R(Am
β⃗

). PuisqueK∗
R est également compact, on déduit du théorème

de Riesz que dim ker (IdR+KR)∗ < ∞. Par conséquent, on a bien dim cokerAm
β⃗

= dim kerAm
β⃗

∗ < ∞.

Étudions maintenant le cas où l’une des hypothèses du Théorème 3.3.1 concernant les sym-
boles n’est pas vérifiée. Nous souhaitons montrer qu’alors l’opérateur Am

β⃗
n’est pas à image fermée.

En raisonnant par l’absurde, supposons que Am
β⃗

soit de type Fredholm. D’après le Théorème 3.3.3 ci-
après, il existe une paramétrix à gauche pour Am

β⃗
. Autrement dit, il existe Rg ∈ L(R(Am

β⃗
),D(Am

β⃗
))

tel que RgAmβ⃗ = IdD + KD où IdD désigne l’identité de D(Am
β⃗

), et KD un opérateur compact de
D(Am

β⃗
). Pour simplifier les notations, pour u ∈ D(Am

β⃗
) et f ∈ R(Am

β⃗
), définissons

∥u∥D :=
∑
k=1,2

∥uk∥Vm+2
β⃗k

(Ωk) et ∥f∥R :=
∑
k=1,2

∥fk∥Vm
β⃗k

(Ωk) .

Nous avons alors, pour tout u ∈ D(Am
β⃗

),

∥u∥D ≤ C
(
∥Am

β⃗
u∥R + ∥KDu∥D

)
. (3.73)

Par hypothèse, il existe k ∈ {1, 2, int, ext} et i ∈ {1, . . . , Nk} tels que L i
k possède une valeur propre

sur la droite ℜe λ = −βik+m+1. Pour simplifier, nous notons (r, θ) au lieu de (rik, θik) les coordonnées
polaires associées à xik. Introduisons une fonction de troncature Ξ ∈ C ∞(R), telle que Ξ(t) = 1
pour t < −1 et Ξ(t) = 0 pour t > 0. Définissons un(r, θ) := Ξn(r)ζik(r)r−βi

k+m+1+iµφ(θ) où φ est
un vecteur propre de L i

k(−βik + m + 1 + iµ) et Ξn(r) := Ξ(| ln r| − n), n ∈ N∗. En particulier, Ξn
est égale à 0 pour r ∈ [0; e−n] et à 1 pour r ∈ [e−n+1; +∞[. Par construction, pour tout n ∈ N∗, un
appartient à D(Am

β⃗
) et un calcul direct montre que

∥un∥D −→
n→+∞

+∞ et ∥Am
β⃗
un∥R ≤ C.

Définissons wn := un/ ∥un∥D . On a Am
β⃗
wn → 0 lorsque n → +∞. D’autre part, puisque (wn) est

bornée dans D(Am
β⃗

), on peut extraire une sous-suite, également notée (wn), qui converge faiblement
dans D(Am

β⃗
). Puisque KD est compact, on a KDwn → 0 lorsque n → +∞. Ceci contredit (3.73) et

montre que Am
β⃗

n’est pas de type Fredholm. Par ailleurs, les valeurs propres des symboles forment
des ensembles discrets (voir notamment les Propositions 3.2.8 et 3.2.4). Par conséquent, on peut
toujours trouver γ⃗ = (γ1

1 , . . . , γ
N1
1 , γ1

2 , . . . , γ
N2
2 , γ1

int, . . . , γ
Nint
int , γ1

ext, . . . , γ
Next
ext ) ∈ RN1+N2+Nint+Next

avec βik ≤ γik pour k = 1, 2, int, ext et i = 1, . . . , Nk tel que Amγ⃗ soit de type de Fredholm. Puisque
kerAm

β⃗
⊂ kerAmγ⃗ , on déduit que kerAm

β⃗
est de dimension finie. Mais on peut montrer que si Am

β⃗

vérifie l’estimation (3.73) alors Am
β⃗

possède un noyau de dimension finie et son image est fermée
dans R(Am

β⃗
). Ce termine de prouver que Am

β⃗
n’est pas à image fermée lorsqu’une des hypothèses

sur les symboles n’est pas satisfaite.

Plus généralement, concernant les paramétrix, on a le résultat suivant ([151, théorème 12.5], [104,
chapitre 5], [116, lemme 2.23]).
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Théorème 3.3.3 Considérons un opérateur A ∈ L(X,Y) où X et Y sont deux espaces de Banach.
⋄ Si A possède une paramétrix à gauche, i.e. s’il existe un opérateur Rg ∈ L(Y,X) tel que RgA =
IdX +KX, où KX ∈ L(X,X) est un opérateur compact, alors kerA est de dimension finie, et imA
est fermée dans Y.
⋄ Si A possède une paramétrix à droite, i.e. s’il existe un opérateur Rd ∈ L(Y,X) tel que ARd =
IdY +KY, où KY ∈ L(Y,Y) est un opérateur compact, alors imA est fermée dans Y et Y/imA est
de dimension finie.
⋄ Si A possède une paramétrix à gauche et une paramétrix à droite, alors A est de type Fredholm,
et la réciproque est également vraie. Dans ce cas, on peut prendre Rg = Rd.

3.3.4 Asymptotique de la solution en domaine borné

Dans ce paragraphe, nous utilisons les résultats des paragraphes précédents pour étudier la ré-
gularité des solutions variationnelles appartenant à H1

0(Ω). Pour éviter d’alourdir la présentation en
manipulant des notations compliquées, nous travaillons dans une géométrie particulière. Néanmoins,
la démarche que nous présentons peut être adoptée dans une géométrie quelconque.

O

Ω1

π/4
Ω2

Figure 3.10 – Géométrie du domaine.

Considérons la géométrie de la Figure 3.10. Plus précisément, notons (r, θ) les coordonnées polaires
associées au sommet O et définissons

Ω := { (r cos θ, r sin θ) | 0 < r < 1, 0 < θ < π };
Ω1 := { (r cos θ, r sin θ) | 0 < r < 1, π/4 < θ < π };
Ω2 := { (r cos θ, r sin θ) | 0 < r < 1, 0 < θ < π/4 }.

Donnons-nous un terme source f appartenant à L2(Ω) et introduisons le problème

Trouver u ∈ H1
0(Ω) tel que

−div(σ∇u) = f dans Ω. (3.74)

D’après le Théorème 1.4.2 du Chapitre 1, nous savons que le problème (3.74) possède une unique
solution u lorsque κσ = σ2/σ1 n’appartient pas à [−1; −1/3]. En utilisant le Théorème 3.1.4, on
peut montrer que u est de régularité H2 de part et d’autre de l’interface, en dehors d’un voisinage
de O. Dans la suite, nous allons préciser la régularité de u en O. Dans cette optique, pour m ∈ N et
β ∈ R, nous définissons l’espace à poids Vm

β (Ω) comme la fermeture de C ∞
0 (Ω \ {O}) pour la norme

∥v∥Vm
β

(Ω) :=

 ∑
|α|≤m

∥∥∥r|α|−m+β∂αxv
∥∥∥2

Ω

1/2

. (3.75)

Les espaces Vm
β (Ω1) et Vm

β (Ω2) sont définis de la même façon. Nous noterons V̊m
β (Ω) la fermeture

de C ∞
0 (Ω) pour la norme (3.75). On a V0

0(Ω) = L2(Ω). Usuellement, en utilisant l’inégalité de
Friedrichs ∥r−1v∥Ω ≤ C ∥∇v∥Ω pour tout v ∈ V̊1

0(Ω), on prouve qu’on a V̊1
0(Ω) = H1

0(Ω). Par
conséquent, la solution u du problème (3.74) appartient à V̊1

0(Ω). Définissons les secteurs infinis

K := { (r cos θ, r sin θ) | 0 < r < ∞, 0 < θ < π };
K1 := { (r cos θ, r sin θ) | 0 < r < ∞, π/4 < θ < π };
K2 := { (r cos θ, r sin θ) | 0 < r < ∞, 0 < θ < π/4 }.
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Introduisons ζ ∈ C ∞(R, [0; 1]) une fonction de troncature telle que ζ(r) = 1 pour r ≤ 1/2 et
ζ(r) = 0 pour r ≥ 3/4. Définissons ensuite

g := div (σ∇(ζu)) = ζf + 2∇ζ · ∇u+ udiv (σ∇ζ).

Confondons g et son prolongement par 0 à K. Cette fonction appartient à V0
0(K). En réalité,

puisqu’elle est à support borné, elle constitue un élément de V0
β(K) pour tout β > 0. Pour κσ ∈

]−∞; −1[ ∪ ]−1/3; 0[, on vérifie que le symbole L défini dans le §3.2.2 n’a pas de valeur propre sur
la droite ℜe λ = 0 (utiliser la Figure 3.4 à gauche). Par conséquent, d’après le Théorème 3.2.3, il
existe un unique v ∈ D(C0

1 ) tel que C0
1v = g. En utilisant la relation∫

K
σ∇(ζu− v) · ∇w dx = 0, ∀w ∈ D(C0

1 ),

et la technique de la T-coercivité du Théorème 1.2.7, on déduit ζu = v ∈ D(C0
1 ). Ceci montre

que uk appartient à V2
1(Ωk) pour k = 1, 2. En reprenant les calculs du point ii) du §3.1.5, on

observe que L ne possède pas de valeur propre sur la droite ℜe λ = 1. D’autre part, L possède
une unique valeur propre dans la bande du plan complexe {λ ∈ C | 0 < ℜe λ < 1} si et seulement si
κσ ∈ ]−1/3; 0[. Par conséquent, nous pouvons énoncer les résultats suivants.

⋄ Lorsque κσ ∈ ]−∞; −1[, en vertu du Théorème 3.2.5, la solution u est telle que uk appar-
tient à V2

0(Ωk) pour k = 1, 2. Puisque, V2
0(Ωk) ⊂ H2(Ωk), on déduit uk ∈ H2(Ωk) pour k = 1, 2.

⋄ Lorsque κσ ∈ ]−1/3; 0[, mis à part pour certains termes source particuliers, nous allons
voir que le supplément de régularité pour u peut être très médiocre. Pour ces valeurs du contraste,
d’après les calculs du point ii) du §3.1.5, dans {λ ∈ C | 0 < ℜe λ < 1}, le symbole L possède la
valeur propre ξ avec

ξ := 2
π

arcos(ρ) et ρ :=
κσ − 1

2(κσ + 1)
.

On peut vérifier que ξ parcourt ]0; 2/3[ lorsque κσ varie dans ]−1/3; 0[. Introduisons φ un vecteur
propre associé à la valeur propre ξ :

φ(θ)|]0;π/4[ = sin(ξθ)/ sin(ξπ/4) et φ(θ)|]π/4;π[ = sin(ξ(π − θ))/ sin(3ξπ/4). (3.76)

Pour établir le résultat de décomposition de u, en vertu de la Remarque 3.1.19, nous avons besoin
de démontrer le lemme suivant.

Lemme 3.3.4 Pour tout κσ = σ2/σ1 ∈ ]−1/3; 0[, on a
∫ π

0 σ(θ)φ(θ)2dθ ̸= 0 1.

Preuve. Notons
I1(ξ) :=

∫ π

π/4
φ(θ)2dθ et I2(ξ) :=

∫ π/4

0
φ(θ)2dθ,

où φ est définie en (3.76). Nous allons prouver que σ1I1(ξ) + σ2I2(ξ) > 0 pour tout ξ ∈]0; 2/3[.
Observons que σ1I1+σ2I2 = σ1(I1+κσI2) > σ1(I1−I2). Étudions donc la fonction ξ 7→ I1(ξ)−I2(ξ).
Un calcul explicite utilisant la définition (3.76) donne

I1(ξ) =
sin(3ξπ/2) − 3ξπ/2
2ξ(cos(3ξπ/2) − 1)

et I2(ξ) =
sin ξπ/2 − ξπ/2
2ξ(cos ξπ/2 − 1)

.

Définissons h(x) := (sin x − x)/(cosx − 1). On a 2ξ(I1(ξ) − I2(ξ)) = h(3ξπ/2) − h(ξπ/2). Il suffit
donc de prouver que h est une fonction croissante sur ]0;π[. On calcule h′(x) = (2 − 2 cosx −
x sin x)/(cosx − 1)2. Définissons ha(x) = 2 − 2 cosx − x sin x. On trouve h′

a(x) = sin x − x cosx
et h′′

a(x) = x sin x. On déduit, successivement, h′
a > 0 et h′ > 0. Ainsi h est bien une fonction

croissante sur ]0;π[. Ceci permet de conclure.

1. Ici, θ 7→ σ(θ) est la fonction telle que σ(θ)|]0;π/4[ = σ2 et σ(θ)|]π/4;π[ = σ1.
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D’après le Théorème 3.2.5, lorsque κσ ∈ ]−1/3; 0[, la fonction ζu admet donc la décomposition

ζu = c rξφ(θ) + û

où la fonction û ∈ V̊1
−1(K) est telle que ûk ∈ V2

0(Kk), k = 1, 2. En écrivant u = ζu + (1 − ζ)u, on
déduit qu’on a

u = c ζrξφ(θ) + ũ (3.77)

où la fonction ũ ∈ H1
0(Ω) est telle que ũk ∈ V2

0(Ωk) ⊂ H2(Ωk), k = 1, 2. Ceci montre que le
supplément de régularité pour la solution variationnelle u ∈ H1

0(Ω) peut être très faible. En ef-
fet, d’une part, on a ξ → 0+ lorsque κσ → −1/3+. D’autre part, pour k = 1, 2, lorsque ξ /∈ N,
la fonction (r, θ) 7→ rξφ(θ) appartient à H1+s(Ωk), si et seulement si ξ > s (cf. [88, théorème 1.2.18]).

À présent, nous souhaitons donner une expression explicite du coefficient c apparaissant dans
la décomposition (3.77). Définissons ψ := aφ où a est la constante telle que 2ξ

∫ π
0 aσ(θ)φ(θ)2dθ = 1.

Introduisons s la fonction telle que
s = r−ξψ(θ) + s̃. (3.78)

où s̃ est l’unique fonction 2 de H1(Ω) vérifiant div (σ∇s̃) = 0 p.p. dans Ω et s̃ = −r−ξψ(θ) p.p. sur
∂Ω. Puisque 0 < ξ < 2/3, la fonction x 7→ r−ξψ(θ) appartient à L2(Ω)\H1(Ω). Cela prouve que s
n’est pas nulle. Résumons les propriétés vérifiées par s. On a s ̸= 0, s ∈ L2(Ω)\H1(Ω), div (σ∇s) = 0
p.p. dans Ω et s = 0 p.p. sur ∂Ω. Définissons ensuite le domaine Ωδ := Ω\B(O, δ) où B(O, δ) désigne
la boule ouverte de centre O et de rayon δ. En intégrant par parties sur Ωδ, en dehors donc d’un
voisinage du point singulier O, nous pouvons écrire∫

Ωδ

fs dx =
∫

Ωδ

udiv (σ∇s) − sdiv (σ∇u) dx

=
∫
∂Ωδ

uσ∂ns− sσ∂nu dγx =
∫
∂B(O,δ)∩Ω

uσ∂ns− sσ∂nu dγx.

Puisque ∂n = −∂r sur ∂B(O, δ) ∩ Ω, nous obtenons, lorsque δ → 0,∫
∂B(O,δ)∩Ω

uσ∂ns− sσ∂nu dγx

=
∫
∂B(O,δ)∩Ω

(
c ξσ(θ)rξφ(θ)r−ξ−1ψ(θ) + c ξσ(θ)r−ξψ(θ)rξ−1φ(θ)

)
rdθ + o(1)

= c 2ξ
∫ π

0
σ(θ)φ(θ)ψ(θ) dθ + o(1) = c+ o(1).

En passant à la limite lorsque δ → 0, on déduit que le coefficient de singularité dans (3.77) a pour
expression

c = (f, s)Ω.

En particulier, ce coefficient dépend continûment du terme source f .

Nous allons nous arrêter ici pour ce premier contact avec les résultats de régularité des solu-
tions du problème de transmission avec changement de signe. Le lecteur qui brûle d’impatience
d’en savoir plus pourra passer directement aux Chapitres 5 et 8. Dans le premier de ces deux
chapitres, nous chercherons à définir un cadre fonctionnel lorsque des valeurs propres du symbole
L sont situées sur l’axe imaginaire. Dans le second, nous nous servirons du travail que nous venons
d’accomplir pour établir un résultat de compacité utile à l’étude des équations de Maxwell en 2D.

2. Pour cette géométrie très particulière, on s̃(x) = (r−ξ − rξ)ψ(θ). Nous donnons néanmoins ce procédé de
construction pour pouvoir travailler dans des domaines plus quelconques.
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Introduction

D
ans le Chapitre 2, nous avons présenté une méthode numérique, basée sur la dissipation,
permettant d’approcher la solution du problème de transmission scalaire (P) « trouver
u ∈ H1

0(Ω) tel que −div (σ∇u) = f » lorsque ce dernier est bien posé. Rappelons l’idée
de cette méthode. En ajoutant une petite partie imaginaire à σ, positive sur tout le domaine et
modélisée par un paramètre γ, on obtient un nouveau problème (Pγ) toujours bien posé. On
discrétise ensuite (Pγ) et on prouve que la solution approchée de ce problème converge vers
la solution de (P). Dans cette approche, nous nous servons de la dissipation comme d’un outil
pour développer une méthode d’approximation numérique que l’on peut voir comme une méthode
de pénalisation. Dans ce chapitre, nous souhaitons revenir sur cette notion de dissipation et
lui donner un sens physique. Plus précisément, nous nous intéresserons à la question de la modé-
lisation de l’absorption dans les matériaux négatifs, question qui, nous le verrons, n’a rien d’évident.

Dans un deuxième temps, nous étudierons le comportement de la suite des solutions du pro-
blème dissipatif (Pγ). Comme nous le détaillerons dans le Chapitre 7, les équations de Maxwell en
2D se ramènent à des problèmes scalaires de la forme

div(σ∇u) + ω2 ς u = f dans Ω, (4.1)

avec (σ, ς) égal à (ε−1, µ) ou (µ−1, ε). Ci-dessus, f désigne le terme source. Dans le Chapitre 1,
nous avons démontré que ces problèmes peuvent être mal posés dans les cadres fonctionnels usuels
correspondant à des champs physiques d’énergie finie et ce, pour toute valeur de la pulsation ω.
C’est notamment le cas pour certains jeux de paramètres physiques lorsque l’interface entre le
matériau positif (vide, diélectrique,...) et le matériau négatif (métal, métamatériau,...) présente des
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104 Chapitre 4. Milieux négatifs et dissipation

singularités géométriques. D’un point de vue physique, il est difficile de comprendre ces problèmes
mal posés. Néanmoins, nous pouvons imaginer raisonnablement que pour ces configurations, les
équations aux dérivées partielles sur lesquelles nous travaillons ne modélisent plus correctement ce
que l’on observe en réalité. Pour faire face à cette faiblesse du modèle, il est possible d’invoquer
la dissipation (ou absorption) de tout milieu physique. Les paramètres physiques ne sont pas
purement réels. Ils possèdent une partie imaginaire non nulle qui va assurer le caractère bien posé
des équations de Maxwell. Cependant pour les applications, les physiciens aimeraient limiter au
maximum les pertes en travaillant avec des matériaux aussi peu dissipatifs que possible. C’est
pourquoi nous sommes conduits à étudier la question du comportement de la suite de solutions du
problème avec dissipation. Pour simplifier la présentation, nous nous concentrerons sur le problème
scalaire associé aux équations de Maxwell en 2D, et plus précisément, sur la partie principale de
l’opérateur associé à ce problème.

Notre plan sera le suivant. Nous commencerons par rappeler ce que nous appelons problème
dissipatif. Dans un second temps, nous présenterons quelques modèles de permittivités et per-
méabilités négatives permettant de justifier la pertinence des équations que nous utilisons pour
modéliser le problème dissipatif. Dans ce travail, nous effectuerons une étude énergétique en régime
temporel pour montrer que le choix d’une partie imaginaire uniformément positive pour la permit-
tivité et la perméabilité est cohérent avec la physique. Dans la Section 4.3, nous nous intéresserons
au comportement de la suite des solutions du problème avec absorption. Enfin, dans le dernier
paragraphe, nous démontrerons un résultat utile à la preuve de la convergence de la méthode
numérique utilisant la dissipation.

4.1 Position du problème, notations

Rappelons la configuration considérée. Donnons-nous Ω un domaine borné de R2 tel que Ω =
Ω1 ∪ Ω2, où Ω1 et Ω2 sont deux domaines vérifiant Ω1 ∩ Ω2 = ∅. Pour k = 1, 2, introduisons
Γk := ∂Ω ∩ ∂Ωk. Nous appelons interface l’ensemble Σ := ∂Ω1\Γ1 = ∂Ω2\Γ2. De façon générale, si
O est un ouvert de R2, nous notons (·, ·)O les produits scalaires de L2(O) et (L2(O))2, et ∥ · ∥O les
normes associées. Nous définissons ∥ · ∥H1

0(Ω) := ∥∇ · ∥Ω. Par ailleurs, ⟨·, ·⟩Ω désignera le crochet de
dualité H−1(Ω) × H1

0(Ω). Nous noterons L(H1
0(Ω),H1

0(Ω)) l’espace des opérateurs bornés de H1
0(Ω)

dans H1
0(Ω) et nous le munirons de la norme

∥A∥ := sup
v∈H1

0(Ω)\{0}

∥Av∥H1
0(Ω)

∥v∥H1
0(Ω)

, ∀A ∈ L(H1
0(Ω),H1

0(Ω)) .

Introduisons σk ∈ L∞(Ωk), k = 1, 2, deux fonctions à valeurs réelles telles que

σ1 ≥ c1 > 0 p.p. dans Ω1 et σ2 ≤ c2 < 0 p.p. dans Ω2,

où c1 et c2 sont des constantes. Définissons σ ∈ L∞(Ω) de la façon suivante : σ := σk dans Ωk,
k = 1, 2. Pour un terme source f dans H−1(Ω) donné, réintroduisons alors le problème non dissipatif

(P) Trouver u ∈ H1
0(Ω) tel que

−div(σ∇u) = f dans Ω.

De façon usuelle, u est solution du problème (P) si, et seulement si, u vérifie « trouver u ∈ H1
0(Ω)

tel que a(u, v) = ⟨f, v⟩Ω pour tout v ∈ H1
0(Ω) », avec a(u, v) = (σ∇u,∇v)Ω. Avec le théorème de

représentation de Riesz, introduisons l’opérateur continu A : H1
0(Ω) → H1

0(Ω) défini par

(∇(Au),∇v)Ω = a(u, v), ∀u, v ∈ H1
0(Ω).
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Classiquement, c’est-à-dire dans le cas des matériaux positifs, on modélise l’absorption du milieu
en ajoutant une partie imaginaire non nulle à la permittivité diélectrique ε et à la perméabilité
magnétique µ. Pour aller dans ce sens, définissons donc

σγ := σ + iγ|σ| avec γ > 0. (4.2)

Ci-dessus, le paramètre γ représente la dissipation du milieu. Nous allons justifier dans le prochain
paragraphe le choix d’une partie imaginaire uniformément positive sur le domaine. Nous appellerons
problème dissipatif le problème

(Pγ) Trouver uγ ∈ H1
0(Ω) tel que

−div(σγ∇uγ) = f dans Ω.

Introduisons la forme sesquilinéaire aγ telle que aγ(u, v) = (σγ∇u,∇v)Ω pour tout u, v ∈ H1
0(Ω)

ainsi que l’opérateur continu Aγ : H1
0(Ω) → H1

0(Ω) défini par

(∇(Aγu),∇v)Ω = aγ(u, v), ∀u, v ∈ H1
0(Ω). (4.3)

L’étude du problème dissipatif est relativement simple. En effet, on a la

Proposition 4.1.1 Pour tout γ > 0, l’opérateur Aγ : H1
0(Ω) → H1

0(Ω) définit un isomorphisme.
D’autre part, il existe une constante C indépendante de γ telle que ∥(Aγ)−1∥ ≤ C/γ pour tout
γ > 0.

Preuve. Pour démontrer ce résultat, il suffit d’appliquer le théorème de Lax-Milgram en observant
que pour tout u ∈ H1

0(Ω), on a

|aγ(u, u)| ≥ |ℑmaγ(u, u)| ≥ γmin(c1, |c2|)∥u∥2
H1

0(Ω).

On déduit alors ∥(Aγ)−1∥ ≤ 1/(γmin(c1, |c2|).

Avant d’aller plus loin, nous allons revenir sur cette notion de dissipation en lui donnant un sens
physique.

4.2 Modélisation de la dissipation

Considérons un matériau caractérisé par sa permittivité diélectrique εγ et sa perméabilité ma-
gnétique µγ . Dans cette notation, l’indice γ fait référence à la dissipation. Les fonctions εγ et µγ
dépendent de la fréquence et sont a priori à valeurs complexes. Ces coefficients physiques à valeurs
complexes prennent sens lorsqu’on revient en régime temporel en effectuant une transformée de
Fourier inverse. Notons ε et µ les parties réelles de εγ et µγ . Comme nous l’avons indiqué pré-
cédemment, on modélise usuellement l’absorption d’un matériau pour lequel la permittivité et la
perméabilité sont positives en ajoutant une partie imaginaire positive à ε et à µ. On peut vérifier
que cette modélisation concorde avec la physique en un sens que nous préciserons dans le §4.2.3.
Dans cette section, nous souhaitons justifier que le choix

εγ := ε+ iγ|ε|, γ > 0, (4.4)
µγ := µ+ iγ|µ|, γ > 0, (4.5)

lorsque ε et/ou µ change(nt) de signe est également cohérent avec la physique. Pour ce faire,
nous allons présenter quelques modèles de permittivités et perméabilités, pour différents matériaux,
extraits de [3].
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4.2.1 Modèles conduisant à des permittivités négatives

Modèle de Drude pour les métaux

Le modèle de Drude consiste à considérer que les électrons dans un métal sont libres de se déplacer
sans subir de force de la part du noyau. Ils forment alors une sorte de gaz que l’on peut assimiler à
un plasma. Dans ce modèle, le déplacement r de l’électron soumis à un champ électrique E vérifie

mr̈ = −mγṙ − eEe−iωt. (4.6)

Dans cette équation,m désigne la masse de l’électron et −e sa charge. Le terme −eEe−iωt correspond
à la force subie par l’électron et −mγṙ désigne une force d’amortissement provenant des collisions
avec les autres électrons. C’est précisément ce terme d’amortissement qui représente la dissipation
du milieu. En multipliant par ṙ l’équation (4.6) avec E = 0, on observe qu’il faut choisir γ ≥ 0
pour que la force −mγṙ conduise à une perte d’énergie de l’électron. En cherchant une solution
r(t) = re−iωt présentant une dépendance harmonique en temps, on obtient

−mω2r − iγωmr = −eE ⇔ r =

e

m
E

ω2 + iγω
.

Relions ensuite ce déplacement de l’électron, écrit dans le domaine fréquentiel, aux propriétés ma-
croscopiques du métal. Notons N le nombre d’électrons par unité de volume. Le moment dipolaire
électrique de chaque électron vaut p = −er si bien que la polarisation par unité de volume s’écrit

P = Np = −Ner = −

Ne2

m
E

ω2 + iγω
.

Par définition, la permittivité diélectrique est le coefficient εγ(ω) tel que

ε0E + P = εγ(ω)E.

On déduit donc

εγ(ω) = ε0

(
1 −

ω2
p

ω2 + iγω

)
,

où ωp est la fréquence plasma telle que ω2
p = Ne2/(ε0m). En isolant les parties réelle et imaginaire,

on obtient

εγ(ω) = ε0

(
1 −

ω2
p

ω2 + γ2 + i
ω2
pγ

ω(ω2 + γ2)

)
. (4.7)

Dans le cas d’un milieu non absorbant (γ = 0), on retrouve la loi classique εγ(ω) = ε(ω) =
ε0(1 − ω2

p/ω
2) et la permittivité est négative pour les fréquences plus petites que la fréquence

plasma (cf. Figure 4.3, à gauche). D’autre part, pour les milieux faiblement absorbants (γ < ωp), la
partie réelle de la permittivité est négative pour ω < (ω2

p−γ2)1/2. Notons que la partie imaginaire de
εγ(ω), elle, est toujours positive. Notre choix d’ajout de la dissipation en (4.4) concorde donc avec ce
modèle très simple. De nombreux métaux possèdent une fréquence plasma située dans l’ultraviolet si
bien que dans le visible, leur permittivité présente une partie réelle négative. La Figure 4.1 présente
quelques valeurs expérimentales de εγ(ω) fournies dans [132] pour l’aluminium, le cuivre et l’argent.

Globalement, avec ces valeurs expérimentales, on observe que la partie réelle de εγ croît lorsque la
longueur d’onde décroît. Le modèle de Drude (4.7) capte bien ce phénomène. Par contre, pour la
partie imaginaire, les choses sont plus discutables. La partie imaginaire devrait décroître lorsque la
longueur d’onde décroît 1. Ce n’est pas vraiment le cas pour le cuivre...

1. Rappelons que λ = 2πc/ω.
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Aluminium

λ (nm) ℜe εγ ℑmεγ

650 -42 16.4
600 -35.1 11.6
550 -27.7 8.09
500 -22.7 5.95
450 -18.4 4.23
400 -15.2 3.14

Cuivre

λ (nm) ℜe εγ ℑmεγ

650 -13.3 0.94
600 -9.4 1.04
550 -5.34 3.48
500 -5.08 4.26
450 -4.08 3.83

Argent

λ (nm) ℜe εγ ℑmεγ

650 -17.6 0.58
600 -14.1 0.45
550 -11 0.36
500 -8.23 0.29
450 -5.55 2.66
400 -3.72 0.29

Figure 4.1 – Valeurs expérimentales de εγ en fonction de la longueur d’onde pour quelques métaux.

Remarque 4.2.1 Si nous avions choisi une convention en temps différente avec un terme harmo-
nique en eiωt dans (4.6), nous aurions obtenu la loi

εγ(ω) = ε0

(
1 −

ω2
p

ω2 − iγω

)
,

conduisant à une partie imaginaire négative pour εγ. Ainsi, parler du signe de la partie imaginaire
des coefficients physiques n’a de sens que lorsqu’une convention en temps a été préalablement fixée.

Modèle de Lorentz pour les diélectriques

Il n’est en fait pas nécessaire de disposer d’un métal pour obtenir une permittivité négative. Un
simple diélectrique, dans une certaine gamme de fréquences, peut suffire. Le modèle de Lorentz
consiste à prendre en compte l’interaction de l’électron avec le noyau chargé positivement en ajoutant
une force de rappel −mω0r dans (4.6). Pour cette modélisation, on est conduit à une permittivité
diélectrique

εγ(ω) = ε0

(
1 −

ω2
p

ω2 − ω2
0 + iγω

)
, (4.8)

avec de nouveau ω2
p = Ne2/(ε0m). Notons que pour une force de rappel nulle (absence d’interaction

avec le noyau), i.e. pour ω0 = 0, nous retrouvons bien le modèle de Drude. Réorganisons (4.8) pour
obtenir

εγ(ω) = ε0

(
1 −

ω2
p(ω2 − ω2

0)
(ω2 − ω2

0)2 + γ2ω2 + i
ω2
pωγ

(ω2 − ω2
0)2 + γ2ω2

)
.

Observons que pour γ = 0, autrement dit pour un milieu non dissipatif, la permittivité est négative
dans la plage de fréquences ]ω0; (ω2

p+ω2
0)1/2[ (cf. Figure 4.3, au centre). D’autre part, nous constatons

que la partie imaginaire de εγ est également toujours positive avec ce modèle.

4.2.2 Un modèle de perméabilité négative

Intéressons-nous maintenant aux matériaux à perméabilités négatives, matériaux que l’on ne trouve
pas dans la nature et qui sont obtenus par un procédé d’homogénéisation. De nouveau, suivons [3]
et considérons la fameuse structure de la Figure 4.2 fabriquée à partir de Split Ring Resonators. Ce
sont des résonances locales qui se produisent dans les anneaux coupés qui confèrent à l’ensemble de
la structure cette propriété artificielle de perméabilité négative.
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Figure 4.2 – Structure de Split Ring Resonators.

Modèle pour la structure de Split Ring Resonators

Aujourd’hui, cette structure constitue la base de la plupart des métamatériaux à perméabilité
négative. L’idée pour ce modèle consiste à considérer l’anneau coupé comme un simple circuit LC.
On obtient alors une perméabilité (cf. [3, équation (2.31)])

µγ(ω) = µ0

(
1 −

fω2

ω2 − ω2
0 + iγω

)
,

où f est un coefficient représentant le taux de remplissage de la structure, i.e. le nombre de Split
Ring Resonators par élément de volume, et ω0 une pulsation dépendant de la géométrie de l’anneau
coupé. Ainsi, comme indiqué notamment dans [153, 67, 108], nous pouvons donc utiliser un modèle
de Lorentz pour cette structure. Un calcul direct montre que la partie imaginaire de µγ est toujours
positive, en accord avec (4.5). La Figure 4.3, à droite, présente le comportement de µγ en fonction
de ω lorsque la dissipation, modélisée par le coefficient γ, est choisie égale à zéro. Pour cette
représentation, nous avons pris f = ω0 = 1. C’est la raison pour laquelle µγ(ω) tend vers zéro
lorsque ω → +∞.

ω

ε(ω)

ε0

ωp
b

ω

ε(ω)

ε0

ω0 √
ω2
p + ω2

0

b b
ω

µ(ω)

ω0
b

Figure 4.3 – Allure des constantes physiques en fonction de la fréquence pour les différents modèles
présentés : modèle de Drude pour les métaux (à gauche), modèle de Lorentz pour les diélectriques
(au centre) et modèle pour la structure de Split Ring Resonators (à droite). Pour chacune de ces
représentations, la dissipation est prise égale à zéro.

De façon générale, pour la convention en temps choisie, ces modèles, que l’on peut justifier par
des techniques d’homogénéisation (cf. [29, 79, 28]), conduisent à des parties imaginaires positives
pour les permittivités et perméabilités. C’est l’idée importante de cette section. Ce signe joue
un rôle déterminant dans les processus d’absorption limite. Présentons un exemple pour lequel
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cette détermination est particulièrement sensible. Les matériaux doublement négatifs sont bien
souvent qualifiés de « matériaux à indice négatif ». Expliquons pourquoi. Par définition, l’indice
n est donné par la formule n = (εγµγ)1/2. Pour εγ et µγ réels négatifs, on obtient a priori un
indice positif. Où est l’erreur ? Elle vient du fait que n est en réalité défini comme la limite de
(εγµγ)1/2 = (εµ − γ2|εµ| + iγ(|ε| + |µ|))1/2 lorsque γ tend vers 0. Pour des raisons de causalité, la
coupure de la racine est placée sur l’axe ]0; +∞[ (cf. [153]) ce qui conduit bien à un indice négatif
lorsque γ > 0. Ce choix du signe de l’absorption est également crucial pour déterminer les modes
sortants dans un guide d’ondes constitué d’un matériau négatif ou alors pour écrire la condition
de Silver-Müller sur le bord d’un domaine pour les équations de Maxwell, cette dernière faisant
intervenir cette fois la racine carrée de εγ/µγ .

4.2.3 Bilan énergétique

Effectuons à présent un bilan énergétique pour un matériau « négatif » occupant l’espace R3.
En suivant [153, 67], nous supposons ce matériau caractérisé par les constantes physiques

εγ(x, ω) = ε0(x)
(

1 −
ωpe(x)2

ω2 − ω0e(x)2 + iγe(x)ω

)

et µγ(x, ω) = µ0(x)
(

1 −
ωpm(x)2

ω2 − ω0m(x)2 + iγm(x)ω

)
.

Les paramètres ε0, µ0, ωpe, ωpm, ω0e, ω0m, γe, γm sont des fonctions positives bornées non nécessaire-
ment régulières.

Remarque 4.2.2 Comme nous l’avons observé lors de l’étude du modèle de Drude pour les métaux,
ces lois pour εγ et µγ sous-entendent que nous travaillons avec un terme harmonique en temps
en e−iωt. En choisissant un terme harmonique en temps en eiωt, il faut remplacer respectivement
« iγe(x)ω » par « −iγe(x)ω » dans εγ et « iγm(x)ω » par « −iγm(x)ω » dans µγ.

Classiquement, nous faisons l’hypothèse

0 < ε−
0 < ε0(x) < ε+

0 et 0 < µ−
0 < µ0(x) < µ+

0 , p.p.t. x ∈ R3.

Dans la suite, nous allons définir une énergie pour ce matériau.

Pour x ∈ R3 et t ≥ 0, notons

– E(x, t) le champ électrique, – D(x, t) l’induction électrique,
– H(x, t) le champ magnétique, – B(x, t) l’induction magnétique.

En l’absence de terme source, ces champs vérifient les équations de Maxwell :

∂tD − rot H = 0 et ∂tB + rot E = 0 pour x ∈ R3, t > 0. (4.9)

Notons respectivement E, D, H et B les transformées de Fourier des champs E , D, H et B. On a

D(x, ω) = εγ(x, ω)E(x, ω) et B(x, ω) = µγ(x, ω)H(x, ω),

pour tout x ∈ R3 et ω ∈ R. Introduisons la polarisation électrique P et la polarisation magnétique
M. Les transformées de Fourier de ces deux champs auxiliaires sont notées respectivement P et
M . D’après les expressions de εγ et µγ , nous pouvons écrire

D = ε0(E + ω2
peP ) avec P vérifiant (ω2

0e − ω2 − iγeω)P = E,

B = µ0(H + ω2
pmM) avec M vérifiant (ω2

0m − ω2 − iγmω)M = H.
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En régime temporel, cela implique

D = ε0(E + ω2
peP) avec P vérifiant ∂2

t P + γe∂tP + ω2
0eP = E ,

B = µ0(H + ω2
pmM) avec M vérifiant ∂2

t M + γm∂tM + ω2
0mM = H.

(4.10)

En multipliant les équations de Maxwell (4.9) respectivement par E et H, en utilisant (4.10) et en
intégrant par parties, on obtient

1
2
d

dt

∫
R3
ε0|E |2 + µ0|H|2dx+

∫
R3
ε0ω

2
peE · ∂tP + µ0ω

2
pmH · ∂tMdx = 0.

Mais d’après (4.10), nous pouvons écrire

E · ∂tP =
1
2
∂t(|∂tP |2 + ω2

0e|P |2) + γe|∂tP |2

et H · ∂tM =
1
2
∂t(|∂tM|2 + ω2

0m|M|2) + γm|∂tM|2.

Par conséquent, on déduit

dE

dt
= −

∫
R3
ε0ω

2
peγe|∂tP |2 + µ0ω

2
pmγm|∂tM|dx, (4.11)

où E := Ee + Em et

Ee = 1
2

∫
R3
ε0|E|2dx+ 1

2

∫
R3
ε0ω

2
pe(|∂tP |2 + ω2

0e|P |2)dx,

Em = 1
2

∫
R3
µ0|H|2dx+ 1

2

∫
R3
µ0ω

2
pm(|∂tM|2 + ω2

0m|M|2)dx.

Puisque γe et γm sont des fonctions positives, l’énergie E est bien décroissante dans le matériau.
C’est plutôt rassurant. En effet, avec les modèles simples que nous avons considérés, la dissipation
du milieu au niveau macroscopique est directement liée à la dissipation au niveau microscopique
apparaissant dans le modèle de l’oscillateur amorti (cf. (4.6)).

Arrêtons-nous ici pour la justification du choix du signe de la dissipation et revenons à l’étude du
problème (Pγ) introduit dans la Section 4.1.

4.3 Comportement de la suite des solutions dissipatives

Pour un terme source F ∈ H1
0(Ω) donné, définissons uγ = (Aγ)−1F où Aγ est l’opérateur défini

en (4.3). Nous appellerons suite de solutions dissipatives la suite (uγ)γ>0 et nous la noterons, pour
simplifier, (uγ). Nous souhaitons étudier son comportement lorsque la dissipation du milieu tend
vers 0. En effet, répétons-le, pour la plupart des applications, les physiciens souhaitent travailler
avec des matériaux aussi peu dissipatifs que possible. Il est donc important d’effectuer ce passage
à la limite. Comme nous pouvons nous y attendre, celui-ci dépend de façon cruciale du caractère
bien posé du problème sans dissipation.

4.3.1 Premières estimations

En vertu de la Proposition 4.1.1, nous savons qu’il existe une constante C telle que

∥uγ∥H1
0(Ω) ≤ C∥F∥H1

0(Ω)/γ.

Précisons cette estimation avec les trois résultats suivants.
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Proposition 4.3.1 Supposons que l’opérateur non-dissipatif A définisse un isomorphisme de
H1

0(Ω). Notons u := A−1F . Alors il existe une constante C indépendante de γ telle qu’on ait

∥u− uγ∥H1
0(Ω) ≤ Cγ∥F∥H1

0(Ω). (4.12)

Preuve. Observons tout d’abord que

Au = Aγuγ ⇔ A(u− uγ) = (Aγ −A)uγ ⇔ u− uγ = A−1(Aγ −A)uγ .

En utilisant l’estimation ∥Aγ −A∥ ≤ Cγ, nous déduisons

∥u− uγ∥H1
0(Ω) ≤ Cγ∥uγ∥H1

0(Ω). (4.13)

Ceci permet d’obtenir (1 − Cγ)∥uγ∥H1
0(Ω) ≤ ∥u∥H1

0(Ω) ≤ ∥A−1∥∥F∥H1
0(Ω). Ainsi, la suite (uγ) est

bornée. En repartant de (4.13), nous sommes bien conduits à (4.12).

Proposition 4.3.2 Supposons que F appartienne à imA. Alors la suite (uγ) est bornée dans H1
0(Ω).

D’autre part, si A est injectif alors (uγ) converge vers u, l’élément tel que Au = F , fortement dans
L2(Ω) et faiblement dans H1

0(Ω).

Preuve. Commençons par démontrer le premier point. Si F ∈ imA, il existe u ∈ H1
0(Ω) tel que

Au = F . En écrivant Aγuγ = Au ⇔ Aγ(uγ −u) = (A−Aγ)u, on obtient ∥uγ −u∥H1
0(Ω) ≤ C∥u∥H1

0(Ω)
grâce à la Proposition 4.1.1 et à l’estimation ∥Aγ−A∥ ≤ Cγ. On déduit ∥uγ∥H1

0(Ω) ≤ (C+1)∥u∥H1
0(Ω).

Lorsque (uγ) est bornée, on peut en extraire une sous-suite qui converge fortement dans L2(Ω) et
faiblement dans H1

0(Ω) vers un élément v de H1
0(Ω). L’opérateur A étant continu, la suite (Auγ)

converge alors faiblement vers (Av) et l’on a donc, pour tout v′ ∈ H1
0(Ω),

(∇(Av),∇v′)Ω = lim
γ→0

(∇(Auγ),∇v′)Ω

= lim
γ→0

(∇((A−Aγ)uγ),∇v′)Ω + (∇(Aγuγ),∇v′)Ω

= lim
γ→0

(∇((A−Aγ)uγ),∇v′)Ω + (∇F,∇v′)Ω = (∇F,∇v′)Ω.

Ainsi, nous obtenons Av = F et donc v = u lorsque A est injectif.

Énonçons maintenant un résultat négatif.

Proposition 4.3.3 Supposons que F n’appartienne pas à imA. Alors on a lim
γ→0

∥uγ∥H1
0(Ω) = ∞.

Preuve. Raisonnons par l’absurde et supposons que la suite (uγ) reste bornée dans H1
0(Ω). Dans

ce cas, on peut en extraire une sous-suite qui converge faiblement vers un élément u dans H1
0(Ω).

De même que dans la preuve précédente, on a alors, pour tout u′ ∈ H1
0(Ω),

(∇(Au),∇u′)Ω = lim
γ→0

(∇(Auγ),∇u′)Ω

= lim
γ→0

(∇((A−Aγ)uγ),∇u′)Ω + (∇(Aγuγ),∇u′)Ω = (∇F,∇u′)Ω.

Autrement dit, u satisfait Au = F ce qui contredit l’hypothèse F /∈ imA.

Ces quelques résultats simples montrent qu’il est important de bien comprendre la nature du pro-
blème non dissipatif. En effet, lorsque ce dernier est mal posé, pour un second membre F choisi
arbitrairement, il y a de fortes chances pour que la norme physique de la solution dissipative « ex-
plose » lorsque l’absorption tend vers 0. Dans une telle configuration, il n’est pas suffisant de rajouter
un peu de dissipation pour régulariser le problème. La solution dissipative peut présenter de fortes
oscillations au voisinage de l’interface. Il faut alors mettre en place des méthodes numériques adap-
tées pour les capter à la manière de ce qui est fait pour les problèmes hautes fréquences (voir [46]
pour une étude très complète de ces questions).
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4.3.2 Développement asymptotique par rapport à la dissipation

La Proposition 4.3.1 indique que uγ est approché à l’ordre 1 par u lorsque A constitue un
isomorphisme de H1

0(Ω). Essayons d’être plus précis sur cette approximation. Pour cela, effectuons
un développement asymptotique très simple de la solution du problème (Pγ) en fonction de γ.
Postulons un ansatz polynomial de la forme

uγ =
∞∑
n=0

γnun.

En injectant l’expression de uγ dans l’équation Aγuγ = F puis en collectant les équations suivant
les différentes puissances de γ, on trouve que les inconnues un doivent satisfaire

pour n = 0, (∇(Au0),∇v)Ω = (∇F,∇v)Ω, ∀v ∈ H1
0(Ω);

pour n ≥ 1, (∇(Aun),∇v)Ω = −i(|σ|∇un−1,∇v)Ω, ∀v ∈ H1
0(Ω).

Supposons que A définisse un isomorphisme de H1
0(Ω). Dans ce cas, la suite de coefficients (un)n∈N

est définie de façon unique. Introduisons alors l’approximation de uγ à l’ordre N + 1

ûγN :=
N∑
n=0

γnun.

Proposition 4.3.4 Il existe une constante qui dépend de N mais pas de γ telle que

∥uγ − ûγN∥H1
0(Ω) ≤ CγN+1∥F∥H1

0(Ω). (4.14)

Preuve. Commençons par prouver que la suite d’opérateurs (Aγ)−1 est uniformément bornée. Pour
tout v ∈ H1

0(Ω), on a∣∣∣(∇(Aγv),∇(Av))Ω
∣∣∣ =

∣∣∣∥Av∥2
H1

0(Ω) + (∇((Aγ −A)v),∇(Av))Ω
∣∣∣

≥ ∥Av∥2
H1

0(Ω) − Cγ∥v∥H1
0(Ω)∥Av∥H1

0(Ω).

Puisque nous avons supposé que A était un isomorphisme de H1
0(Ω), nous obtenons l’estimation

∥Aγv∥H1
0(Ω) ≥ C∥v∥H1

0(Ω) pour tout v ∈ H1
0(Ω). Ceci permet de montrer que (Aγ)−1 est uniformé-

ment bornée. Nous pouvons alors écrire

∥uγ − ûγN∥H1
0(Ω) ≤ C∥Aγ(uγ − ûγN )∥H1

0(Ω) ≤ CγN+1∥div (σ∇uN )∥H−1(Ω) ≤ CγN+1∥F∥H1
0(Ω).

Ceci termine la preuve

Dans le Chapitre 5, nous effectuerons un passage à la limite sur l’absorption dans une configuration
pour laquelle l’opérateur associé au problème non dissipatif n’est pas de type Fredholm dans H1

0(Ω)
en raison d’une singularité géométrique dans l’interface. Ce passage à la limite jouera un rôle de
principe d’absorption limite et permettra de déterminer le « bon » cadre fonctionnel pour obtenir
un problème bien posé.

Dans le paragraphe suivant, nous allons démontrer un résultat de convergence de la suite de
solutions dissipatives vers la solution du problème sans absorption dans une norme plus forte
que H1

0(Ω). Ce travail technique est nécessaire pour justifier complètement la méthode numérique
utilisant la dissipation (cf. Chapitre 2).
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4.4 Convergence de la suite de solutions dissipatives en norme forte

Dans ce paragraphe, nous souhaitons montrer comment on justifie les estimations de la forme
|uγ |H1+s(Ω1) + |uγ |H1+s(Ω2) ≤ C∥f∥Ω (avec s > 0) dont nous avons eu besoin dans le §2.4.2 du
Chapitre 2. Nous supposons que les fonctions σ1, σ2 sont constantes et que le terme source f
appartient à L2(Ω). Pour fixer les idées et éviter les notations trop complexes, nous travaillerons sur
un cas particulier. Définissons Ω := {(x, y) ∈]−2; 1[×]0; 1[}, Ω1 :=]−2; 0[×]0; 1[ et Ω2 :=]0; 1[×]0; 1[.
Le contraste κσ = σ2/σ1 ∈ R∗

− est choisi tel que

κσ /∈ {− tanh(nπ)/ tanh(2nπ), n ∈ N∗} ∪ {−1},

de sorte que A définisse bien un isomorphisme de H1
0(Ω). Notons u la solution du problème (P).

Proposition 4.4.1 Pour γ > 0, notons uγ l’unique solution du problème (Pγ). On a l’estimation
suivante

∥u− uγ∥H2(Ω1) + ∥u− uγ∥H2(Ω2) ≤ Cγ∥f∥Ω,

pour γ suffisamment petit, avec C > 0 indépendante de γ.

Preuve. En utilisant une partition de l’unité, il est suffisant de prouver ce résultat localement.
Introduisons ζ1, ζ2 ∈ C ∞(R2, [0; 1]) deux fonctions de troncature indépendantes de y telles que :

ζ1(x, y) = 1 pour x ≤ −0.5 et ζ1(x, y) = 0 pour x ≥ −0.25;
ζ2(x, y) = 0 pour x ≤ −0.75 et ζ2(x, y) = 1 pour x ≥ −0.5.

⋄ Approximation loin de l’interface :

Lemme 4.4.2 Il existe une constante C > 0, indépendante de γ et f , telle que ∥ζ1(u−uγ)∥H2(Ω) ≤
Cγ∥f∥Ω pour γ suffisamment petit.

Preuve. Définissons O :=] − 2; −0.25[×]0; 1[. Puisque σ est constant dans O, un calcul simple
conduit à

−∆(ζ1(u− uγ)) = g,

avec g = ζ1(f/σ − f/σγ) − 2∇ζ1 · ∇(u − uγ) − ∆ζ1(u − uγ) ∈ L2(O). Maintenant, en utilisant la
Proposition 4.3.1, on remarque que ∥g∥O ≤ Cγ∥f∥Ω. Or, puisque O est convexe, nous savons que
le laplacien avec condition de Dirichlet homogène définit un isomorphisme de H2(O) ∩ H1

0(O) dans
L2(O). Nous pouvons donc écrire

∥ζ1(u− uγ)∥H2(Ω) = ∥ζ1(u− uγ)∥H2(O) ≤ C∥g∥O ≤ Cγ∥f∥Ω.

Ceci achève la preuve de ce premier lemme.

⋄ Approximation au voisinage de l’interface :

Lemme 4.4.3 Il existe une constante C > 0, indépendante de γ et f , telle que ∥ζ2(u−uγ)∥H2(Ω1) +
∥ζ2(u− uγ)∥H2(Ω2) ≤ Cγ∥f∥Ω pour γ assez petit.

Preuve. Introduisons les bandes infinies I := I × R, Ij := Ij × R, j = 1, 2, avec I :=] − 1; 1[,
I1 :=] − 1; 0[ et I2 :=]0; 1[. Si v est une fonction mesurable sur I, nous notons v|j la restriction de
v à Ij . En effectuant des prolongements par anti-symétries, sur Õ :=] − 1; 1[×] − 1; 2[, définissons
les fonctions ũ et ũγ telles que, pour tout x ∈] − 1; 1[,

ũ(x, y) :=


−u(x, 2 − y) pour 1 ≤ y ≤ 2
u(x, y) pour 0 ≤ y ≤ 1

−u(x,−y) pour −1 ≤ y ≤ 0
, ũγ(x, y) :=


−uγ(x, 2 − y) pour 1 ≤ y ≤ 2
uγ(x, y) pour 0 ≤ y ≤ 1

−uγ(x,−y) pour −1 ≤ y ≤ 0
.
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Définissons également, toujours pour x ∈] − 1; 1[,

f̃(x, y) :=


−f(x, 2 − y) pour 1 ≤ y ≤ 2
f(x, y) pour 0 ≤ y ≤ 1

−f(x,−y) pour −1 ≤ y ≤ 0
.

Introduisons χ ∈ C ∞(R2, [0; 1]) une fonction de troncature indépendante de x telle que :

χ(x, y) = 1 pour 0 ≤ y ≤ 1 et χ(x, y) = 0 pour y ≤ −0.5 et y ≥ 1.5.

Maintenant, nous localisons l’étude de régularité à l’aide de χ. Dans la suite, nous ne faisons pas
de distinction entre les éléments de H1

0(Õ) ou L2(Õ) et leur prolongement par 0 à I. Considérons

p := −σ (ũ∆(χζ2) + 2∇ũ · ∇(χζ2)) + f̃χζ2 et pγ := −σγ (ũγ∆(χζ2) + 2∇ũγ · ∇(χζ2)) + f̃χζ2 .

Ces deux éléments appartiennent à L2(I) et sont à support compact. D’après leur définition, dans
la bande infinie I, v := χζ2ũ et vγ := χζ2ũ

γ satisfont respectivement les problèmes de transmission,

(Pbande)

−σj∆vj = pj dans Ij , j = 1, 2
vj = 0 sur ∂Ij ∩ ∂I, j = 1, 2
v1 − v2 = 0 sur ∂I1 ∩ ∂I2
σ1∂xv1 − σ2∂xv2 = 0 sur ∂I1 ∩ ∂I2,

(Pγ
bande)

−σγj ∆vγj = pγj dans Ij , j = 1, 2
vγj = 0 sur ∂Ij ∩ ∂I, j = 1, 2
vγ1 − vγ2 = 0 sur ∂I1 ∩ ∂I2
σγ1∂xv

γ
1 − σγ2∂xv

γ
2 = 0 sur ∂I1 ∩ ∂I2.

En appliquant la transformée de Fourier par rapport à y aux équations de (Pbande) et (Pγ
bande) pour

λ ∈ Ri, on trouve que x 7→ v̂(x, λ) :=
∫+∞

−∞ e−λyv(x, y) dy et x 7→ v̂γ(x, λ) :=
∫+∞

−∞ e−λyvγ(x, y) dy
vérifient respectivement

(P̂bande)

−σj
(
∂2
x + λ2) v̂j(x, λ) = p̂j(x, λ) dans Ij , j = 1, 2

v̂1(−1, λ) = v̂2(1, λ) = 0
v̂1(0, λ) = v̂2(0, λ)
σ1∂xv̂1(0, λ) = σ2∂xv̂2(0, λ),

(P̂bande)

−σγj
(
∂2
x + λ2) v̂γj (x, λ) = p̂γj (x, λ) dans Ij , j = 1, 2

v̂γ1 (−1, λ) = v̂γ2 (1, λ) = 0
v̂γ1 (0, λ) = v̂γ2 (0, λ)
σγ1∂xv̂

γ
1 (0, λ) = σγ2∂xv̂

γ
2 (0, λ).

Prouvons maintenant un résultat sur les inverses des opérateurs associés aux problèmes (P̂bande)
et (P̂γ

bande).

Lemme 4.4.4 Il existe une constante C indépendante de λ ∈ Ri et γ telle que∑2
j=1 |v̂j − v̂γj |H2(Ij) + |λ|2 ∥v̂j − v̂γj ∥L2(I) ≤ Cγ∥p̂∥L2(I),

pour γ suffisamment petit.

Preuve. Notons respectivement (·, ·), (·, ·)1, (·, ·)2 les produits scalaires de L2(I), L2(I1) et L2(I2).
Si ψ est une fonction mesurable sur I, ψj désigne la restriction de ψ à Ωj pour j = 1, 2. Définissons
τ := iλ ∈ R. Introduisons les formes sesquilinéaires telles que

d(φ,ψ) :=
∑2
j=1

(
σj(φ′

j , ψ
′
j)j + τ2σj(φj , ψj)j

)
, ∀φ,ψ ∈ H1

0(I);

dγ(φ,ψ) :=
∑2
j=1

(
σγj (φ′

j , ψ
′
j)j + τ2σγj (φj , ψj)j

)
, ∀φ,ψ ∈ H1

0(I).
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Dans le Lemme 3.1.6 du Chapitre 3, nous avons étudié les propriétés de la forme d. Nous avons pour
cela utilisé la T-coercivité en 1D. Réintroduisons la symétrie s telle que s(x) = −x et l’isomorphisme
T1 de H1

0(I) défini par

T1φ :=
{
φ1 sur I1
−φ2 + 2φ1 ◦ s sur I2

.

L’estimation (3.10) indique que lorsque |σ2/σ1| = |κσ| < 1, il existe C > 0 indépendante de τ telle
que

|d(φ, T1φ)| ≥ C((φ′, φ′) + τ2(φ,φ)), ∀φ ∈ H1
0(I).

On déduit

C((v̂′ − v̂γ ′, v̂′ − v̂γ ′) + τ2(v̂ − v̂γ , v̂ − v̂γ))
≤ |d(v̂ − v̂γ , T1(v̂ − v̂γ))|
= |d(v̂, T1(v̂ − v̂γ)) − d(v̂γ , T1(v̂ − v̂γ))|
= |d(v̂, T1(v̂ − v̂γ)) − dγ(v̂γ , T1(v̂ − v̂γ)) + (dγ − d)(v̂γ , T1(v̂ − v̂γ))|
≤ |(p̂− p̂γ , T1(v̂ − v̂γ))| + |(dγ − d)(v̂γ , T1(v̂ − v̂γ))|.

Puisque, ∥p̂− p̂γ∥L2(I) ≤ Cγ∥p̂∥L2(I), cela montre que la suite (∥v̂γ∥H1(I)) est bornée, et donc que

|v̂ − v̂γ |H1(I) + |λ|2 ∥v̂ − v̂γ∥L2(I) ≤ Cγ∥p̂∥L2(I), (4.15)

pour γ assez petit. On termine la démonstration du Lemme 4.4.4 en observant que σj(λ2v̂+(v̂)′′) =
p̂j et σγj (λ2v̂γ + (v̂γ)′′) = p̂γj pour j = 1, 2.

L’égalité de Parseval (cf. Lemme 3.1.2) conduit alors à l’estimation ∥v−vγ |H2(I1) +∥v−vγ∥H2(I2) ≤
Cγ∥p∥I . Puisque v = ζ2u et vγ = ζ2u

γ pour (x, y) ∈] − 1; 1[×]0; 1[, on obtient le résultat du Lemme
4.4.3 en remarquant que ∥p∥I ≤ C∥f∥Ω.

⋄ Conclusion de la preuve de la Proposition 4.4.1: D’après les Lemmes 4.4.2 et 4.4.3, nous
pouvons écrire

∥u− uγ∥H2(Ω1) + ∥u− uγ∥H2(Ω2) ≤ ∥ζ1(u− uγ)∥H2(Ω) + ∥ζ2(u− uγ)∥H2(Ω1) + ∥ζ2(u− uγ)∥H2(Ω2)

≤ Cγ∥f∥Ω.

Ceci constitue bien le résultat que nous souhaitions démontrer.

La Proposition 4.4.1 donne un résultat de convergence de la suite des solutions dissipatives en
norme H2

loc dans une configuration pour laquelle l’interface entre les deux matériaux est constituée
d’un segment de droite. Lorsque l’interface présente un coin, il faut adapter ce que nous venons de
faire en utilisant la transformée de Mellin. De nouveau, tout le travail consiste à prouver que les
inverses des deux symboles (avec et sans dissipation) sont « proches ». Bien entendu, la norme de
la convergence va dépendre de la valeur du contraste ainsi que de l’angle du coin.
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Introduction

N
ous poursuivons l’étude du problème de transmission (P) « trouver u tel que
−div (σ∇u) = f » où f désigne le terme source et σ un coefficient qui change de
signe sur le domaine. Dans le Chapitre 1, en utilisant la technique variationnelle de la

T-coercivité, nous avons obtenu des résultats relativement généraux pour le problème (P) posé
dans le cadre H1

0(Ω). Nous avons notamment prouvé que (P) est bien posé au sens de Fredholm
lorsque le contraste κσ := σ2/σ1 n’appartient pas à un intervalle critique I contenant la valeur
−1 (voir également [25, 24, 155, 129]). Cet intervalle dépend des angles de l’interface Σ entre le
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matériau positif et le matériau négatif. D’autre part, il se réduit à {−1} si et seulement si Σ est
régulière. Dans ce chapitre, nous souhaitons étudier le problème (P) lorsque l’interface présente
un coin O pour un contraste situé dans l’intervalle critique. Nous compléterons ainsi les résultats
et analyses de [72, 26, 138, 145, 149].

Dans le premier chapitre de ce document, pour κσ ∈ I , nous avons prouvé le caractère mal
posé du problème (P) dans H1

0(Ω) en utilisant des fonctions singulières de la forme u = riηφ(θ)
avec η ∈ R. Dans cette expression, (r, θ) désignent les coordonnées polaires associées au coin. Ces
fonctions singulières, en raison de leur comportement fortement oscillant en O, n’appartiennent
pas à H1

0(Ω). Par ailleurs, dans les Chapitres 2 et 5, nous avons observé qu’en rajoutant de la
dissipation au milieu, ce qui revient à ajouter une partie imaginaire à σ, on retrouve un problème
bien posé H1

0(Ω). Assez naturellement, on peut se demander si, pour κσ ∈ I, il n’existe pas un cadre
fonctionnel dans lequel on puisse retrouver un problème bien posé et tel que la solution obtenue
soit la limite de la suite des solutions dissipatives lorsque la dissipation tend vers 0.

Nous allons répondre à cette question dans le présent chapitre. Pour simplifier la présentation, nous
développerons notre analyse à partir d’une géométrie particulière (cf. Figure 5.1). Ceci permettra
d’expliciter complètement certains calculs d’exposants de singularité. L’extension des résultats que
nous allons obtenir à des géométries mettant en jeu des interfaces polygonales quelconques ne pose
pas de difficulté conceptuelle supplémentaire. Par contre, pour des géométries 3D, des questions
difficiles apparaissent.

Il existe une analogie très forte entre le problème que nous souhaitons étudier et les problèmes de
diffraction en domaine non borné. Pour la mettre en évidence, effectuons le changement de variables
d’Euler en posant (z, θ) = (ln r, θ). Le voisinage du sommet devient alors une demi-bande infinie et
les solutions singulières de la forme riηφ(θ) correspondent à des modes propagatifs en eiηzφ(θ). Pour
les problèmes de guides d’ondes classiques, nous savons définir un cadre fonctionnel permettant de
prendre en compte ces modes propagatifs qui ne sont pas décroissants à l’infini. L’idée consiste à
définir la solution comme la limite de la suite des solutions dissipatives, ces dernières étant toutes
dans H1. Ce procédé, appelé principe d’absorption limite, conduit à sélectionner la solution qui,
en régime temporel, se propage vers l’infini. C’est pourquoi on parle de solution sortante. Nous
définirons donc naturellement un cadre fonctionnel adapté pour le problème de coin en sélection-
nant la « singularité propagative » associée au mode propagatif sortant dans la demi-bande. La
justification théorique de ce choix n’est pas simple et nécessite d’utiliser les techniques de type
Mellin introduites dans le Chapitre 3. De nouveau, il faudra les adapter pour étudier ce problème
non elliptique. Nous espérons que l’analogie avec les problèmes de diffraction aidera les lecteurs qui
ne sont pas familiers avec ces outils à comprendre le chapitre.

Ce phénomène inhabituel de singularité propagative apparaît dans d’autres domaines de la
physique. Il est parfois qualifié de « trou noir » dans la littérature car tout se passe comme si de
l’énergie était absorbée par un point. On le rencontre notamment en élastodynamique ou dans
le domaine des water waves lorsque le domaine géométrique présente des singularités cuspidales
[42, 43, 123, 124, 125]. En pratique, les trous noirs sont difficiles à observer car il est impossible
de construire une singularité cuspidale idéale. Dans la nature, celle-ci est toujours arrondie. Pour
pallier ce problème et recouvrer l’effet trou noir, les physiciens ajoutent un matériau absorbant
sur la singularité arrondie [105]. Cette technique semble se rapprocher d’une PML physique. À
notre connaissance, la question de savoir si les trous noirs dus aux coins dans les métaux ou les
métamatériaux peuvent être observés est une question ouverte.

Décrivons à présent le plan de ce chapitre. Nous commençons par présenter le problème étu-
dié dans la Section 5.1. Dans cette section, nous rappelons également les résultats que nous avons
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obtenus dans le Chapitre 1 avec la technique de la T-coercivité dans le cadre H1. Pour la géométrie
que nous traitons, le problème est bien posé dans H1 pour un contraste κσ /∈ [−1; −1/3]. Dans
la Section 5.2, nous montrons que le problème qui nous intéresse est analogue à un problème de
guide d’ondes. Nous calculons alors les modes de ce guide. Nous constatons en particulier que pour
κσ appartenant à ]−1; −1/3[, il existe deux modes propagatifs se propageant dans des directions
opposées. La Section 5.3 constitue le cœur de ce chapitre et contient les résultats nouveaux lorsque
κσ ∈ ]−1; −1/3[. Dans une géométrie simplifiée, nous y établissons le caractère bien posé au sens de
Fredholm dans un cadre fonctionnel approprié. Par un processus d’absorption limite, nous justifions
le caractère physique de ce cadre fonctionnel dans la Section 5.4. En utilisant une technique de
localisation, nous étudions ensuite le problème initial posé dans une géométrie quelconque. Nous
détaillons certains aspects techniques dans la Section 5.6. Nous concluons enfin par quelques
considérations concernant l’approximation de la solution dans le nouveau cadre fonctionnel.

5.1 Position du problème

5.1.1 Géométrie, notations

Considérons un ouvert Ω ⊂ R2 à frontière polygonale comme celui représenté sur la Figure 5.1.
Nous supposons Ω subdivisé en deux sous-domaines Ω1, Ω2 avec Ω = Ω1 ∪ Ω2 et Ω1 ∩ Ω2 = ∅. Nous
définissons l’interface Σ := ∂Ω1\∂Ω = ∂Ω2\∂Ω. Nous faisons l’hypothèse que Σ est un segment
droit qui intersecte ∂Ω en O,O′, points qui ne sont pas situés sur les sommets de ∂Ω. Dans la suite,
nous nous servirons souvent des coordonnées polaires (r, θ) centrées en O, et telles que θ = 0 ou π
sur ∂Ω dans un voisinage de O.

Ω2

Ω1

π
4

π
2

O

O′

Figure 5.1 – Géométrie du problème. Toute la difficulté est liée au sommet O.

En O′, nous supposons Σ perpendiculaire à ∂Ω. Enfin, nous faisons l’hypothèse qu’il existe une boule
B(0, r0) centrée en O telle que Ω2 ∩ B(0, r0) = {(r cos θ, r sin θ) ∈ R2 | 0 < r < r0, 0 < θ < π/4}
et Ω1 ∩ B(0, r0) = {(r cos θ, r sin θ) ∈ R2 | 0 < r < r0, π/4 < θ < π}. Nous considérons la valeur
particulière π/4 pour l’ouverture du cône simplement car elle permettra de mener les calculs jusqu’à
leur terme dans le §5.2.1. L’analyse que nous allons présenter est aisément transposable à d’autres
valeurs d’angles. Nous souhaitons étudier le problème régi par les équations

− div(σ∇u) = f dans Ω et u = 0 sur ∂Ω. (5.1)

Nous préciserons plus tard dans quels espaces fonctionnels nous choisissons la donnée f et nous
cherchons la solution u. La fonction σ est supposée constante par morceaux avec σ = σj dans Ωj ,
j = 1,2, où σ1 et σ2 sont deux constantes telles que σ1 > 0 et σ2 < 0. Une fois de plus, dans la
suite, le contraste κσ := σ2/σ1 jouera un rôle important. Mentionnons que le travail que nous allons
développer peut également être utilisé pour étudier les problèmes de la forme −div(σ∇u) +µu = f
dans Ω avec µ ∈ L∞(Ω) et u = 0 sur ∂Ω, i.e. pour couvrir le cas du régime harmonique.

Avant d’aller plus loin, introduisons quelques notations générales. Pour un ouvert O ⊂ Rd avec
d = 1, 2, le produit de L2(O) (resp. L2(O)2) est noté

(u, v)O :=
∫

O
u(x)v(x) dx, ∀u, v ∈ L2(O) (resp. L2(O)2).
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Par conséquent, le produit scalaire standard de L2(O) (resp. L2(O)2) est (u, v) 7→ (u, v)O. Nous
définissons ∥u∥O := (u, u)1/2

O et ∥u∥H1
0(O) := ∥∇u∥O. Nous notons ⟨·, ·⟩O le crochet de dualité

H−1(O) × H1
0(O) et nous définissons la norme

∥u∥H−1(O) := sup
v∈H1

0(O)\{0}

| ⟨u, v⟩O |
∥v∥H1

0(O)
, ∀u ∈ H−1(O).

Ces notations nous permettent d’introduire l’opérateur linéaire continu A : H1
0(Ω) → H−1(Ω) tel

que
⟨Au, v⟩Ω := (σ∇u,∇v)Ω , ∀u, v ∈ H1

0(Ω). (5.2)

5.1.2 Propriétés connues du problème

Examinons si (5.1) est bien posé dans le cadre fonctionnel usuel. Lorsque κσ ∈ C\] − ∞; 0],
on montre classiquement en utilisant le théorème de Lax-Milgram que l’opérateur A : H1

0(Ω) →
H−1(Ω) constitue un isomorphisme. Par conséquent, dans le reste de ce chapitre nous supposerons
κσ ∈] − ∞; 0[. Les résultats du Chapitre 1 indiquent que le problème (5.1) est bien posé au sens de
Fredholm lorsque le contraste est situé en dehors d’un intervalle critique contenant la valeur −1.
Plus précisément, pour cette géométrie, le Théorème 1.4.2 fournit la
Proposition 5.1.1 Pour κσ ∈ R∗

− \ [−1; −1/3], l’opérateur A : H1
0(Ω) → H−1(Ω) défini par (5.2)

est de type Fredholm et indA = 0.
Rappelons que pour démontrer ce résultat, nous avons utilisé la méthode géométrique de la T-
coercivité dans les deux géométries canoniques ω de la Figure 5.2. Pour la première (Figure 5.2, à
gauche), ω est un domaine symétrique par rapport à l’interface. Cette géométrie permet d’étudier le
problème de transmission (5.1) dans un voisinage de l’interface ne contenant pas O. Pour travailler
au voisinage de O, il faut considérer la géométrie de la Figure 5.2, à droite, pour laquelle ω est le
demi-disque unité tel que ω = ω1 ∪ ω2 avec ω1 = {(r cos θ, r sin θ) | 0 < r < 1, π/4 < θ < π } et
ω2 = {(r cos θ, r sin θ) | 0 < r < 1, 0 < θ < π/4}. En établissant des estimations locales, on construit
une estimation a priori globale. En utilisant le caractère autoadjoint de A, on peut alors conclure
que A est Fredholm d’indice 0 dès lors qu’on est capable d’inverser l’opérateur A dans les géométries
canoniques.

ω1

ω2

O

ω1

π/4

ω2

Figure 5.2 – Géométries canoniques utilisées dans la démonstration de la Proposition 5.1.1.

Dans cette étude, on observe que l’« ouverture » de l’intervalle critique, au sens où celui-ci n’est
pas réduit à {−1} mais constitue tout un intervalle, provient uniquement du sommet extérieur
O. C’est donc au voisinage de ce point que nous devons travailler pour comprendre la nature des
problèmes pour un contraste situé dans l’intervalle critique.

Comme nous l’avons déjà mentionné dans la Remarque 1.3.4 du Chapitre 1, indiquons que le
résultat de la Proposition 5.1.1 ne permet pas de conclure au caractère bien posé du problème (5.1)
au sens strict du terme (sens d’Hadamard) dans le cas σ2/σ1 /∈ [−1; −1/3]. En effet, l’unicité doit
être supposée par ailleurs.
Corollaire 5.1.2 Supposons κσ ∈ R∗

− \ [−1; −1/3]. Supposons de plus que le seul élément de H1
0(Ω)

satisfaisant div(σ∇u) = 0 dans H−1(Ω) est la fonction u = 0. Alors l’opérateur A défini en (5.2)
constitue un isomorphisme.
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5.2 Analyse modale

Que pouvons-nous dire du problème (5.1) quand κσ ∈ [−1; −1/3] ? Pour κσ = σ2/σ1 = −1,
nous avons prouvé dans le Chapitre 1 que A : H1

0(Ω) → H−1(Ω) n’est pas à image fermée lorsque
Σ présente une portion d’interface qui est droite. Dans une telle configuration, A n’est donc pas de
type Fredholm. Le cas κσ = −1 semble particulièrement problématique et nous ne nous intéresserons
pas à son traitement dans ce chapitre. Dans la suite, nous supposerons

κσ = σ2
σ1

∈] − 1; −1/3[. (5.3)

Ainsi, nous mettons également de côté le cas κσ = −1/3. Nous nous attendons cependant à ce que
son étude diffère peu de celle que nous allons présenter.

Pour étudier le problème (5.1) dans un voisinage de O, nous allons revenir à la géométrie ca-
nonique du demi-disque introduite dans le §5.1.2. En effectuant le changement de variable d’Euler
z = ln r, nous allons voir apparaître un problème de guide d’ondes. Comme nous l’avons indiqué
dans l’introduction, un calcul explicite va montrer que l’intervalle critique est caractérisé par
l’existence de modes propagatifs. Nous effectuerons alors un bref rappel des techniques permettant
de traiter le problème de guide d’ondes pour l’équation de Helmholtz. Ceci nous donnera l’intuition
d’un bon cadre fonctionnel pour notre problème.

5.2.1 Calcul des modes du guide d’ondes

Considérons le domaine ω représenté sur la Figure 5.2 à droite et introduisons le problème

− div(σ∇u) = f dans ω et u = 0 sur ∂ω, (5.4)

où la fonction σ, dépendant uniquement de θ, vérifie σ(θ) = σ2 pour 0 < θ < π/4 et σ(θ) = σ1
pour π/4 < θ < π. Le problème (5.4) peut être reformulé en un problème posé dans une géométrie
encore plus simple. À l’instar ce que nous avons fait dans le §3.2, considérons le changement de
variable z = ln r et définissons ũ(z, θ) = u(ez, θ) ainsi que f̃(z, θ) = e2zf(ez, θ). Avec ces notations,
le problème (5.4) devient un problème posé dans B =] − ∞; 0[×]0;π[ qui s’écrit 1

−
(
σ∂2

z + ∂θσ∂θ
)
ũ = f̃ dans B et ũ = 0 sur ∂B. (5.5)

La première équation ci-dessus se réécrit −div(σ∇ ũ ) = f̃ dans B. Pour étudier le problème dans
B, il est naturel de calculer les solutions à variables séparées du problème homogène dans la bande
infinie R×]0;π[. Plus précisément, nous cherchons les fonctions de la forme exp(λz)φ(θ) qui vérifient

div
(
σ∇(eλzφ(θ))

)
= 0 dans R×]0;π[ et φ(0) = φ(π) = 0 (5.6)

pour un certain λ ∈ C dont la valeur est à déterminer, et pour un certain φ ∈ H1(]0;π[). Usuellement,
ces fonctions sont appelées « modes » du guide d’ondes. Ce problème est équivalent à chercher les
couples (λ, φ) ∈ C × H1

0(]0;π[) \ {0} satisfaisant L (λ)φ = 0 où L (λ) : H1
0(]0;π[) → H−1(]0;π[) est

l’opérateur continu défini par

⟨ L (λ)φ,ψ ⟩]0;π[ =
∫ π

0
σ dθφdθψ dθ − λ2

∫ π

0
σφψ dθ, ∀φ,ψ ∈ H1

0(]0;π[). (5.7)

Comme dans le Chapitre 3, nous dirons que λ est une valeur propre du symbole L s’il existe
φ ∈ H1

0(]0;π[) \ {0} tel que L (λ)φ = 0. L’ensemble des valeurs propres de L est noté Λ(κσ).
Puisque nous avons fixé la géométrie, Λ(κσ) ne dépend que du contraste κσ.

1. Rappelons qu’en coordonnées polaires, pour σ indépendant de r, on a −div(σ∇·) = −r−2(σ(r∂r)2 + ∂θσ∂θ)· .
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Bien que ce problème aux valeurs propres soit linéaire par rapport à λ2, il n’entre pas dans
les théories habituelles en raison du changement de signe de σ en θ = π/4. En particulier, notons
que l’application (φ,ψ) 7→

∫ π
0 σφψ dθ ne définit pas un produit scalaire sur L2(]0;π[). Nous allons

voir qu’il peut apparaître des valeurs propres complexes. Ceci laisse peu d’espoir de pouvoir utiliser
les outils provenant de l’étude des opérateurs autoadjoints. Dans le §3.1.5 du Chapitre 3, nous nous
sommes intéressés aux propriétés du symbole L . Nous avons montré que 0 est valeur propre de L
si et seulement si σ2/σ1 = −1/3. D’autre part, nous avons prouvé que pour κσ ∈ R∗

−\ {−1}, on a

Λ(κσ) = {2k, k ∈ Z∗} ∪ {ξ(κσ) + 4k, k ∈ Z} ∪ {−ξ(κσ) + 4k, k ∈ Z}

avec ξ(κσ) = 2
π

arcos(ρ(κσ)) et ρ(κσ) = 1
2

1 − κσ
1 + κσ

. (5.8)

Remarquons que, pour κσ ∈ R, nous avons ρ(κσ) ∈ [−1; 1] si et seulement si κσ ∈ R\] − 1; −1/3].
Dans (5.8), il apparaît clairement que la valeur κσ = −1 va soulever d’importantes difficultés.
Introduisons la fonction z 7→ −i ln

(
z + i(1 − z2)1/2 ), extension naturelle au plan complexe de la

fonction arccos. L’ensemble des valeurs propres de L est alors égal à

Λ(κσ) = {2k, k ∈ Z∗} ∪ {iησ + 4k, k ∈ Z} ∪ {−iησ + 4k, k ∈ Z}

avec ησ = − 2
π

ln
(
ρ(κσ) + i(1 − ρ(κσ)2)1/2 ). (5.9)

En utilisant la formule (5.9), on peut vérifier que pour κσ ∈] − 1; −1/3[, on a ℑmησ = 0 (cf.
Chapitre 3, Figure 3.4) ainsi que ℜe ησ > 0. Les nombres ±iησ constituent alors deux valeurs
propres purement imaginaires. Les modes associés ont pour expression

u±
p (z, θ) = φp(θ) e±iησz avec φp(θ) =


sinh( ησ θ )

sinh( ησπ/4 ) sur [0;π/4]

sinh
(
ησ(π − θ)

)
sinh( ησ 3π/4 ) sur [π/4;π].

(5.10)

Par analogie avec les problèmes classiques de guides d’ondes (voir le paragraphe suivant), ces modes
seront appelés modes propagatifs.
Pour κσ ∈ R∗

− \ [−1; −1/3], toutes les valeurs propres sont à partie réelle différente de 0 (cf. Figure
3.4) si bien que tous les modes sont évanescents.

Finalement, si l’on résume, l’idée importante à retenir est la suivante : il existe des modes
propagatifs si et seulement si le contraste appartient à l’intervalle critique ] − 1; −1/3[.

Remarque 5.2.1 On peut également mener cette analyse modale lorsque κσ ∈ C∗\[−1; −1/3] et
les valeurs propres restent données par (5.9). Dans (5.9), le logarithme est défini ainsi : ln(reiα) =
ln r+iα pour r > 0 et α ∈]−π; +π]. D’autre part, nous prenons la racine telle que

√
reiα =

√
r eiα/2

pour r > 0 et α ∈] − π; +π].

Remarque 5.2.2 Lorsque κσ ∈ R∗
− \ [−1; −1/3], tous les modes sont évanescents. Indiquons que

nous pourrions prouver le caractère bien posé de (5.5) dans H1
0(B) en utilisant les techniques pré-

sentées dans les sections suivantes.
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Figure 5.3 – Position des valeurs propres pour κσ = −1/2 ∈] − 1; −1/3[ (en haut) et pour κσ =
−1/4 /∈] − 1; −1/3[ (en bas).

5.2.2 Un bref rappel d’un problème classique de guide d’ondes

Pour nous donner une idée de la méthode à mettre en œuvre pour traiter le problème (5.5),
intéressons-nous au problème classique de guide d’ondes

Trouver v ∈ H1
loc(B) tel que

∆v + k2v = 0 dans B,
v(z, 0) = v(z, π) = 0 ∀z ≤ 0,
v(0, θ) = g(θ),

(5.11)

où k ∈ R+ \ N et g ∈ H1/2
00 (]0;π[). De nouveau, la séparation de variables constitue une approche

naturelle et le calcul des modes conduit à considérer le problème aux valeurs propres suivant

Trouver (λ, φ) ∈ C × H1
0(]0;π[) \ {0} tel que∫ π

0
dθφdθψ − k2φψ dθ = λ2

∫ π

0
φψ dθ, ∀ψ ∈ H1

0(]0;π[).
(5.12)

Un calcul simple montre que les modes forment la famille (exp(±λnz)φn(θ))n∈N∗ avec

φn(θ) = sin(nθ) et λn =

 −i
√
k2 − n2 si n ≤ k,

√
n2 − k2 si n ≥ k.

Pour k < 1, les λn sont des nombres réels positifs si bien que tous les modes sont évanescents.
Pour le problème étudié dans le paragraphe précédent, cela correspond au cas où le contraste
est situé à l’extérieur de l’intervalle critique. Des modes propagatifs apparaissent lorsque k > 1.
En particulier, pour k ∈]1; 2[, il existe exactement deux modes propagatifs sin θ e±i

√
k2−1z, se

propageant dans des sens opposés. Concentrons-nous sur ce cas de figure qui est analogue à la si-
tuation d’un contraste situé dans l’intervalle critique pour notre problème avec changement de signe.
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Remarquons d’abord que si nous autorisons les modes propagatifs dans l’espace fonctionnel
dans lequel nous cherchons la solution, l’unicité ne tient pas pour le problème (5.11). En effet,
sin θ sin(

√
k2 − 1 z) est une solution pour g = 0. Classiquement, le caractère bien posé est restauré

en imposant une condition de radiation, pour sélectionner la solution « sortante ». Puisque (5.12)
est un problème aux valeurs propres autoadjoint, la famille (

√
2/π sin(nθ) )n>0 définit une base de

Hilbert de L2(]0;π[). En décomposant g sur cette base g(θ) =
∑∞
n=1 gn sin(nθ), la solution sortante

de (5.11) s’écrit, en supposant une dépendance temporelle en exp(−iω0t) avec une pulsation ω0 > 0,

v(z, θ) = g1 sin θ e−i
√
k2−1 z + ve(z, θ). (5.13)

Ci-dessus, la composante évanescente s’écrit ve(z, θ) =
∑∞
n=2 gn sin(nθ) e

√
n2−k2 z. Autrement dit, g

est la somme d’un mode propagatif et d’une composante évanescente.

Remarque 5.2.3 Pour définir ce qu’est une onde sortante, on utilise habituellement le principe
d’absorption limite. Considérons le problème (5.11) en remplaçant k par kγ = k+iγ. Un tel problème
possède une unique solution vγ dans H1(B). La solution sortante de (5.11) est alors définie comme
la limite v de vγ dans H1

loc(B) lorsque γ → 0.

5.3 Caractère bien posé dans un cadre fonctionnel adapté

Revenons au problème (5.5). Nous souhaitons déterminer un cadre fonctionnel dans lequel ce
problème est bien posé. Pour cela, une idée naturelle consiste à adapter l’approche utilisée pour
traiter le problème du §5.2.2. Malheureusement, en raison du changement de signe de σ à travers
l’interface θ = π/4, comme nous l’avons déjà mentionné dans le Chapitre 3, le problème aux valeurs
propres associé à (5.7) n’est pas auto-adjoint et nous ne sommes pas en mesure de prouver que
la famille de vecteurs propres associée constitue une base de Hilbert de L2(]0;π[). Néanmoins, en
utilisant (5.13) comme modèle, nous allons chercher une solution que s’écrit comme la somme d’un
mode propagatif et d’une composante évanescente. De nouveau, nous utiliserons les espaces de
Sobolev à poids pour mesurer le comportement exponentiellement décroissant de la composante
évanescente.
Notons C ∞

0 (B) l’ensemble des fonctions C ∞ à support compact inclus dans B. Pour k ≥ 0, définis-
sons Wk

β(B) la fermeture de C ∞
0 (B) pour la norme

∥v∥Wk
β

(B) :=
( ∑
α+γ≤k

∥ eβz ∂αz ∂
γ
θ v ∥2

B
)1/2

.

Cette norme est équivalente à la norme ∥ eβzv ∥Hk(B) et W1
0(B) = H1

0(B). Ici, contrairement au
Chapitre 3, on ne considère que des espaces à poids contenant la condition de Dirichlet homogène.
On a par ailleurs W0

0(B) = L2(B) et si β > 0, alors W1
−β(B) ⊂ H1

0(B) ⊂ W1
β(B). Pour se faire une

idée de ces espaces à poids, considérons une fonction de la forme v(z, θ) = φ(θ) exp(λz)ζ(z) où
φ ∈ C ∞(]0;π[) ∩ H1

0(]0;π[), λ ∈ C, ζ ∈ C ∞(R), ζ(0) = 0 et ζ(z) = 1 pour z ≤ −1. Alors v ∈ W1
β(B)

si et seulement si ℜe λ > −β.

Nous notons W1
β(B)∗ le dual topologique de W1

β(B) et ⟨·, ·⟩B le crochet de dualité W1
β(B)∗ ×W1

β(B).
L’espace W1

β(B)∗ est muni de la norme

∥v∥W1
β

(B)∗ := sup
u∈W1

β
(B)\{0}

|⟨v, u⟩B|
∥u∥W1

β
(B)
, ∀v ∈ W1

β(B)∗.

Observons par exemple que pour β > 0, on a W1
β(B) ⊂ W1

−β(B)∗ au sens où tout u ∈ W1
β(B) induit

une forme linéaire v 7→ (∇u,∇v)B continue sur W1
−β(B). Pour tout β ∈ R, définissons l’opérateur

linéaire continu Lβ : W1
β(B) → W1

−β(B)∗ tel que

⟨Lβu, v⟩B = (σ∇u,∇v )B , ∀(u, v) ∈ W1
β(B) × W1

−β(B). (5.14)
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Pour κσ ̸= −1, le résultat suivant fournit un critère simple pour savoir si l’opérateur Lβ est de type
Fredholm.

Théorème 5.3.1 Supposons κσ = σ2/σ1 ̸= −1. L’opérateur Lβ : W1
β(B) → W1

−β(B)∗ est de type
Fredholm si et seulement si Λ(κσ) ∩ ℓβ = ∅ où ℓβ désigne la droite { λ ∈ C | ℜe λ = β }.

La preuve est basée sur des arguments très similaires à la théorie présentée dans le Chapitre 3.
Nous la détaillerons dans la Section 5.6. Les calculs du §5.2.1 montrent que pour κσ ∈] − 1; −1/3[,
l’ensemble Λ(κσ) ∩ {λ ∈ C | − 2 < ℜe λ < 2} est inclus dans Ri. D’après le Théorème 5.3.1, on
déduit que lorsque κσ ∈] − 1; −1/3[, Lβ est de type Fredholm pour β ∈] − 2; 2[\{0}. Maintenant,
nous cherchons à obtenir des informations sur dim kerLβ (à ce stade, nous savons seulement que
dim kerLβ < ∞). Indiquons que dans le reste de ce chapitre, mis à part dans la Section 5.6, nous
prendrons toujours β ∈]0; 2[.

Lemme 5.3.2 Fixons κσ ∈] − 1; −1/3[ et β ∈]0; 2[. L’opérateur L−β : W1
−β(B) → W1

β(B)∗ est
injectif. De plus, il existe une constante C > 0 telle que

∥v∥W1
−β

(B) ≤ C ∥L−βv∥W1
β

(B)∗ , ∀v ∈ W1
−β(B).

On dit alors que L−β est un monomorphisme.

Ce résultat est prouvé dans la Section 5.6. Notons L∗
β l’adjoint de l’opérateur Lβ. Remarquons

que L∗
β = L−β. En effet, si Λ(κσ) ∩ ℓβ = ∅, nous avons ⟨L∗

βu, v⟩B = ⟨Lβv, u⟩B = (σ∇v,∇u)B =
(σ∇u,∇v)B = ⟨L−βu, v⟩B pour (u, v) ∈ W1

−β(B) × W1
β(B). De plus, dim cokerL = dim kerL∗ dès

lors que L : X → Y est un opérateur continu à image fermée entre deux espaces de Banach X et Y
(cf. [116, théorème 2.13 ]). Puisque Lβ est à image fermée quand Λ(κσ) ∩ ℓβ = ∅, d’après le Lemme
5.3.2, on a

dim cokerLβ = dim kerL−β = 0 pour β ∈]0; 2[.

On dit alors que Lβ est épimorphisme. Pour résumer, pour 0 < β < 2, L−β est injectif et Lβ est
surjectif. De plus Lβ n’est pas injectif, et donc L−β n’est pas surjectif : il est en effet possible de
donner une expression explicite d’un élément non trivial de kerLβ. Définissons

s(z, θ) = − sin(ησz)φp(θ) = 1
2i

[
u−

p (z, θ) − u+
p (z, θ)

]
. (5.15)

où φp, u
±
p sont définis par la formule (5.10). L’élément s appartient à W1

β(B) (notons que s(0, θ) = 0
pour θ ∈]0;π[) et Lβ(s) = 0.

Il existe une certaine hiérarchie entre L−β et Lβ. On a en effet le diagramme suivant.

L−β : W1
−β(B) → W1

β(B)∗

∩ ∩
Lβ : W1

β(B) → W1
−β(B)∗

On voit apparaître progressivement un cadre fonctionnel adapté pour le problème (5.5). L’espace
de travail semble devoir contenir W1

−β(B) et être inclus dans W1
β(B).

Précisons cela. Pour ce faire, considérons une fonction de troncature ζ ∈ C ∞(R) telle que
ζ(z) = 1 pour z < −2 et ζ(z) = 0 pour z > −1. Définissons ensuite s±(z, θ) = ζ(z)u±

p (z, θ) où u±
p

est donnée par (5.10). Pour 0 < β < 2, introduisons l’espace

W +
β (B) := vect{s+} ⊕ W1

−β(B) (5.16)

et munissons-le de la norme

∥v∥W +
β

(B) :=
(

|c|2 + ∥v−β∥2
W1

−β
(B)

)1/2 pour v = c s+ + v−β.
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L’espace (W +
β (B), ∥ · ∥W +

β
(B)) est un espace de Banach qui vérifie W1

−β(B) ⊂ W +
β (B) ⊂ W1

β(B) car
s+ ∈ W1

β(B) \ W1
−β(B). Nous pouvons bien entendu introduire W −

β (B) de façon analogue. La forme
v 7→ (σ∇s±,∇v)B est bien définie sur W1

−β(B). Bien que s± appartienne à W1
β(B) \ W1

−β(B), nous
allons prolonger cette forme linéaire à W1

β(B), et même à W1
γ(B) pour tout γ ∈ R. Présentons ce

procédé d’extension pour s+ (on procède de la même manière pour s−). L’application de la formule
de Green conduit à(

σ∇s+,∇v
)

B
=
(
σu+

p ∇ζ,∇v
)

B
−
(
σ∇u+

p , v∇ζ
)

B
, ∀v ∈ C ∞

0 (B)

car div(σ∇u+
p ) = 0 dans B par construction. Puisque supp(∇ζ) est borné, il existe C > 0 telle que

|
(
σ∇s+,∇v

)
B | ≤ C∥v∥W1

β
(B), pour tout v dans C ∞

0 (B). Par conséquent, par densité de C ∞
0 (B), on

peut étendre la forme linéaire v 7→ (σ∇s±,∇v)B à W1
β(B). Cette discussion montre qu’il existe un

unique opérateur linéaire et continu L+
β : W +

β (B) → W1
β(B)∗ vérifiant

⟨L+
β u, v⟩B = (σ∇u,∇v)B, ∀u ∈ W +

β (B), ∀v ∈ C ∞
0 (B). (5.17)

Nous allons prouver que cet opérateur est un isomorphisme. Démontrons d’abord un résultat inter-
médiaire donnant une expression explicite de c en fonction de L+

β u lorsque u = cs+ +u−β ∈ W +
β (B).

Proposition 5.3.3 Considérons β ∈]0; 2[ et s défini par (5.15). Pour tout u = c s++u−β ∈ W +
β (B),

où c ∈ C et u−β ∈ W1
−β(B), on a la formule suivante

⟨L+
β u, s⟩B = c ησ

∫ π

0
σ(θ)φp(θ)2 dθ.

Preuve. Puisque s ∈ W1
β(B), ⟨L+

β u, s⟩B est bien défini pour u ∈ W +
β (B). Introduisons une fonction

de troncature χ ∈ C ∞(R, [0; 1]) telle que χ(z) = 1 pour z > −1 et χ(z) = 0 pour z < −2. Définissons
χρ telle que χρ(z) = χ(z/ρ). Remarquons que χρs ∈ W1

−β(B) pour ρ > 0. On a

⟨L+
β u, χρs⟩B =

(
σ∇u,∇(χρs)

)
B =

(
s∇u− u∇s, σ∇χρ

)
B (5.18)

car (σ∇v,∇s)B = 0 pour tout v ∈ W1
−β(B) (rappelons que Lβs = 0). Examinons l’expression

ci-dessus pour ρ → +∞. En utilisant le théorème de convergence dominée, on peut vérifier que
∥χρs− s∥W1

β
(B) → 0 pour ρ → +∞. Par conséquent, nous pouvons écrire

lim
ρ→+∞

⟨L+
β u, χρs⟩B = ⟨L+

β u, s⟩B. (5.19)

À présent, étudions le comportement du membre de droite de (5.18) lorsque ρ → +∞. Puisque
u = cs+ + u−β avec c ∈ C et u−β ∈ W1

−β(B), ce membre de droite contient deux contributions. La
contribution associée à u−β vérifie∣∣∣(s∇u−β − u−β∇s, σ∇χρ

)
B

∣∣∣ ≤
∫ π

0

∫ −ρ

−2ρ
|σ∂zχρ| |s∇u−β − u−β∇s|dz dθ

≤ ρ−1∥∂zχ∥L∞(R)∥u−β∥W1
−β

(B)∥s∥W1
β

(B) →
ρ→+∞

0.

Pour terminer la preuve, il ne reste plus qu’à examiner la contribution associée à c s+. En utilisant
le fait que φp(θ) est à valeurs réelles (cf. formule (5.10)), un calcul direct conduit à

lim
ρ→+∞

(
s∇u− u∇s, σ∇χρ

)
B = c lim

ρ→+∞

(
s∇s+ − s+∇s, σ∇χρ

)
B

= c lim
ρ→+∞

∫ −ρ

−2ρ
∂zχρ

∫ π

0
ησσφp(θ)2dθ dz = c ησ

∫ π

0
σφp(θ)2dθ.

(5.20)

Pour conclure, il suffit d’injecter (5.19) et (5.20) dans (5.18).
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Remarquons en particulier que le calcul (5.20) montre que
(
s∇s+ − s+∇s, σ∇χρ

)
B est indépendant

de ρ pour ρ suffisamment grand. Maintenant, nous prouvons qu’en choisissant W +
β (B) comme cadre

fonctionnel pour (5.5), nous obtenons un problème bien posé.

Théorème 5.3.4 Supposons κσ ∈]−1; −1/3[ et β ∈]0; 2[. Alors l’opérateur continu L+
β : W +

β (B) →
W1

β(B)∗ défini en (5.17) constitue un isomorphisme.

Preuve. ⋄ Injectivité. Considérons u = cs+ +w avec w ∈ W1
−β(B) tel que ⟨L+

β u, v⟩B = 0 pour
tout v ∈ C ∞

0 (B). D’après la Proposition 5.3.3, on a alors nécessairement c ησ
∫ π

0 σφp(θ)2dθ = 0. Or
le Lemme 5.3.6 indique que

∫ π
0 σφp(θ)2dθ est non nul pour κσ ∈] − 1; −1/3[. Puisqu’on a ησ ̸= 0,

on déduit c = 0. Par conséquent u appartient à W1
−β(B) et vérifie (σ∇u,∇v)B = 0 pour tout

v ∈ W1
β(B). Ceci se réécrit L−βu = 0. Le Lemme 5.3.2 entraîne alors u = 0. Ceci montre que L+

β

est injectif.
⋄ Surjectivité. Pour conclure, il reste à prouver que L+

β est surjectif. Considérons f ∈ W1
β(B)∗ ⊂

W1
−β(B)∗. Puisque Lβ est surjectif, il existe uβ ∈ W1

β(B) tel que Lβuβ = f . Mais comme f ∈
W1

β(B)∗, d’après le Théorème 5.6.6, on a la décomposition suivante

uβ = c+s+ + c−s− + u−β où c± ∈ C et u−β ∈ W1
−β(B).

Maintenant, introduisons u = uβ − 2ic−s avec s défini en (5.15). Puisque s ∈ kerLβ, on a Lβu =
Lβuβ = f . De plus, u = c+s+ + [u−β + c−(ζ − 1)(u+

p + u−
p )] appartient à W +

β (B) de sorte que
L+
β u = f . Ainsi L+

β est bien surjectif.

Remarquons que nous aurions pu mener le même raisonnement en remplaçant « + » par « - ».
En effet, considérons l’espace W −

β (B) = vect{s−} ⊕ W1
−β(B) pour 0 < β < 2. En suivant la

preuve précédente, on montre que, pour tout f ∈ W1
β(B)∗, il existe un unique u ∈ W −

β (B) tel que
(σ∇u,∇v)B = ⟨f, v⟩B pour tout v ∈ C ∞

0 (B).
Remarque 5.3.5 Pour β ∈]0; 2[, en utilisant le Théorème 5.3.4 et le Théorème 5.6.6, on peut
montrer que dim kerLβ = dim cokerL−β = 1. Ceci implique indLβ = −indL−β = 1.
Avant de poursuivre, présentons ici le calcul concernant le terme

∫ π
0 σ(θ)φp(θ)2dθ.

Lemme 5.3.6 Considérons la fonction φp(θ) définie par la formule (5.10). Pour σ2/σ1 ∈] −
1; −1/3[, on a

∫ π
0 σ(θ)φp(θ)2dθ ̸= 0.

Remarque 5.3.7 Ici, on voit ressurgir la difficulté du changement de signe. Habituellement, i.e.
lorsque σ est positif, ce résultat est direct. Pour le problème que nous considérons, il faut effectuer
le calcul.

Preuve. Rappelons que φp(θ) défini par la formule (5.10) dépend du paramètre ησ et que ησ
parcourt ]0; +∞[ lorsque σ2/σ1 varie dans ] − 1; −1/3[. Pour simplifier la présentation, ησ est noté
η dans cette preuve. Définissons

I1(η) :=
∫ π

π/4
|φp|2dθ et I2(η) :=

∫ π/4

0
|φp|2dθ.

Nous allons prouver que σ1I1(η) + σ2I2(η) > 0 pour tout η ∈]0; +∞[. Observons que σ1I1 + σ2I2 =
σ1(I1 +κσI2) > σ1(I1 −I2). Étudions donc la fonction η 7→ I1(η)−I2(η). Un calcul explicite utilisant
la formule (5.10) donne

I1(η) =
sinh 3ηπ/2 − 3ηπ/2
2η(cosh 3ηπ/2 − 1)

et I2(η) =
sinh ηπ/2 − ηπ/2
2η(cosh ηπ/2 − 1)

.

Définissons g(x) := (sinh x − x)/(cosh x − 1). On a 2η(I1(η) − I2(η)) = g(3ηπ/2) − g(ηπ/2). Il
suffit donc de prouver que g est une fonction croissante sur ]0; +∞[. On calcule g′(x) = (2 −
2 cosh x + x sinh x)/(cosh x − 1)2. Définissons ga(x) = 2 − 2 cosh x + x sinh x. On trouve g′

a(x) =
− sinh x+x cosh x et g′′

a(x) = x sinh x. On déduit, successivement, g′
a > 0 et g′ > 0. Ainsi g est bien

une fonction croissante sur ]0; +∞[.
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5.4 Principe d'absorption limite

Dans la section précédente, nous avons introduit deux espaces différents, à savoir W +
β (B) et

W −
β (B), et nous avons montré que pour tout f ∈ W1

β(B)∗, il existe exactement un u+ ∈ W +
β (B) et

un u− ∈ W −
β (B) tels que

(σ∇u±,∇v)B = ⟨f, v⟩B, ∀v ∈ C ∞
0 (B). (5.21)

Toute fonction αu+ + (1 − α)u−, avec α ∈ C, est également solution de (5.21). Parmi toutes ces
solutions possibles, laquelle est « la plus physique » ? Pour fournir une réponse à cette question,
procédons comme indiqué dans la Remarque 5.2.3 et utilisons le principe d’absorption limite. Fixons
f ∈ W1

β(B)∗ et considérons le problème

Trouver uγ ∈ H1
0(B) tel que

−div(σγ∇uγ) = f dans B, (5.22)

où σγ := σ + iγ|σ| avec γ > 0. L’écriture (5.22) doit être considérée au sens de H−1(B). Ce
problème est bien posé car la forme sesquilinéaire associée est coercive (cf. Chapitre 4). Nous
noterons uγ ∈ H1

0(B) l’unique solution . La principe d’absorption limite consiste à choisir la solution
physique de (5.5) comme la limite de uγ lorsque γ → 0+. Dans notre configuration, nous allons
montrer que uγ → u+ dans W1

β(B) pour β ∈]0; 2[. Nous aurons alors justifié que W +
β (B) constitue

le cadre fonctionnel adapté à notre problème.

Remarque 5.4.1 Ici, nous avons choisi un signe « + » devant « iγ » correspondant à un milieu
absorbant en régime temporel. La justification d’un tel choix n’est pas simple mais semble être en
accord avec les modèles choisis dans la littérature physique comme nous l’avons observé dans le
§4.2 du Chapitre 4. Notre analyse serait également valide avec un signe « - », conduisant alors à
considérer u− comme solution sortante.

Analyse modale pour le problème dissipatif

Commençons par quelques observations concernant l’analyse modale du problème (5.22). Comme
nous l’avons indiqué dans la Remarque 5.2.1, les valeurs propres du symbole associé à (5.22) peuvent
se calculer à l’aide de la formule (5.9). Ceci prouve en particulier qu’il existe une valeur propre
iησ,γ ∈ C telle que ησ,γ → ησ lorsque γ → 0+. Par continuité, pour β ∈]0; 2[, il existe γ0 > 0 tel
que, pour γ < γ0, +iησ,γ et −iησ,γ sont les seules valeurs propres du problème (5.22) situées dans
la bande {λ ∈ C | − β < ℜe λ < +β}. Montrons que ℑmησ,γ < 0, au moins pour γ suffisamment
petit. Notons ργ = ρ(κσγ ). En utilisant l’expression de ργ fournie par (5.8), on trouve

ργ = 1
2
σ1(1 + iγ) − σ2(1 − iγ)
σ1(1 + iγ) + σ2(1 − iγ)

= 1
2

(1 − κσ) + iγ(1 + κσ)
(1 + κσ) + iγ(1 − κσ)

.

D’après (5.8), on a cosh(ησ,γπ/2) = ργ . Notons η′
σ,γ = ∂γησ,γ . En dérivant par rapport à γ en 0, on

obtient
η′
σ,0

π

2
sinh

(
ησπ

2

)
= 2iκσ

(1 + κσ)2 .

Puisque ησ ∈ R∗
+, on déduit ℑmη′

σ,0 < 0 et donc ℑmησ,γ < 0 pour γ assez petit (car ℑmησ,0 = 0).
Par conséquent, iησ,γ est la seule valeur propre du problème (5.22) située dans la bande {λ ∈ C | 0 <
ℜe λ < β}. La Figure 5.4 présente le comportement de ±iησ,γ lorsque γ → 0+.

Dans la suite, nous noterons u+
p,γ(z, θ) (resp. u−

p,γ) le mode associé à iησ,γ (resp. −iησ,γ). L’expression
explicite de u±

p,γ est donnée par la formule (5.10), en remplaçant ησ par ησ,γ . Définissons s±
γ (θ, z) =
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b

b

×

×

×

×

×

×

×

×

b b

+iησ,γ lorsque γ → 0+

−iησ,γ lorsque γ → 0+

2−2

+iησ

−iησ

ℜe λ

ℑmλ

Figure 5.4 – Évolution des valeurs propres du symbole au voisinage de l’axe imaginaire lorsque la
dissipation tend vers 0. Le contraste est fixé dans l’intervalle critique ] − 1; −1/3[.

ζ(z)u±
p,γ(z, θ) où ζ est la fonction de troncature utilisée dans la définition de s±. À l’aide du théorème

de convergence dominée, on peut vérifier que

lim
γ→0+

∥s−
γ − s−∥W1

β
(B) = 0 et lim

γ→0+
∥s+
γ − s+∥W1

β
(B) = 0. (5.23)

Revenons à uγ ∈ H1
0(B), l’unique solution du problème (5.22). D’après le théorème 5.4.1 de [102],

que nous pouvons utiliser pour étudier ce problème fortement elliptique, pour 0 < γ < γ0, la
fonction uγ admet la décomposition suivante

uγ = cγ s+
γ + uγ−β où cγ ∈ C et uγ−β ∈ W1

−β(B).

Pour prouver que uγ converge vers u+ ∈ W +
β (B), où u+ est définie en (5.21), nous allons successi-

vement montrer la convergence de la suite des coefficients de singularité cγ et la convergence de la
suite des composantes évanescentes uγ−β.

Convergence de la suite des coefficients de singularité

Prouvons d’abord que cγ → c+ lorsque γ → 0+, où c+ ∈ C est tel que u+ = c+s+ + u−β avec
u−β ∈ W1

−β(B). Nous fournissons ici une expression plus explicite de cγ .

Proposition 5.4.2 Soient β ∈]0; 2[ et 0 < γ < γ0. Définissons sγ(z, θ) = −sin(ησ,γz)φp,γ(θ).
Considérons uγ = cγs+

γ + uγ−β l’unique solution de (5.22). Alors on

⟨f, sγ⟩B = cγησ,γ

∫ π

0
σγφp,γ(θ)2dθ.

La preuve est très similaire à celle de la Proposition 5.3.3 et à celle du théorème 5.4.3 de [102]. Elle
est donc laissée au lecteur. En utilisant (5.23), on vérifie que ∥sγ − s∥W1

β
(B) → 0 lorsque γ → 0+.

De plus, nous avons
lim
γ→0+

ησ,γ

∫ π

0
σγφp,γ(θ)2dθ = ησ

∫ π

0
σφp(θ)2dθ.

Ceci montre en particulier que pour γ suffisamment petit, on a ησ,γ
∫ π

0 σ
γφ2

p,γdθ ̸= 0 (utiliser le
Lemme 5.3.6). En appliquant les Propositions 5.3.3 et 5.4.2, on obtient alors

|c+ − cγ | =
∣∣∣ ⟨f, sγ⟩B
ησ,γ

∫ π
0 σ

γφ2
p,γdθ

− ⟨f, s⟩B
ησ
∫ π

0 σφ
2
pdθ

∣∣∣ −→
γ→0+

0. (5.24)
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Convergence de la suite des composantes évanescentes

Maintenant, prouvons que la suite (uγ−β)γ converge vers u−β. Tout d’abord, rappelons que
div(σ∇s+) et div(σγ∇s+

γ ) sont tous deux à support compact car, par construction, div(σ∇u+
p ) =

div(σγ∇u+
p,γ) = 0 dans B. Puisque u+ = c+s+ + u−β est solution de (5.21) et uγ = cγs+

γ + uγ−β est
solution de (5.22), pour tout v ∈ C ∞

0 (B), on a∣∣∣(σ∇(u−β − uγ−β),∇v)B
∣∣∣ ≤

∣∣∣(cγσγ∇s+
γ − c+σ∇s+,∇v

)
B

∣∣∣+ ∣∣∣((σ − σγ)∇uγ−β,∇v
)

B

∣∣∣
≤

[
|cγ |∥div(σ∇s+) − div(σγ∇s+

γ )∥B + |c+ − cγ |∥div(σ∇s+)∥B

+|σ − σγ | ∥uγ−β∥W1
−β

(B)

]
∥v∥W1

β
(B).

Mais comme C ∞
0 (B) est dense dans W1

β(B), d’après la définition de L−β, l’estimation précédente
montre que

∥L−β(u−β − uγ−β)∥W1
β

(B)∗ ≤ ϵ(γ)
(
1 + ∥uγ−β∥W1

−β
(B)

)
,

où ϵ(γ) tend vers 0 lorsque γ → 0+ (utiliser (5.24) et remarquer que ∥div(σ∇s+)−div(σγ∇s+
γ )∥B →

0 lorsque γ → 0+). D’après le Lemme 5.3.2, puisque L−β est u monomorphisme, il existe une
constante C > 0 indépendante de γ telle que

∥u−β − uγ−β∥W1
−β

(B) ≤ C ϵ(γ)
(
1 + ∥uγ−β∥W1

−β
(B)

)
, ∀γ ∈]0, γ0[.

Grâce à l’inégalité triangulaire, on obtient finalement

lim
γ→0+

∥uγ−β − u−β∥W1
−β

(B) = 0. (5.25)

Résultat de convergence final

Finalement, en rassemblant (5.23), (5.24) et (5.25), nous pouvons énoncer le théorème suivant :

Théorème 5.4.3 Pour β ∈]0; 2[, on a

lim
γ→0+

∥uγ − u+∥W1
β

(B) = 0 (5.26)

où uγ est la solution du problème (5.22) et u+ ∈ W +
β (B) celle du problème (5.21).

Ainsi, la solution du problème (5.22) pour un milieu légèrement dissipatif est proche de u+. Par
conséquent, d’un point de vue physique, nous pouvons conclure que la solution u+ a plus de sens
que u−.

5.5 Caractère bien posé du problème dans la géométrie initiale

Dans cette section, nous revenons au problème initial (5.1) posé dans le domaine Ω. Nous nous
intéressons toujours au cas d’un contraste κσ situé dans l’intervalle critique ]−1; −1/3[. Les résultats
que nous avons établis dans les Sections 5.3 et 5.4 pour le problème posé dans la demi-bande B vont
nous aider à déterminer un cadre fonctionnel adapté à ce problème. Commençons par les réécrire
dans le domaine ω de la Figure 5.2 à droite. Pour cela, il suffit de faire le changement de variable
inverse r = exp z. Définissons l’espace V1

β(ω) comme la fermeture de C ∞
0 (ω) pour la norme

∥v∥V1
β

(ω) :=
(
∥ rβ∇v ∥2

ω + ∥ rβ−1v ∥2
ω

)1/2
. (5.27)
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On peut vérifier que u = u(r, θ) appartient à V1
β(ω) si et seulement si ũ(z, θ) = u(ez, θ) appartient

à W1
β(B). Introduisons ζ ∈ C ∞(R, [0; 1]) une fonction de troncature telle que ζ(r) = 1 pour r < 1/3

et ζ(r) = 0 pour r > 1/2. À l’instar de ce qui est fait en (5.16), pour 0 < β < 2, définissons l’espace

V +
β (ω) := vect{riησφp(θ)ζ(r)} ⊕ V1

−β(ω) (5.28)

et munissons-le de la norme

∥v∥V +
β

(ω) :=
(

|c|2 + ∥v−β∥2
V1

−β
(ω)
)1/2 pour v = c riησφp(θ)ζ(r) + v−β.

Dans ce cadre fonctionnel, nous introduisons l’opérateur associé à l’équation (5.4). De la même
manière que pour L+

β , nous définissons A+
β : V +

β (ω) → V1
β(ω)∗ comme l’unique opérateur linéaire

continu vérifiant
⟨A+

β u, v⟩ω = (σ∇u,∇v)ω, ∀u ∈ V +
β (ω), ∀v ∈ C ∞

0 (ω). (5.29)

En adaptant la preuve du Théorème 5.3.4 dans les coordonnées (r, θ), on obtient le résultat suivant :

Proposition 5.5.1 Supposons κσ ∈] − 1; −1/3[ et β ∈]0; 2[. Alors l’opérateur continu A+
β :

V +
β (ω) → V1

β(ω)∗ défini par (5.29) constitue un isomorphisme.

Pour un domaine quelconque Ω, on ne peut établir un résultat analogue à la Proposition 5.5.1 car
des modes piégés peuvent apparaître. Nous pouvons par contre démontrer une version un peu plus
faible en autorisant un noyau et un conoyau de même dimension finie. Notons V1

β(Ω) la fermeture
de C ∞

0 (Ω) pour la norme ∥ · ∥V1
β

(Ω) définie par (5.27) où ω est remplacé par Ω. Définissons V +
β (Ω)

comme en (5.28) en substituant Ω à ω. Redéfinissons les fonctions s±(r, θ) = r±iησφp(θ)ζ(r) (le
support de la fonction de troncature ζ est choisi suffisamment petit de sorte que s± = 0 sur ∂Ω).
Définissons enfin A+

β : V +
β (Ω) → V1

β(Ω)∗ l’unique opérateur linéaire continu vérifiant

⟨A+
β u, v⟩Ω = (σ∇u,∇v)Ω, ∀u ∈ V +

β (Ω), ∀v ∈ C ∞
0 (Ω).

Le résultat principal de ce chapitre s’énonce ainsi :

Théorème 5.5.2 Supposons κσ ∈] − 1; −1/3[ et β ∈]0; 2[. Alors A+
β est un opérateur de type

Fredholm et indA+
β = 0.

Preuve. Nous divisons la preuve en deux étapes.

Étape 1 : l’opérateur A+
β est de type Fredholm. Nous procédons comme dans la preuve du

théorème 1.2 de [119, chapitre 4, §1]. Commençons par introduire quelques notations. Définissons
les ouverts ωa = Ω ∩ B(O, da) et ωb = Ω\B(O, db) où da, db sont choisis de sorte que 0 < db < da
et {(r cos θ, r sin θ) ∈ R2 | 0 < r < da , 0 < θ < π} ⊂ Ω. Pour ν = a, b, considérons ζν et ψν des
fonctions C ∞ (à support dans Ω) vérifiant

(Ω ∩ supp ζν) ⊂ (Ω ∩ supp ψν) ⊂ ων , ζνψν = ζν , ζa + ζb = 1 dans Ω.

Nous faisons aussi l’hypothèse que n · ∇ψν = n · ∇ζν = 0 sur Σ, où n est le vecteur unité
normal à Σ dirigé de Ω1 vers Ω2. Introduisons Aa : V +

β (ωa) → V1
β(ωa)∗ l’unique opérateur linéaire

continu vérifiant ⟨Aau, v⟩ωa = (σ∇u,∇v)ωa pour tout u ∈ V +
β (ωa) et tout v ∈ C ∞

0 (ωa). D’après
la Proposition 5.5.1, Aa est un isomorphisme. Introduisons également l’opérateur linéaire continu
Ab : H1

0(ωb) → H−1(ωb) tel que ⟨Abu, v⟩ωb
= (σ∇u,∇v)ωb

+ i (u, v)ωb
pour tout u, v ∈ H1

0(ωb). Le
Théorème 1.4.2 du Chapitre 1 indique que Ab définit un opérateur Fredholm d’indice zéro. Puisque
Ab est injectif (prendre la partie imaginaire de ⟨Abu, u⟩ωb

pour u ∈ ker Ab ), on déduit que Ab est
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un isomorphisme.

Prouvons l’estimation a priori :

∥u∥V +
β

(Ω) ≤ C (∥A+
β u∥V1

β
(Ω)∗ + ∥ψbu∥Ω), ∀u ∈ V +

β (Ω). (5.30)

Pour u ∈ V +
β (Ω), on a

∥u∥V +
β

(Ω) ≤ C (∥ζau∥V +
β

(ωa) + ∥ζbu∥H1
0(ωb))

≤ C (∥Aa(ζau)∥V1
β

(ωa)∗ + ∥Ab(ζbu)∥H−1(ωb))
≤ C (∥ψaA+

β u∥V1
β

(Ω)∗ + ∥ψbA+
β u∥V1

β
(Ω)∗ + ∥ψbu∥Ω)

≤ C (∥A+
β u∥V1

β
(Ω)∗ + ∥ψbu∥Ω).

Puisque l’application u 7→ ψbu de V +
β (Ω) dans L2(Ω) est compacte (rappelons que ψb s’annule dans

un voisinage de O), on déduit de (5.30) et du Lemme 5.5.4 ci-après que imA+
β est fermée et que

kerA+
β est de dimension finie.

Maintenant, construisons une paramétrix à droite, i.e. un opérateur R tel que A+
βR − Id soit un

opérateur compact de V1
β(Ω)∗. D’après le Théorème 3.3.3 du Chapitre 3, ceci prouvera que cokerA+

β

est de dimension finie. Définissons l’opérateur

R := ζaA−1
a ψa + ζbA−1

b ψb.

Pour tout f ∈ V1
β(Ω)∗, on obtient

A+
βRf = A+

β ζaA−1
a ψaf +A+

β ζbA
−1
b ψbf

= ζaf + ζbf + [A+
β , ζa]A−1

a ψaf + [A+
β , ζb]A

−1
b ψbf,

où [A+
β , ζν ] = A+

β ζν − ζνA
+
β pour ν = a, b. En utilisant ∂nψν = ∂nζν = 0 sur Σ, on montre que

[A+
β , ζν ] est compact en tant qu’opérateur de V +

β (Ω) dans V1
β(Ω)∗. Ainsi, R est bien une paramétrix

à droite et cokerA+
β est de dimension finie.

Étape 2 : L’indice de A+
β est égal à zéro. Par définition, on a indA+

β = dim kerA+
β −

dim cokerA+
β . Introduisons Aβ : V1

β(Ω) → V1
−β(Ω)∗ et A−β : V1

−β(Ω) → V1
β(Ω)∗ les deux opéra-

teurs linéaires et continus tels que

⟨Aβu, v⟩Ω = (σ∇u,∇v )Ω , ∀(u, v) ∈ V1
β(Ω) × V1

−β(Ω) ;
⟨A−βu, v⟩Ω = (σ∇u,∇v )Ω , ∀(u, v) ∈ V1

−β(Ω) × V1
β(Ω).

Notre objectif est de prouver que dim kerA+
β = dim kerA−β et dim cokerA+

β = dim cokerAβ.
Puisque A∗

β = A−β, nous pourrons alors conclure. Pour commencer, remarquons que kerA−β ⊂
kerA+

β ⊂ kerAβ.

i) Considérons u = cs+ + u−β, avec c ∈ C et u−β ∈ V1
−β(Ω), un élément de kerA+

β . On a
div(σ∇u) = 0 p.p. dans Ω. En multipliant par u, en intégrant par parties sur Ω\B(O, δ) et en
prenant la limite de la partie imaginaire lorsque δ tend vers zéro (utiliser les idées de la preuve de
la Proposition 5.3.3), on trouve c = 0. Par conséquent, kerA+

β = kerA−β.

ii) Montrons ensuite que kerA−β ̸= kerAβ. En procédant par l’absurde, supposons temporairement
que kerA−β = kerAβ. Introduisons F et G deux espaces vectoriels de dimension finie tels que

V1
β(Ω)∗ = imA−β ⊕ F; (5.31)

F = (F ∩ imAβ) ⊕ G. (5.32)
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D’après le Lemme 5.5.3, prouvé plus loin, nous avons V1
−β(Ω)∗ = imAβ + V1

β(Ω)∗. Par consé-
quent, nous pouvons écrire V1

−β(Ω)∗ = imAβ ⊕ G. Puisque A−β est l’adjoint de Aβ, on a
dim F = dim cokerA−β = dim kerAβ et dim G = dim cokerAβ = dim kerA−β. Ainsi, notre hy-
pothèse conduit à dim F = dim G ce qui implique F ∩ imAβ = {0} d’après (5.32). Maintenant,
rappelons que Aβs

+ ∈ V1
β(Ω)∗. En vertu de la décomposition (5.31), il existe u−β ∈ V1

−β(Ω)
et w ∈ F tels que Aβs

+ = A−βu−β + w. Mais clairement w ∈ F ∩ imAβ donc w = 0 et
s+ − u−β ∈ kerAβ = kerA−β. Ceci est absurde car s+ − u−β /∈ V1

−β(Ω). Ainsi, kerA−β ̸⊃ kerAβ.

iii) Considérons u⋆ ∈ kerAβ tel que u⋆ /∈ kerA−β. Le Théorème 5.6.6 indique que u⋆ admet la
représentation u⋆ = c+

⋆ s
+ + c−

⋆ s
− + u⋆,−β avec u⋆,−β ∈ V1

−β(Ω). Puisque u⋆ /∈ kerA−β, on a alors
|c+
⋆ | + |c−

⋆ | ̸= 0. Par ailleurs, en travaillant comme en i), on montre que c+
⋆ et c−

⋆ sont tous les deux
non triviaux. Autrement dit, les éléments de kerAβ \ kerA−β se décomposent nécessairement sur
les deux singularités propagatives.

iv) Établissons enfin dim cokerA+
β = dim cokerAβ, ce qui terminera la preuve. Comme en ii),

introduisons F̃, G̃ deux espaces vectoriels de dimension finie tels que

V1
β(Ω)∗ = imA+

β ⊕ F̃;
F̃ = (F̃ ∩ imAβ) ⊕ G̃. (5.33)

De nouveau, on a V1
−β(Ω)∗ = imAβ ⊕ G̃, dim F̃ = dim cokerA+

β et dim G̃ = dim cokerAβ. Prouvons
que F̃ = G̃. D’après (5.33), ceci est équivalent à F̃ ∩ imAβ = {0}. Considérons donc f un élément
de F̃ ∩ imAβ. Il existe u ∈ V1

β(Ω) tel que f = Aβu. En utilisant le Théorème 5.6.6, on trouve
pour u la représentation u = c+s+ + c−s− + u−β avec u−β ∈ V1

−β(Ω). Maintenant, en remarquant
que u − c−u⋆/c

−
⋆ constitue un élément de V +

β (Ω) tel que A+
β (u − c−u⋆/c

−
⋆ ) = f , on déduit que

f ∈ F̃ ∩ imA+
β . Puisque F̃ ∩ imA+

β = {0}, nous obtenons f = 0. Ainsi, l’on a bien F̃ = G̃ et donc
dim cokerA+

β = dim cokerAβ.

Dans la preuve du théorème précédent, nous avons eu besoin du lemme suivant.

Lemme 5.5.3 On a la décomposition V1
−β(Ω)∗ = imAβ + V1

β(Ω)∗.

Preuve. Considérons f ∈ V1
−β(Ω)∗. Reprenons ψa et ωa comme dans la preuve du Théorème

5.5.2 ci-dessus. La fonction ψaf appartient à V1
−β(ωa)∗. Introduisons Aa β : V1

β(ωa) → V1
−β(ωa)∗

l’unique opérateur linéaire continu tel que ⟨Aa βu, v⟩ωa = (σ∇u,∇v)ωa pour tout u ∈ V1
β(ωa) et

tout v ∈ V1
−β(ωa). D’après la discussion suivant le Lemme 5.3.2, nous savons que Aa β est surjectif

(c’est un épimorphisme). Par conséquent, il existe u ∈ V1
β(ωa) tel que Aa βu = ψaf . On conclut

alors en remarquant que la fonction Aβ(ζau) ∈ imAβ est telle que f −Aβ(ζau) ∈ V1
β(Ω)∗.

Dans la preuve du Théorème 5.5.2, nous nous sommes également servis d’une version légèrement
affaiblie du lemme de Peetre (cf. Lemme 1.3.5 dans le Chapitre 1). On trouvera une démonstration
de ce résultat dans [147].

Lemme 5.5.4 Soient (X, ∥ · ∥X), (Y, ∥ · ∥Y) et (Z, ∥ · ∥Z) trois espaces de Banach réflexifs. Soit
K : X → Z un opérateur compact et B : X → Y un opérateur borné. Supposons qu’il existe une
constante C > 0 telle que

∥x∥X ≤ C
(

∥Bx∥Y + ∥Kx∥Z
)
, ∀x ∈ X.

Alors dim kerB < ∞ et imB est fermée dans Y.
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Remarque 5.5.5 Jusqu’à présent, nous avons considéré un problème statique. Mais, comme indi-
qué dans la Section 5.1, une analyse similaire peut être menée pour étudier le problème en régime
harmonique avec une pulsation ω0 > 0. À l’instar de ce qui est fait dans [125], revenons en régime
temporel. Le résultat du Théorème 5.5.2 conduit à considérer une solution en temps long qui se
comporte en

ei(ησ ln r−ω0t)φp(θ)

au voisinage de l’origine. On peut noter deux propriétés étonnantes.
1) Cette onde sortante semble provenir de l’origine, c’est-à-dire de l’infini dans la bande. Ceci est
dû à la présence du métamatériau, dans lequel les vitesses de phase et de groupe sont de signe opposé
[148]. Bien entendu, ceci est également lié au choix dans la modélisation de la dissipation dans §5.4
(voir la Remarque 5.4.1).
2) La vitesse de l’onde ω0r/ησ tend vers 0 lorsqu’elle approche l’origine si bien que l’onde met un
temps infini pour atteindre l’origine. De plus, lorsque κσ → −1, on a ησ → +∞. Par conséquent,
plus le contraste κσ est proche de −1, plus les ondes se propagent lentement.

5.6 Analyse dans les espaces de Sobolev à poids

Dans cette section, nous prouvons les résultats techniques que nous avons utilisés précédemment.
En particulier, nous donnons une démonstration détaillée du Théorème 5.3.1 et du Lemme 5.3.2.
L’analyse que nous présentons, largement inspirée de [102, chapitre 6], fait suite au Chapitre 3.
Cependant, nous détaillons ces résultats toujours pour cette même raison : le problème que nous
étudions n’est pas fortement elliptique à cause du changement de signe de σ. Or [102] ne traite que
des problèmes elliptiques. Il est donc important de vérifier que l’approche mise en place dans [102]
peut également être utilisée dans notre cas. Dans un souci de concision, nous définissons

I :=]0;π[.

Nous notons (·, ·) le produit de L2(I) et (·, ·)1 (resp. (·, ·)2) celui de L2(]π/4;π[) (resp. L2(]0;π/4[)).
De façon générale, pour une fonction v mesurable sur I, nous définissons les restrictions v1 := v|]π/4;π[
et v2 := v|]0;π/4[.

5.6.1 Norme à paramètre

Dans le paragraphe suivant, nous aurons à étudier des problèmes 1D mettant en jeu des fonctions
de H1

0(I). Ces problèmes dépendront d’un paramètre λ à valeurs complexes. Comme nous aurons
besoin d’établir des estimations dans lesquelles |λ| sera grand, nous n’allons pas utiliser la norme
classique sur H1

0(I) mais plutôt, comme dans le Chapitre 3, la norme à paramètre définie par

∥v∥H1(I,|λ|) :=
(

∥v∥2
H1(I) + |λ|2 ∥v∥2

I

)1/2
, ∀v ∈ H1(I). (5.34)

Pour λ ∈ C fixé, les normes ∥ · ∥H1(I,|λ|) et ∥ · ∥H1(I) sont équivalentes. La différence entre ces deux
normes apparaît pour de grandes valeurs de |λ|. Nous introduisons également la norme duale

∥f∥H−1(I,|λ|) := sup
v∈H1

0(I)\{0}

|⟨f, v⟩I |
∥v∥H1(I,|λ|)

, ∀f ∈ H−1(I). (5.35)

5.6.2 Problème 1D dépendant d’un paramètre

Pour débuter, étudions les propriétés du symbole L (λ) : H1
0(I) → H−1(I) dans les normes (5.34)

et (5.35). Pour mémoire, cet opérateur est défini par

⟨L (λ)u, v⟩I =
∫ π

0
σ dθu dθv dθ − λ2

∫ π

0
σu v dθ, ∀u, v ∈ H1

0(I).
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Clairement L (λ) est analytique par rapport à λ pour la norme des opérateurs continus de H1
0(I)

dans H−1(I). L’injectivité de L (λ) a déjà été étudiée dans le §5.2.1. Nous voulons maintenant
établir des estimations sur le comportement de ∥L (λ)u∥H−1(I) pour |λ| grand. Nous avons déjà
étudié ce genre de questions dans le Chapitre 3. Nous représentons cependant les détails ici car
nous travaillons avec des normes différentes.

Lemme 5.6.1 Supposons κσ = σ2/σ1 ̸= −1. Alors L (λ) : H1
0(I) → H−1(I) constitue un isomor-

phisme si et seulement si λ /∈ Λ(κσ), où Λ(κσ) est l’ensemble des valeurs propres de L .

Preuve. Comme dans la preuve du Lemme 3.1.6 du Chapitre 3, nous utiliserons la technique de la
T-coercivité en 1D. Prouvons d’abord le

Lemme 5.6.2 Supposons κσ ̸= −1. Alors, il existe τ0 ∈ R tel que L (iτ0) soit un isomorphisme de
H1

0(I) dans H−1(I).

Preuve. Considérons une fonction de troncature ψ ∈ C ∞(R, [0; 1]) telle que ψ(z) = 1 pour |z −
π/4| < π/16 et ψ(z) = 0 pour |z − π/4| > π/8. Introduisons les isomorphismes T1, T2 : H1

0(I) →
H1

0(I) tels que, pour tout v ∈ H1
0(I),

(T1v)(θ) =
{
v1(θ) pour θ ∈]π/4;π[
−v2(θ) + 2ψ(θ) v1(π/2 − θ) pour θ ∈]0;π/4[

,

(T2v)(θ) =
{
v1(θ) − 2ψ(θ) v2(π/2 − θ) pour θ ∈]π/4;π[
−v2(θ) pour θ ∈]0;π/4[

.

(5.36)

Notons s(θ) = π/2 − θ. Pour tout λ = iτ avec τ ∈ R, on a, pour tout α, δ > 0 et v ∈ H1
0(I),

|⟨L (iτ)v, T1v⟩I | ≥ σ1(v′
1, v1

′)1 + τ2σ1(v1, v1)1 + |σ2|(v′
2, v2

′)2 + τ2|σ2|(v2, v2)2

−2|σ2(v′
2, (ψ v1 ◦ s)′)2| − 2|τ2σ2(v2, (ψ v1 ◦ s))2|

≥ (σ1 − α−1 |σ2|)(v′
1, v1

′)1 + (1 − (α+ δ))|σ2| (v′
2, v2

′)2

+(τ2(σ1 − α−1 |σ2|) − δ−1C |σ2|)(v1, v1)1 + (τ2|σ2|(1 − α))(v2, v2)2,
(5.37)

avec C = supI |ψ′|. Supposons σ1 > |σ2|. On peut trouver α > 0 tel que σ1−α−1|σ2| > 0 et 1−α > 0.
Choisissons ensuite δ > 0 tel que δ < 1 − α. De (5.37), on déduit qu’il existe deux constantes
C1, C2 > 0, indépendantes de τ , telles que |⟨L (iτ)v, T1v⟩I | ≥ C1 ((v′, v′) + τ2 (v, v)) −C2 (v, v) pour
tout v ∈ H1

0(I). Ceci prouve que pour τ2 suffisamment grand, (v, w) 7→ ⟨L (iτ)v, T1w⟩I est coercive.
Lorsque |σ2| > σ1, on procède de la même manière en travaillant avec T2.

Revenons à la preuve du Lemme 5.6.1. Considérons τ0 ∈ R donné par le Lemme 5.6.2 tel que L (iτ0)
définissons un isomorphisme. Pour tout λ ∈ C, L (λ) − L (iτ0) est un opérateur compact de H1

0(I)
dans H−1(I). L’alternative de Fredholm assure alors que L (λ) est un isomorphisme si et seulement
si λ n’est pas valeur propre de L .

D’après le théorème de Fredholm analytique (voir [103, Théorème 1.1.1]), le résultat précédent
montre que pour κσ ̸= −1, l’ensemble Λ(κσ) des valeurs propres de L est discret. D’autre part,
L (λ)−1 est bien défini et analytique dans C \ Λ(κσ).

Proposition 5.6.3 Supposons κσ = σ2/σ1 ̸= −1. Fixons β ∈ R et supposons que L ne possède
pas de valeur propre sur la droite ℜe λ = β. Alors, il existe une constante Cβ > 0 indépendante de
λ telle que

∥u∥H1(I,|λ|) ≤ Cβ ∥L (λ)u∥H−1(I,|λ|), ∀u ∈ H1
0(I), (5.38)

pour tout λ = β + iµ, µ ∈ R.
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Preuve. Nous allons prouver cette proposition pour σ1 > |σ2|. La configuration |σ2| > σ1 s’étudie
de la même façon en travaillant avec T2 au lieu de T1. Intéressons-nous d’abord au cas λ = iτ ∈ Ri.
L’estimation (5.37) montre qu’il existe r0 > 0 tel que si |τ | > r0, alors

|⟨L (iτ)v, T1v⟩I | ≥ C1((v′, v′) + τ2(v, v)), (5.39)

pour tout v ∈ H1
0(I), où C1 est une constante indépendante de τ . Puisque l’opérateur T1 défini

en (5.36) est également borné de L2(I) dans L2(I), on obtient (5.38) pour λ = iτ ∈ Ri avec |τ | > r0.

Considérons maintenant le cas λ = iτeiϕ avec ϕ ∈ [−π/2;π/2]. Ici, τ ∈ R est tel que |τ | > r0 avec
r0 défini ci-dessus. Pour tout v ∈ H1

0(I), nous pouvons écrire

|⟨L (λ)v, T1v⟩I − ⟨L (iτ)v, T1v⟩I | ≤ C2 τ
2|1 − e2iϕ| (v, v), (5.40)

où C2 est une constante indépendante de τ . En combinant (5.39) et (5.40), on trouve

|⟨L (λ)v, T1v⟩I | ≥ |⟨L (iτ)v, T1v⟩I | − C2 τ
2|1 − e2iϕ|(v, v)

≥ C1(v′, v′) + τ2(C1 − C2 |1 − e2iϕ|)(v, v).

En prenant ϕ suffisamment petit pour avoir, par exemple, C2 |1 − e2iϕ| ≤ C1/2, on déduit qu’il
existe deux nombres réels r0 et δ0 tels que (5.38) est vraie pour tout λ ∈ C vérifiant |λ| > r0 et
|ℜe λ| < δ0 |ℑmλ|.

Enfin, puisque λ 7→ L (λ)−1 est bien défini et analytique dans un voisinage de la ligne ℜe λ = β,
on obtient le résultat énoncé.

5.6.3 Espaces à poids et transformée de Laplace dans la bande infinie

Dans ce paragraphe, en utilisant la transformée de Laplace, nous étudions les relations entre les
espaces H1

0(I),H−1(I) et les espaces de Sobolev à poids la bande infinie. Définissons

S := R×]0;π[.

Introduisons une famille d’espaces à poids pour cette géométrie. Pour tout β ∈ R et k ∈ N, Wk
β(S)

désignera la fermeture de C ∞
0 (S) pour la norme définie par

∥v∥Wk
β

(S) :=
( ∑
α+γ≤k

∥eβz ∂αz ∂
γ
θ v ∥2

S
)1/2

.

Nous noterons W1
β(S)∗ le dual topologique de l’espace W1

β(S) et nous le munirons de la norme

∥f∥W1
β

(S)∗ := sup
v∈W1

β
(S)\{0}

|⟨f, v⟩S |
∥v∥W1

β
(S)
, ∀f ∈ W1

β(S)∗.

Pour étudier le lien entre ces espaces à poids et les espaces que nous avons introduit dans le
paragraphe précédent, nous utiliserons la transformée de Laplace. Cette transformée est définie par
densité à partir de la formule suivante

v̂(λ, θ) :=
∫
R
v(z, θ)e−λzdz, ∀v ∈ C ∞

0 (S), ∀λ ∈ C.

Il est également possible de définir la transformée de Laplace des éléments de H−1(S), l’espace dual
de H1

0(S). Dans un souci de concision, nous restreignons notre définition aux éléments à support
compact (bien que cette définition puisse être étendue). Si f ∈ H−1(S) est à support compact, sa
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transformée de Laplace partielle par rapport à la variable z est la fonction λ 7→ f̂(λ), à valeurs dans
H−1(I), telle que

⟨f̂(λ), v⟩I = ⟨f, ṽλ⟩S avec ṽλ(z, θ) = e−λzv(θ) , ∀v ∈ H1
0(I).

Bien que ṽλ /∈ H1
0(S), l’identité ci-dessus a un sens car f est à support compact. En tant que

fonction à valeurs dans H−1(I), λ 7→ f̂(λ) est analytique.

Remarquons que, pour v ∈ W1
β(S) et β ∈ R, (ξ, θ) 7→ v̂(−β + iξ, θ) est en fait la transfor-

mée de Fourier (partielle) par rapport à z de (z, θ) 7→ eβzu(z, θ). Grâce à cette observation et à la
caractérisation classique des espaces de Sobolev par la transformée de Fourier, on prouve l’identité
de Parseval suivante

∥v∥2
W1

β
(S) = 1

2iπ

∫ −β+i∞

−β−i∞
∥ v̂(λ, ·) ∥2

H1(I,|λ|) dλ, ∀v ∈ C ∞
0 (S), ∀β ∈ R. (5.41)

On a une relation similaire entre W1
β(S)∗ et H−1(I). C’est précisément la raison pour laquelle nous

avons introduit les normes à paramètre ∥ · ∥H1(I,|λ|) et ∥ · ∥H−1(I,|λ|) (on ne pourrait pas écrire une
telle identité de Parseval avec la norme classique ∥ · ∥H−1(I)).

Lemme 5.6.4 Soit f ∈ H−1(S) à support compact. On a l’identité

∥f∥2
W1

β
(S)∗ = 1

2iπ

∫ β+i∞

β−i∞
∥ f̂(λ, ·) ∥2

H−1(I,|λ|) dλ, ∀β ∈ R. (5.42)

Preuve. Fixons β ∈ R. Tout d’abord, remarquons que (u, v) 7→ (e2βz∇u,∇v)S + (e2βzu, v)S définit
un produit scalaire sur W1

β(S). Pour u ∈ C ∞
0 (S), définissons la fonctionnelle f ∈ H−1(S) telle que

⟨f, w⟩S = (e2βz∇u,∇w)S + (e2βzu,w)S , ∀w ∈ W1
β(S). (5.43)

Puisque C ∞
0 (S) est dense dans W1

β(S), d’après le théorème de Riesz, les fonctionnelles de la forme
(5.43) avec u ∈ C ∞

0 (S) sont denses dans W1
β(S)∗ pour la norme ∥ · ∥W1

β
(S)∗ . Par conséquent, il suffit

de prouver (5.42) simplement pour de telles fonctionnelles.

Observons que (5.43) a encore un sens pour w(z, θ) = e−λzv(θ), pour tout λ = β + iη ∈ C,
puisque u est à support compact. En prenant un tel w(z, θ), nous obtenons

⟨f̂(β + iη), v⟩I =
(
∂θû(−β + iη), ∂θv

)
I

+ (1 + |β + iη|2)
(
û(−β + iη), v

)
I
.

pour tout η ∈ R et tout v ∈ H1
0(I). Pour η ∈ R fixé, en choisissant v(θ) = û(−β + iη, θ), nous

obtenons l’identité

∥f̂(β + iη)∥2
H−1(I,|β+iη|) = ∥û(−β + iη)∥2

H−1(I,|−β+iη|).

Maintenant, revenons à (5.43), prenons w(z, θ) = u(z, θ) et utilisons l’identité de Parseval (5.41).
Nous trouvons

⟨f, u⟩S = 1
2iπ

∫ −β+i∞

−β−i∞
∥ û(λ, ·) ∥2

H1(I,|λ|) dλ = 1
2iπ

∫ β+i∞

β−i∞
∥ f̂(λ, ·) ∥2

H1(I,|λ|) dλ.

Puisque ⟨f, u⟩S = ∥f∥2
W1(S)∗ , l’égalité précédente permet de conclure la preuve.
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5.6.4 Problème dans la bande infinie

Dans la bande infinie, pour tout β ∈ R, définissons Gβ : W1
β(S) → W1

−β(S)∗ l’unique opérateur
linéaire continu tel que

⟨Gβu, v⟩S = (σ∇u,∇v)S , ∀u ∈ W1
β(S), ∀v ∈ W1

−β(S).

Dans ce paragraphe, nous souhaitons étudier la question de l’inversibilité de Gβ.

Théorème 5.6.5 Supposons κσ = σ2/σ1 ̸= −1. Pour β ∈ R, l’opérateur Gβ : W1
β(S) → W1

−β(S)∗

définit un isomorphisme lorsque le symbole L ne possède pas de valeur propre sur la droite ℜe λ = β.

Preuve. Supposons donc que L ne possède pas de valeur propre sur la droite ℜe λ = β. Montrons
qu’alors il existe une constante Cβ > 0 telle que

∥u∥W1
β

(S) ≤ Cβ ∥Gβu∥W1
−β

(S)∗ , ∀u ∈ W1
β(S). (5.44)

Puisque C ∞
0 (S) est dense dans W1

β(S), il suffit de prouver qu’une telle estimation est vraie pour
tout u dans C ∞

0 (S). Considérons donc u ∈ C ∞
0 (S). Observons que

Ĝβu (λ, θ) = L (λ) û(λ, θ), ∀λ ∈ C.

L’estimation (5.44) découle alors directement de la Proposition 5.6.3 et du Lemme 5.6.4. Ceci prouve
que Gβ est un opérateur injectif à image fermée. Par ailleurs, on a G∗

β = G−β. Or en vertu de (5.9),
nous savons que si L n’a pas de valeur propre sur la droite ℜe λ = β alors L n’a pas de valeur
propre sur la droite ℜe λ = −β. En utilisant (5.44) avec β remplacé par −β, on déduit que G∗

β est
injectif. Ceci prouve que Gβ est surjectif d’après [116, théorème 2.13].

5.6.5 Problème dans la demi-bande

Nous en venons au problème posé dans la demi-bande B =] − ∞; 0[×]0;π[, géométrie à laquelle
nous nous sommes intéressés dans les Sections 5.3 et 5.4. Rappelons que nous avons défini l’opérateur
continu Lβ : W1

β(B) → W1
−β(B)∗ tel que

⟨Lβu, v⟩B = (σ∇u,∇v)B, ∀u ∈ W1
β(B) , ∀v ∈ W1

−β(B).

Théorème 5.3.1 Supposons κσ = σ2/σ1 ̸= −1. L’opérateur Lβ : W1
β(B) → W1

−β(B)∗ est de
type Fredholm si et seulement si Λ(κσ) ∩ ℓβ = ∅ où ℓβ désigne la droite { λ ∈ C | ℜe λ = β }.
Preuve. Fixons β ∈ R et supposons que L ne possède pas de valeur propre sur ℓβ. Définissons
Q =]−2; 0[×]0;π[. Considérons une fonction de troncature ζ ∈ C ∞(R, [0; 1]) telle que ζ(z) = 0 pour
z ≥ −1 et ζ(z) = 1 pour z ≤ −2. Définissons χ := 1 − ζ. D’après le Théorème 1.3.3 et l’estimation
(1.8) du Chapitre 1, il existe une constante C1 > 0 telle que

∥v∥H1(Q) ≤ C1
(

∥div(σ∇v)∥H−1(Q) + ∥v∥Q
)
, ∀v ∈ H1

0(Q). (5.45)

Remarquons que div(σ∇(χu)) = χ div(σ∇u) + 2 div(uσ∇χ) − uσ∂2
zχ appartient à H−1(Q) pour

tout u ∈ W1
β(B). Par conséquent, en appliquant l’estimation (5.45) à χu, on obtient l’existence

d’une constante C2 > 0 telle que

∥χu∥H1(Q) ≤ C2
(

∥Lβu∥W1
−β

(B)∗ + ∥u∥Q
)
, ∀u ∈ W1

β(B). (5.46)

Prolongeons ζu par 0 sur S \B de sorte que ζu puisse être considéré comme un élément de W1
β(S).

Appliquons le Théorème 5.6.5 à ζu : il existe une constante C3 telle que

∥ζu∥W1
β

(S) ≤ C3 ∥Gβ(ζu)∥W1
−β

(S)∗ , ∀u ∈ W1
β(B).
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De façon similaire, ζLβ(u) peut être considéré comme un élément de W1
−β(S)∗. En utilisant l’égalité

Gβ(ζu) = ζLβ(u) + 2 div(uσ∇ζ) − uσ∂2
zζ, nous obtenons, pour tout u ∈ W1

β(B),

∥ζu∥W1
β

(B) = ∥ζu∥W1
β

(S) ≤ C ′
3
(

∥Lβu∥W1
−β

(B)∗ + ∥u∥Q
)
. (5.47)

Puisque ζ + χ = 1, en rassemblant les estimations (5.46) et (5.47), on déduit l’existence d’une
constante C4 > 0 telle que

∥u∥W1
β

(B) ≤ C4
(

∥Lβu∥W1
−β

(B)∗ + ∥u∥Q
)
, ∀u ∈ W1

β(B). (5.48)

Or l’opérateur u 7→ u|Q de W1
β(B) dans L2(Q) est compact. Par conséquent, le Lemme 5.5.4 et

l’estimation (5.48) prouvent que imLβ est fermée et que kerLβ est de dimension finie.

De nouveau, remarquons que si L n’a pas de valeur propre sur la droite ℜe λ = β alors L
n’en a pas non plus sur la droite ℜe λ = −β. Nous pouvons donc utiliser ce qui précède avec β
remplacé par −β. En particulier, puisque L∗

β = L−β, on a dim cokerLβ = dim kerL−β < ∞. Ceci
prouve finalement que Lβ est de type Fredholm et termine la première partie de la preuve.

Maintenant, supposons que L possède une valeur propre λ0 sur la droite ℜe λ = β. Consi-
dérons une fonction de troncature χ comme dans le début de cette preuve et définissons
un(z, θ) := χ(z/n) exp(λ0z)φp(θ) où φp(θ), donné par la formule (5.10), est un vecteur propre
de L associé à la valeur propre λ0. En travaillant avec la suite un on met en défaut l’estimation a
priori (5.47). Puisque dim kerLβ < ∞ (notons en effet que kerLβ ⊂ kerLγ pour tout γ > β), ceci
prouve que imLβ ne peut pas être fermée.

Le second résultat non trivial dont nous avons eu besoin dans la Section 5.3 est un résultat de
décomposition. En effectuant un raisonnement par densité et en utilisant le Théorème 3.1.17 du
Chapitre 3, on prouve comme le théorème 5.4.2 de [102] le

Théorème 5.6.6 Supposons κσ ̸= −1.
Supposons que L ne possède pas de valeur propre sur les droites ℜe λ = β1 et ℜe λ = β2, β1 < β2.
Notons λ1, . . . , λN les valeurs propres de L dans la bande β1 < ℜe λ < β2. Supposons que pour
k = 1, . . . , N on ait λk(σφk, φk) ̸= 0, où φk est un vecteur propre de L associé à la valeur propre λk.
Soit uβ2 un élément de W1

β2(B) vérifiant Lβ2uβ2 ∈ W1
β1(B)∗. Alors, on a le résultat de décomposition

suivant

uβ2 = uβ1 +
N∑
k=1

ck ζ e−λkzφk, (5.49)

où uβ1 est un élément de W1
β1(B), ck est une constante (qui dépend du choix de φk), k = 1, . . . , N ,

et ζ ∈ C ∞(R−) est une fonction de troncature telle que ζ(z) = 1 pour z ≤ −2, ζ(z) = 0 pour
z > −1.

Remarque 5.6.7 De nouveau, indiquons que l’hypothèse « λk(σφk, φk) ̸= 0 » pour k = 1, . . . , N
assure simplement que la chaîne de Jordan associée à la valeur propre λk (de multiplicité géo-
métrique égale à un) est de longueur un. Autrement dit, la chaîne de Jordan n’est constituée que
de la valeur propre. Cette hypothèse n’est pas toujours vérifiée. Par exemple, pour un contraste
κσ = −1/3, l’ensemble des valeurs propres de L contient 0 et le vecteur propre associé φ vérifie
0(σφ, φ) = 0. Pour de telles situations, le développement (5.49) fait intervenir toute la chaîne de
Jordan associée à la valeur propre λk. Nous renvoyons le lecteur à [85, 101, 102, 103] pour plus
de détails concernant ces questions. Pour terminer cette remarque, indiquons que dans notre étude
nous ne nous intéressons qu’aux valeurs propres (non-nulles) situées sur l’axe imaginaire. Pour ces
dernières, le Lemme 5.3.6 montre qu’on a bien λk(σφk, φk) ̸= 0.
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Démontrons maintenant le troisième et dernier résultat technique utilisé dans la Section 5.3.

Lemme 5.3.2 Fixons κσ ∈] − 1; −1/3[ et β ∈]0; 2[. L’opérateur L−β : W1
−β(B) → W1

β(B)∗

est injectif. De plus, il existe une constante C > 0 telle que

∥v∥W1
−β

(B) ≤ C ∥L−βv∥W1
β

(B)∗ , ∀v ∈ W1
−β(B).

On dit alors que L−β est un monomorphisme.

Preuve. Considérons u ∈ kerL−β. Par anti-symétrie, définissons la fonction ũ sur S := R×]0;π[
telle que ũ(z, θ) = u(z, θ) pour z ≤ 0 et ũ(z, θ) = −u(−z, θ) pour z ≥ 0. Puisque u|∂B = 0,
la fonction ũ appartient à H1

loc(S). De plus, on a (z, θ) 7→ e−βzũ(−z, θ) ∈ H1(B) et donc
(z, θ) 7→ eβzũ(−z, θ) ∈ H1(B). Par conséquent, ũ constitue un élément de W1

−β(S). Pour v ∈ W1
β(S),

définissons w(z, θ) = v(z, θ) − v(−z, θ). La fonction w appartient à W1
β(B) puisque w|∂B = 0. Un

calcul direct utilisant l’anti-symétrie de ũ conduit à

(σ∇ũ,∇v)S = (σ∇u,∇w)B = 0.

Ainsi, nous obtenons (σ∇ũ,∇v)S = 0 pour tout v ∈ W1
β(S). Le Théorème 5.6.5 montre que le seul

élément ũ ∈ W1
−β(S) vérifiant une telle propriété est ũ = 0, de sorte que u = 0. La continuité de

L−1
−β de imL−β dans W1

−β(B) est alors une conséquence directe du théorème de Banach.

5.7 Aspects numériques

Dans la Section 5.5, nous avons introduit l’espace V +
β (Ω) = vect{riησφp(θ)ζ(r)}⊕V1

−β(Ω), pour
β ∈]0; 2[, ainsi que l’opérateur borné A+

β : V +
β (Ω) → V1

β(Ω)∗ tel que

⟨A+
β u, v⟩Ω = (σ∇u,∇v)Ω, ∀u ∈ V +

β (Ω), ∀v ∈ C ∞
0 (Ω).

Nous avons prouvé avec le Théorème 5.5.2 que A+
β constitue un opérateur Fredholm d’indice zéro

avec kerA+
β = kerA−β. Supposons que la géométrie et le contraste soient tels que A−β : V1

−β(Ω) →
V1
β(Ω)∗ soit injectif. Dans ce cas, nous pouvons affirmer que A+

β définit un isomorphisme. En
particulier, si nous considérons un terme source f ∈ L2(Ω), le problème

Trouver v ∈ V +
β (Ω) tel que

(σ∇u,∇v)Ω = (f, v)Ω, ∀v ∈ C ∞
0 (Ω),

(5.50)

possède une unique solution pour 0 < β ≤ 1. Nous devons faire l’hypothèse supplémentaire β ≤ 1
pour avoir l’inclusion L2(Ω) ⊂ V1

β(Ω)∗. Ce dernier résultat se démontre en remarquant que pour
de telles valeurs de β, on a V1

β(Ω) ⊂ L2(Ω) = V0
0(Ω). Dans ce paragraphe, nous souhaitons nous

intéresser à la question de l’approximation de la solution du problème (5.50). C’est une question
délicate car la solution u, de façon générale, n’appartient pas à H1

0(Ω) en raison de la singularité
propagative en O. Plus précisément, en procédant comme dans la preuve de la Proposition 5.3.3, on
montre que u est dans H1

0(Ω) si et seulement si f satisfait la condition de compatibilité (f, s)Ω = 0
où s est une base 2 de kerAβ. Ce problème d’approximation est intéressant car il fait le pont
entre les problèmes d’approximation pour les guides d’ondes et les problèmes d’approximation pour
les domaines à géométrie singulière. Nous pouvons envisager son traitement sous différents angles.
Cependant, toujours en raison de ce changement de signe de σ, la justification complète des méthodes
numériques semble compliquée et nous nous contenterons de descriptions formelles.

2. Puisque nous avons supposé A−β injectif, nous savons que dim kerA−β = dim cokerAβ = 0 et dim cokerA−β =
dim kerAβ = 1.
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Extraction du coefficient de singularité

Le premier procédé que l’on peut envisager pour approcher la solution du problème (5.50) provient
des techniques mises en place pour traiter les problèmes d’approximation dans les domaines à
géométrie singulière. Il a notamment été développé pour étudier la résolution des équations de
Maxwell dans des domaines polygonaux non convexes [16, 31, 6, 110, 5, 82, 92, 96]. Cette approche
consiste à calculer directement la partie singulière de la solution. On retire ensuite au second
membre l’image de cette partie singulière. On peut alors mettre une place une méthode classique
de type éléments finis pour approcher la partie régulière de la solution.

Habituellement, on utilise ce genre de techniques pour améliorer la vitesse de convergence. En
effet, cette dernière est proportionnelle à la régularité de la solution, régularité qui, de façon
générale, peut être réduite lorsque le domaine n’est pas régulier. Cette méthode repose sur la
connaissance explicite du comportement singulier au voisinage du coin ou de l’arête. Le point le
plus subtil dans le processus tient dans le calcul de la partie singulière. Il faut en effet être capable
d’approcher efficacement le coefficient devant la singularité. Pour cela, on utilise une formule de
projection analogue à celle obtenue dans la Proposition 5.3.3.

Tout laisse penser qu’on peut adopter cette démarche pour discrétiser (5.50). Précisons néan-
moins que pour ce problème, l’extraction de la partie singulière n’est pas un moyen d’améliorer
la vitesse de convergence mais plutôt un procédé nécessaire pour approcher la solution. Indiquons
également que pour justifier complètement cette méthode, il faut notamment être capable de
justifier la convergence de la méthode d’approximation de la partie régulière. Ceci n’est pas évident
a priori. Cependant, en travaillant avec des maillages particuliers, l’on pourra utiliser les techniques
variationnelles développées au cours du Chapitre 2.

Lorsqu’on considère un problème légèrement dissipatif, avec σ remplacé par σγ := σ + iγ|σ|,
on retrouve un problème elliptique dans H1

0(Ω). Les preuves existantes justifient alors rigoureuse-
ment la méthode que nous venons de présenter. Peut-être pourrait-on approcher la partie singulière
(resp. régulière) de la solution du problème (5.50) par l’approximation de la partie singulière (resp.
régulière) de la solution du problème légèrement dissipatif, quitte à adapter la dissipation. Ce point
reste à étudier.

Utilisation d’un opérateur Dirichlet-to-Neumann au voisinage de O

La deuxième stratégie que nous pouvons imaginer pour approcher la solution du problème (5.50)
consiste à « borner » le domaine de calcul en imposant une condition artificielle. Expliquons-nous.
Comme nous l’avons remarqué dans l’analogie avec le problème de guide d’ondes, dans le problème
(5.50), le point O joue le rôle d’infini. Pour approcher la solution dans le guide, une méthode
classique consiste à borner le domaine en utilisant un opérateur Dirichlet-to-Neumann (DTN) qui
permet de laisser « circuler » les modes propagatifs sans réflexion. Pour le problème dans Ω, cela
revient à placer un opérateur DTN au voisinage du point singulier O (voir une illustration avec
la Figure 5.5). Dans notre cas, il n’y a qu’un mode propagatif. Par conséquent, nous pouvons
tronquer le domaine Ω en imposant la condition de Robin δ∂ru|r=δ = iησu|r=δ où δ désigne un
petit paramètre. Cela revient à approcher l’opérateur DTN à l’ordre un.

Avec les espaces de Sobolev à poids, en utilisant par exemple les idées présentées dans [97],
on devrait pouvoir montrer que la solution du problème avec un opérateur DTN tronqué converge
vers la solution du problème (5.50) lorsque δ tend vers 0. La seconde étape consistant à prouver
la convergence du problème discrétisé avec un opérateur Dirichlet-to-Neumann tronqué semble un
problème largement ouvert. Précisons enfin que cette technique nécessite de nouveau la connaissance
des singularités/modes pour pouvoir construire l’opérateur DTN. Pour la géométrie particulière
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que nous avons étudiée, nous avons pu mener tous les calculs explicitement. Ce n’est en général
pas possible.

Ω1

π/4

Ω2

Opérateur DTN en O

B1

B2

Opérateur DTN à l’infini

Ω1

π/4

Ω2

PML en O

B1

B2

PML à l’infini

Figure 5.5 – Placer un opérateur DTN ou une PML dans le guide d’ondes à l’infini revient à placer
un opérateur DTN ou une PML au voisinage du point singulier O dans Ω.

Utilisation de PMLs au voisinage de O

Pour borner le guide d’ondes, une alternative classique à l’opérateur Dirichlet-to-Neumann consiste
à utiliser une couche parfaitement adaptée (PML). De nouveau, placer une PML à l’infini dans le
guide correspond à placer une PML au voisinage de O dans la géométrie initiale (voir la Figure
5.5). On tronque ensuite la PML en imposant une condition de Dirichlet. Avec cette technique,
il n’est pas nécessaire de calculer explicitement les singularités/modes du problème. Ceci est un
avantage important notamment si l’on souhaite étudier des configurations plus compliquées (cône
ou arête en 3D). D’un point de vue pratique, le seul travail consiste à effectuer le changement
de variable complexe, opération relativement peu coûteuse. En coordonnées polaires, on pourra
utiliser les calculs présentés dans [57].

De nouveau, en travaillant dans les espaces de Sobolev à poids et en procédant comme dans
[97], nous espérons pouvoir montrer que la solution du problème avec une PML tronquée approche
la solution du problème initial (5.50). Par contre, la question de la justification de la convergence
du problème discrétisé avec PML tronquée paraît plus ouverte. Le lecteur désirant en savoir plus
est invité à étudier le travail de Camille Carvalho qui s’intéresse actuellement à ces aspects dans le
cadre de son stage de Master.

Nous allons maintenant présenter quelques résultats numériques pour cette méthode. Nous nous
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placerons dans le demi-disque unité avec

Ω = {(r cos θ, r sin θ) | 0 < r < 1 et 0 < θ < π};
Ω1 = {(r cos θ, r sin θ) | 0 < r < 1 et π/4 < θ < π};
Ω2 = {(r cos θ, r sin θ) | 0 < r < 1 et 0 < θ < π/4}.

Nous considérons cette géométrie pour deux raisons. D’une part, dans ce cas, l’injectivité de l’opé-
rateur A−β est garantie par le Lemme 5.3.2. D’autre part, cela permet de travailler directement
dans le guide d’ondes. Nous effectuons tous les calculs dans la demi-bande, en particulier, nous
écrivons le changement de variable de la PML en coordonnées cartésiennes, puis nous effectuons
le changement de variable inverse r = e−z pour revenir à la géométrie initiale. Notons qu’avec ce
procédé, nous obtenons directement un maillage raffiné logarithmiquement au voisinage de O dans
le domaine Ω (cf. Figures 5.7 et 5.6).

Nous prenons le second membre f égal à 1 pour e−1 < r < 1 et 0 pour 0 < r ≤ e−1. De la
sorte, le terme source appartient à V1

β(Ω)∗ pour tout β ∈ R. Nous tronquons la demi-bande
]0; +∞[×]0;π[ en L = 6.8 et plaçons la couche PML dans la région ]3L/4;L[×]0;π[. Nous utilisons
des éléments finis de Lagrange P1 et travaillons avec le logiciel libre Freefem++. La commande
movemesh permet d’effectuer le changement de variable dont nous avons besoin. Nous affichons les
résultats avec le logiciel Paraview.

Pour la simulation de la Figure 5.8, le contraste κσ est choisi égal à −1/2. Nous observons
l’action de la PML qui atténue le mode propagatif. Nous remarquons également que celui-ci est
relativement confiné au voisinage de l’interface. C’est un trait caractéristique des ondes plasmo-
niques. Ceci illustre également le fait qu’une onde plasmonique peut exister à n’importe quelle
fréquence (ici 0), sans fréquence de coupure, ce qui constitue un atout majeur pour les applications
[8, 47, 152, 135, 86]. Pour la simulation de la Figure 5.9, nous prenons κσ = −1/1.001. Rappelons
que la singularité propagative se comporte en riησ avec ησ qui tend vers l’infini lorsque κσ → −1+.
Nous retrouvons bien ce résultat. D’un point de vue pratique, nous sommes contraints d’utiliser
un maillage symétrique par rapport à l’interface pour travailler avec des contrastes proches de −1.
Avec un maillage quelconque, la solution approchée présente des « pics » très forts sur l’interface.
Sur la Figure 5.10, on peut vérifier que l’on a bien approché la solution à l’extérieur d’un voisinage
de la singularité géométrique O. Enfin, sur la Figure 5.8, nous affichons l’approximation de la
solution du problème (5.1) pour un contraste κσ = −1/4 situé en dehors de l’intervalle critique.
Pour cette configuration, (5.1) est bien posé dans H1

0(Ω). Dans le guide d’ondes, les modes sont
tous évanescents.
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Figure 5.6 – Maillage utilisé pour la simulation avec κσ = −1/2. Nous maillons la bande puis nous
effectuons le changement de variable r = e−z. Nous obtenons ainsi un maillage raffiné logarithmi-
quement.

Figure 5.7 – Maillage utilisé pour la simulation avec κσ = −1/1.001. Pour une telle valeur du
contraste, pour éviter les phénomènes d’instabilités numériques, nous utilisons un maillage symé-
trique par rapport à l’interface.

Figure 5.8 – Approximation de la solution du problème (5.50) pour un contraste κσ = −1/2.
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Figure 5.9 – Approximation de la solution du problème (5.50) pour un contraste κσ = −1/1.001.

Figure 5.10 – Approximation de la solution du problème (5.1) pour un contraste κσ = −1/4 (en
dehors de l’intervalle critique).

Figure 5.11 – Zoom au voisinage du point singulier O pour la simulation avec κσ = −1/1.001.





CHAPITRE SIX

DÉVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE
POUR UN COIN ARRONDI DANS

L’INTERVALLE CRITIQUE

Les résultats de ce chapitre feront probablement l’objet de la publication :
[51] L. Chesnel, X. Claeys et S.A. Nazarov : Asymptotics expansion for a non-smooth

interface between a dielectric and a negative material. En cours, 2012.
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Introduction

L
e problème de transmission (P) « trouver u ∈ H1

0(Ω) tel que −div (σ∇u) = f », où f
désigne un terme source et σ un coefficient qui change de signe sur le domaine, peut ne
pas être bien posé au sens de Fredholm, notamment lorsque l’interface entre le matériau

positif et le matériau négatif présente un coin. Pour certaines valeurs du paramètre σ, il apparaît
une singularité propagative au niveau du coin et il faut l’ajouter à l’espace pour retrouver un

149
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problème bien posé au sens de Fredholm (cf. Chapitre 5).

Dans le Chapitre 4, nous avons observé que pour un milieu physique absorbant, ce qui re-
vient à considérer un σ possédant une partie imaginaire positive sur tout le domaine, le problème
(P) devient un problème coercif. Le passage à la limite sur la dissipation, permettant d’étudier
le cas d’un milieu faiblement absorbant, dépend des propriétés de (P). Lorsque ce problème est
bien posé, la suite de solutions dissipatives converge vers la solution de (P) dans H1

0(Ω). Lorsque
l’interface présente un coin et qu’il existe une singularité propagative, la convergence de la suite
de solutions dissipatives a également lieu mais dans le nouveau cadre fonctionnel. C’est le principe
d’absorption limite que nous avons justifié dans le Chapitre 5. Ainsi, nous pouvons voir l’ajout
d’un terme dissipatif dans (P) comme un procédé de régularisation.

Le deuxième procédé de régularisation que nous pouvons naturellement envisager consiste à
arrondir le coin. C’est ce point que nous souhaitons étudier dans ce chapitre. La problématique
peut se décrire ainsi. Plaçons-nous dans une configuration pour laquelle le problème (P) n’est pas
bien posé au sens de Fredholm en raison de l’existence d’une singularité propagative. Arrondissons
légèrement le coin. Dans ce cas, l’interface devient régulière et le problème (P) dans cette géométrie
est bien posé au sens de Fredholm. Que se passe-t-il pour un arrondi très faible ? Autrement dit,
quel est le comportement de la suite des solutions, lorsqu’elles sont définies, du problème avec
un coin arrondi lorsque l’arrondi tend vers 0 ? Au-delà de l’aspect mathématique, cette question
présente un intérêt important pour la physique. En effet, en pratique, il est impossible de réali-
ser des coins idéaux et ces derniers sont toujours arrondis. Par conséquent, la question à laquelle
nous nous intéressons n’est autre que la question de l’existence physique du phénomène de trou noir.

Le problème d’asymptotique pour un coin arrondi et un opérateur elliptique a fait l’objet de
nombreuses études (voir notamment [114, 73, 96] et les références utilisées). Présentons brièvement
une motivation de ces travaux. Imaginons que l’on souhaite approcher par une méthode numérique
la solution d’un problème elliptique dans une géométrie à coin légèrement arrondi. Dans ce cas, il se
révèle très coûteux de mailler finement l’arrondi. L’idée du développement asymptotique consiste
à déterminer une approximation de la solution dans la géométrie arrondie à partir de fonctions
définies dans des géométries limites ne présentant pas de petit paramètre. Ainsi, on ne maille que
ces géométries limites et les calculs restent raisonnables. Dans ces études, il est notamment montré
que la solution dans la géométrie arrondie converge, lorsque l’arrondi tend vers 0, vers la solution
dans la géométrie limite avec une vitesse qui dépend des exposants de singularité associés à la
géométrie limite. Ces résultats resteront vrais pour le problème avec changement de signe que nous
voulons considérer lorsque le contraste est situé en dehors de l’intervalle critique. Nous ne les dé-
montrerons pas dans ce document mais les techniques que nous allons développer permettraient de
les obtenir. Indiquons que ces résultats présentent un intérêt en soi. En effet, pour les technologies
basées sur les ondes plasmoniques, l’on cherche à utiliser ces géométries singulières pour confiner
de l’énergie au voisinage du coin ou de l’arête en 3D. L’influence de l’arrondi, observée notamment
dans [74, 17, 149, 130], doit par conséquent être bien comprise pour effectuer des simulations
numériques cruciales dans un domaine où les expérimentations sont coûteuses et longues à mettre
en place.

L’étude que nous allons mener dans l’intervalle critique est plus délicate en raison de la na-
ture exotique du problème limite qui est bien posé au sens de Fredholm dans un cadre relativement
inhabituel. Il s’agit d’un travail en cours avec X. Claeys 1 et S.A. Nazarov 2, ce dernier étant à l’ori-
gine de la méthode que nous allons présenter. Ce travail manque probablement encore de maturité
mais nous avons néanmoins choisi de l’exposer pour deux raisons. D’une part, nous allons mettre

1. Université de Toulouse, ISAE, 10, avenue Edouard-Belin, 31055 Toulouse cedex 4, France.
2. Institute for Problems in Mechanical Engineering RAS, 61, Bolshoi pr. V.O., St. Pétersbourg 199178, Russie.



6.1. Description du problème 151

en évidence un phénomène de « valeur propre clignotante » plutôt surprenant. Vous ne pouviez
pas manquer cela. D’autre part, la méthode proposée par S.A. Nazarov semble très puissante.
Elle permet d’obtenir une estimation a priori de façon systématique, point souvent délicat dans le
domaine du développement asymptotique.

Notre plan d’étude sera le suivant. Nous commencerons par présenter la géométrie du problème.
Dans un second temps, dans la Section 6.1, nous rappellerons les résultats pour les géométries
limites que nous avons prouvés dans le Chapitre 5. La section 6.3 sera consacrée à la démonstration
d’une estimation a priori pour les solutions du problème avec un coin arrondi. Le point original
tient dans le fait que cette estimation ne tient pas uniformément : elle est valable pour un para-
mètre d’arrondi qui n’appartient pas à un ensemble qui possède 0 comme point d’accumulation.
Pour obtenir cette estimation, l’idée va consister à utiliser des espaces de Sobolev à poids bien
adaptés. Dans la Section 6.4, nous nous servirons de cette estimation a priori pour prouver la
convergence d’un développement asymptotique au premier ordre. Enfin, nous terminerons par des
calculs explicites pour une géométrie simple et des illustrations numériques mettant en évidence ce
curieux phénomène de « valeur propre clignotante ».

6.1 Description du problème

6.1.1 Géométrie

Considérons un ouvert borné Ω ⊂ R2 à frontière polygonale comme celui représenté sur la Figure
6.1 ci-dessous. Nous supposons Ω partitionné en deux sous-domaines Ωδ

1,Ωδ
2 avec Ω = Ωδ

1 ∪ Ωδ
2 et

Ωδ
1 ∩ Ωδ

2 = ∅. Donnons-nous un segment droit Σ0 qui intersecte ∂Ω en seulement deux points O
et O′ qui ne coïncident pas avec les sommets de ∂Ω. Nous faisons l’hypothèse qu’en O′, Σ0 est
perpendiculaire à ∂Ω et que l’interface Σδ := ∂Ωδ

1 \ ∂Ω = ∂Ωδ
2 \ ∂Ω coïncide avec Σ0 en dehors du

disque B(O, δ).

δ

Ωδ
2

Ωδ
1 Σδ

π/4

O

O′

Figure 6.1 – Géométrie du problème.

Dans la suite, nous notons (r, θ) les coordonnées polaires centrées en O telle que θ = 0 ou π sur
la frontière dans un voisinage de O. Lorsque δ → 0, les sous-domaines Ωδ

1,Ωδ
2 convergent vers

Ω0
1,Ω0

2 et nous supposons qu’il existe un disque B(O, r0) centré en O tel que Ω0
2 ∩ B(O, r0) =

{(r cos θ, r sin θ) ∈ R2 | 0 < r < r0 , 0 < θ < π/4} et Ω0
1 ∩ B(O, r0) = {(r cos θ, r sin θ) ∈ R2 | 0 <

r < r0 , π/4 < θ < π}. Comme dans le Chapitre 5, nous considérons la valeur π/4 pour l’ouverture
du cône simplement car elle permet de mener tous les calculs explicitement (voir le §6.2.1). Il n’y a
aucune difficulté à adapter l’analyse que nous allons présenter au cas d’un angle quelconque. Pour
fixer les idées, sans perte de généralité, nous supposons que nous pouvons prendre r0 = 2, i.e. que
(B(O, 2) ∩ R × R∗

+) ⊂ Ω. Dans tout ce chapitre, R∗
+ désignera l’intervalle ]0; +∞[.
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Géométrie du coin arrondi

Nous avons supposé l’interface dans Ωδ égale à un segment droit en dehors de B(O, δ). Décrivons
à présent l’ensemble Σδ ∩ B(O, δ). Notons Ξ := R × R∗

+ le demi-plan supérieur et partitionnons-
le en deux ensembles ouverts Ξ1,Ξ2 avec Ξ = Ξ1 ∪ Ξ2 et Ξ1 ∩ Ξ2 = ∅. Nous supposons que
Γ := ∂Ξ1 \ ∂Ξ = ∂Ξ2 \ ∂Ξ est une courbe Γ = {ϕΓ(t), t ∈ [0; +∞[} où ϕΓ : R → R2 est une
fonction de classe C ∞ telle que ∂tϕΓ(0) est orthogonal à l’axe (Ox) et ϕΓ(t) = (t, t) pour t ≥ 1, voir
la (Figure 6.2) ci-dessous. Dans un voisinage du coin, nous faisons l’hypothèse que Ωδ

1,Ωδ
2 peuvent

être définis à partir de Ξ1,Ξ2 par auto-similarité :

Ωδ
1 ∩B(O, δ) = { x ∈ R2 | x/δ ∈ Ξ1 ∩B(O, 1) } ;

Ωδ
2 ∩B(O, δ) = { x ∈ R2 | x/δ ∈ Ξ2 ∩B(O, 1) }.

Ξ2Ξ1 Ξ = Ξ1 ∪ Ξ2.
π
4

O

Figure 6.2 – Géométrie « gelée ».

6.1.2 Problème étudié

Introduisons la fonction σδ : Ω → R telle que σδ = σ1 dans Ωδ
1, σδ = σ2 dans Ωδ

2, où σ1 < 0 et
σ2 > 0 sont des constantes. Pour f ∈ H−1(Ω), considérons alors le problème :

Trouver uδ ∈ H1
0(Ω) tel que

−div (σδ∇uδ) = f dans Ω. (6.1)

Avant d’entrer dans le vif du sujet, introduisons quelques notations. Pour un ouvert O ⊂ Rd avec
d = 1, 2, le produit de L2(O) (respectivement L2(O)2) est noté

(u, v)O =
∫

O
uv dx, ∀u, v ∈ L2(O) (resp. L2(O)2).

En conséquence, le produit scalaire standard de L2(O) (resp. L2(O)2) est (u, v) 7→ (u, v)O. Nous
définissons ∥u∥O := (u, u)1/2

O et ∥u∥H1
0(O) := ∥∇u∥O. Nous notons ⟨·, ·⟩O le crochet de dualité

H−1(O) × H1
0(O) et nous définissons la norme

∥f∥H−1(O) := sup
v∈H1

0(O)\{0}

| ⟨f, v⟩O |
∥v∥H1

0(O)
, ∀f ∈ H−1(O).

Ces notations permettent d’associer au problème (6.1) l’opérateur linéaire et continu Aδ : H1
0(Ω) →

H−1(Ω) défini par ⟨Aδu, v⟩Ω = (σδ∇u,∇v)Ω pour tout u, v ∈ H1
0(Ω). La fonction uδ vérifie le pro-

blème (6.1) si et seulement si elle satisfait Aδuδ = f . Comme nous l’avons vu dans le Chapitre 1,
Aδ constitue un opérateur Fredholm d’indice zéro dès lors que κσ := σ2/σ1 ̸= −1. Ceci vient du fait
que l’interface Σδ est régulière et rencontre ∂Ω orthogonalement. Dans le Chapitre 1, nous avons
également prouvé que lorsque Σδ présente une portion droite, dans le cas κσ = σ2/σ1 = −1, l’opé-
rateur Aδ n’est pas de type Fredholm. De nouveau, la situation κσ = −1 semble particulièrement
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Ω0
1Ω0

2

Figure 6.3 – Géométrie pour δ = 0.

problématique et nous la mettons de côté.
Dans ce chapitre, nous nous intéressons au comportement, lorsque δ → 0, de la solution uδ du
problème (6.1) lorsqu’elle est bien définie. Remarquons que pour δ = 0, l’interface ne rencontre plus
∂Ω perpendiculairement.
Pour la configuration choisie, nous savons en vertu des résultats du Chapitre 1 que l’opérateur A0

est de type Fredholm si et seulement si κσ = σ2/σ1 ∈ R∗
2 vérifie κσ /∈ [−1; −1/3]. Rappelons que la

valeur 3 correspond au rapport des valeurs des ouvertures : 3 = (π − π/4)/(π/4).
Lorsque A0 est de type Fredholm, il n’y a pas de différence qualitative entre le problème (6.1) pour
δ > 0 et le problème (6.1) pour δ = 0. Dans ce cas, en utilisant la technique nous développons dans
ce chapitre, on peut montrer que, si A0 est injectif, alors Aδ est injectif pour δ suffisamment petit.
De plus, en définissant uδ = (Aδ)−1f et u = (A0)−1f , on peut montrer que la suite (uδ) converge
vers u dans la norme H1. Puisque ces résultats peuvent être obtenus à partir de la méthode que
nous allons utiliser, nous choisissons de ne pas les présenter.
Lorsque A0 n’est pas de type Fredholm, il y a une différence qualitative entre le problème (6.1) pour
δ > 0 et le problème (6.1) pour δ = 0. L’objectif de ce chapitre est d’étudier une telle transition
qualitative. Dans la suite, nous laissons de côté le cas κσ = −1/3 car il présente des difficultés
techniques qui risquent d’obscurcir la démarche. Nous supposons donc

κσ = σ2/σ1 ∈] − 1; −1/3[. (6.2)

Classiquement en analyse asymptotique, pour étudier le problème (6.1) lorsque δ → 0, nous nous
servirons de résultats établis dans des géométries indépendantes de δ. Nous présentons maintenant
ces résultats.

6.2 Géométries limites

6.2.1 Géométrie externe

La première géométrie que nous considérons est obtenue à partir de la Figure 6.1 en prenant
δ = 0 (cf. Figure 6.3 ci-dessus). Nous l’appelons géométrie externe. Dans cette géométrie, l’interface
Σ0 = Ω0

2∩Ω0
1 ne rencontre pas ∂Ω perpendiculairement et l’opérateur A0 n’est pas de type Fredholm

lorsque κσ ∈] − 1; −1/3[. Pour pallier cette difficulté, dans le Chapitre 5, nous avons introduit un
nouveau cadre fonctionnel. Rappelons-en la construction.

Pour un terme source donné g, nous souhaitons nous intéresser au problème

Trouver v tel que − div (σ0∇v) = g dans Ω, v = 0 sur ∂Ω. (6.3)

Ici, σ0 désigne la fonction telle que σ0 = σ1 dans Ω0
1 et σ0 = σ2 dans Ω0

2. Nous ne précisons pas
de cadre fonctionnel pour le moment. Nous aurons à introduire des espaces de Sobolev à poids
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adaptés pour retrouver une structure d’opérateur Fredholm classique.

Rappelons quelques éléments concernant les exposants de singularité pour cette configuration.
Dans le Chapitre 3, nous avons montré que le problème « trouver (λ, φ) ∈ C × H1

0(]0;π[) \ {0}
tel que div (σ0∇(rλφ(θ))) = 0 dans Ω » possède une solution si et seulement si λ appartient à
l’ensemble des exposants de singularité

Λ = {2k, k ∈ Z∗} ∪ {iη + 4k, k ∈ Z} ∪ {−iη + 4k, k ∈ Z}

avec η = − 2
π

ln
[ 1

2
σ2 − σ1
σ2 + σ1

+ i

√
1 −

(1
2
σ2 − σ1
σ2 + σ1

)2 ]
.

(6.4)

Lorsque σ2/σ1 ∈] − 1; −1/3[, on a η ∈]0; +∞[, de sorte que l’ensemble Λ contient seulement deux
éléments dans la bande |ℜe λ| < 2 : ±iη. Pour λ = ±iη, l’espace des fonctions φ ∈ H1

0(]0;π[) telles
que div (σ0∇(r±iηφ(θ)) = 0 est de dimension un et engendré par un certain φ(θ) (le même pour
λ = ±iη), avec

φ(θ) = cφ
sinh(ηθ)

sinh(ηπ/4)
sur [0;π/4] et φ(θ) = cφ

sinh(η(π − θ))
sinh(η3π/4)

sur [π/4π].

Ci-dessus, cφ ∈ R∗ désigne une constante. En vertu du Lemme 5.3.6 du Chapitre 4, nous savons que
l’intégrale

∫ π
0 σ

0(θ)φ(θ)2dθ est non nulle. Par conséquent, nous pouvons fixer cφ pour normaliser φ
et avoir η

∫ π
0 σ

0(θ)φ(θ)2dθ = 1.

Remarque 6.2.1 • Pour κσ = σ2/σ1 = −1/3, l’ensemble des exposants de singularité contient la
valeur 0. Dans ce cas, la chaîne de Jordan associée à la valeur propre 0 est de longueur 2. Ceci
conduit à des complications techniques et, comme annoncé précédemment, nous n’étudions pas cette
configuration ici.
• Pour κσ ∈] − 1; −1/3[ tel que κσ → −1+, le nombre η tend vers +∞.
• Enfin, pour κσ ∈ R∗

− tel que κσ /∈ [−1; −1/3], on a Λ ∩ {λ ∈ C | ℜe λ = 0} = ∅. L’opérateur A0

est alors de type Fredholm et d’indice nul.

Pour β ∈ R et k ≥ 0, définissons l’espace Vk
β(Ω) comme la fermeture de C ∞

0 (Ω) pour la norme

∥v∥Vk
β

(Ω) := (
∑

α+γ≤k

∫
Ω
r2(β+α+γ−k)|∂αx ∂γy v|2 dx)1/2.

Notons en particulier que pour tout β, les éléments de V1
β(Ω) s’annulent sur ∂Ω. La norme sur

l’espace dual de V1
β(Ω) est définie de façon usuelle, comme suit

∥g∥V1
β

(Ω)∗ := sup
v∈V1

β
(Ω)\{0}

|⟨g, v⟩Ω|
∥v∥V1

β
(Ω)

où ⟨·, ·⟩Ω désigne le crochet de dualité V1
β(Ω)∗ × V1

β(Ω). Bien que nous adoptions la même notation
pour le crochet de dualité H−1(Ω) × H1

0(Ω), il n’y aura pas de risque de confusion dans la suite.
Pour 0 < β < 2, définissons l’espace

Vout
β (Ω) := vect{ψ(r)riηφ(θ)} ⊕ V1

−β(Ω)

et munissons-le de la norme

∥v∥Vout
β

(Ω) := |c| + ∥ṽ∥V1
−β

(Ω) pour v(r, θ) = c ψ(r)riηφ(θ) + ṽ(r, θ).

Ici, la fonction de troncature ψ ∈ C ∞(R+, [0; 1]) est telle que ψ(r) = 1 pour r ≤ 1 et ψ(r) = 0
pour r ≥ 2. Dans le Chapitre 5, nous avons introduit l’opérateur Aout

β : Vout
β (Ω) → V1

β(Ω)∗ tel que
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⟨Aout
β u, v⟩Ω = (σ0∇u,∇v)Ω pour tout u ∈ Vout

β (Ω) et tout v ∈ C ∞
0 (Ω). Nous avons prouvé que

Aout
β constitue un opérateur Fredholm d’indice zéro.

Dans la suite, nous ferons l’hypothèse suivante.

Hypothèse 1 Pour β ∈]0; 2[, l’opérateur Aout
β est injectif.

Par conséquent, Aout
β : Vout

β (Ω) → V1
β(Ω)∗ définit un isomorphisme et il existe une constante K > 0

(qui dépend de β) telle que

|c| + ∥ṽ∥V1
−β

(Ω) ≤ K ∥Aout
β v∥V1

β
(Ω)∗ , ∀v = c ψ(r)riηφ(θ) + ṽ ∈ Vout

β (Ω). (6.5)

Remarque 6.2.2 D’après les résultats du Chapitre 5, nous savons que les éléments de ker Aout
β

appartiennent à V1
−β(Ω). Par conséquent, l’Hypothèse 1 équivaut à imposer que la seule fonction

u ∈ V1
−β(Ω) vérifiant (σ0∇u,∇v)Ω = 0 pour tout v ∈ V1

−β(Ω) est la fonction nulle.

6.2.2 Géométrie interne

La seconde géométrie que nous considérons est obtenue en effectuant l’homothétie x 7→ x/δ
de centre O. Par cette transformation, Ω devient une nouvelle géométrie Ξδ dans laquelle le coin
arrondi est fixé. En passant formellement à la limite lorsque δ → 0, le domaine Ξδ devient le
domaine limite Ξ = R×R∗

+ (voir la Figure 6.2). Les coordonnées polaires dans la géométrie interne
Ξ sont notées (ρ, θ). Par ailleurs, nous notons σ∞ la fonction telle que σ∞(x) = σ1 pour x ∈ Ξ1 et
σ∞(x) = σ2 pour x ∈ Ξ2.

Dans cette géométrie interne, nous aurons à considérer des problèmes similaires à (6.3). Par
conséquent, pour β ∈ R, k ≥ 0, nous introduisons l’espace Wk

β(Ξ) défini comme la fermeture de
C ∞

0 (Ξ) pour la norme

∥v∥Wk
β

(Ξ) := (
∑

α+γ≤k

∫
Ξ

(1 + ρ)2(β+α+γ−k)|∂αx ∂γy v|2 dx)1/2.

Pour ces espaces, le poids en (1 + ρ) permet de mesurer le comportement des fonctions uniquement
à l’infini et non en O. Remarquons que pour tout β, les éléments de W1

β(Ξ) s’annulent sur ∂Ξ. La
norme sur l’espace dual de W1

β(Ξ) est définie de la façon suivante

∥g∥W1
β

(Ξ)∗ := sup
v∈W1

β
(Ξ)\{0}

|⟨g, v⟩Ξ|
∥v∥W1

β
(Ξ)

où ⟨·, ·⟩Ξ désigne le crochet de dualité W1
β(Ξ)∗ × W1

β(Ξ). Introduisons un espace imposant un
comportement propagatif bien particulier à l’infini. Pour 0 < β < 2, définissons

Wout
−β (Ξ) := vect{χ(ρ)ρ−iηφ(θ)} ⊕ W1

β(Ξ)

et munissons-le de la norme

∥v∥Wout
−β

(Ξ) := |c| + ∥ṽ∥W1
β

(Ξ) pour v(ρ, θ) = c χ(ρ)ρ−iηφ(θ) + ṽ(ρ, θ).

Ici, nous prenons χ = 1 − ψ ∈ C ∞(R+, [0; 1]), ψ étant la fonction de troncature définie dans le
paragraphe précédent. En particulier, on a χ(r) = 1 pour r ≥ 2 et χ(r) = 0 pour r ≤ 1. Dans cette
seconde géométrie limite, définissons par densité l’opérateur Aout

−β : Wout
−β (Ξ) → W1

−β(Ξ)∗ tel que
⟨Aout

−βu, v⟩Ξ = (σ∞∇u,∇v)Ξ pour tout u ∈ Wout
−β (Ξ) et tout v ∈ C ∞

0 (Ξ). Pour cet opérateur, on a
un résultat similaire au Théorème 5.5.2 du Chapitre 5. Nous n’en donnons par la preuve car elle
est très proche de celle du Théorème 5.5.2.
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Théorème 6.2.3 Pour β ∈]0; 2[, l’opérateur Aout
−β : Wout

−β (Ξ) → W1
−β(Ξ)∗ est Fredholm d’indice

zéro.

Imposons l’injectivité pour Aout
−β .

Hypothèse 2 Pour β ∈]0; 2[, l’opérateur Aout
−β est injectif.

Ainsi, avec cette hypothèse, Aout
−β constitue un isomorphisme et il existe C > 0 (qui dépend de β)

telle que

|c| + ∥ṽ∥W1
β

(Ξ) ≤ C ∥Aout
−βv∥W1

−β
(Ξ)∗ , ∀v = c χ(ρ)ρ−iηφ(θ) + ṽ ∈ Wout

−β (Ξ). (6.6)

6.3 Résultat de stabilité

Dans cette section, nous appliquons la méthode du développement raccordé pour obtenir les
premiers ordres dans le développement de uδ. Dans le problème qui nous intéresse, il apparaît une
couche limite au voisinage du coin arrondi et nous avons besoin de calculer un développement en
champ proche et un développement en champ lointain. Pour séparer les régions interne et externe,
réintroduisons les fonctions de troncature régulières χ et ψ telles que

χ(r) + ψ(r) = 1, χ(r) = 1 pour r ≥ 2 , et χ(r) = 0 pour r ≤ 1.

Dans la suite, nous noterons χt(r) = χ(r/t) et ψt(r) = ψ(r/t) pour t > 0. Introduisons également la
notation (τt · v)(r, θ) := v(r/t, θ) pour v ∈ L2(Ω). Décomposons ensuite le terme source f ∈ H−1(Ω)
en une contribution champ lointain indicée par ext et une contribution champ proche indicée par
in :

f = f δext + τδ · F δin avec


⟨f δext, v⟩Ω := ⟨f, vχ√

δ⟩Ω

⟨F δin, v⟩Ξ := δ−2⟨f, (τδ · v)ψ√
δ⟩Ω

⟨τδ · F δin, v⟩Ω := δ2⟨F δin, τ1/δ · v⟩Ξ

. (6.7)

Dans le cas où f ∈ L2(Ω), cette décomposition s’écrit simplement f(r, θ) = f δext(r, θ) + F δin(r/δ, θ)
avec f δext(r, θ) = f(r, θ)χ(r/

√
δ) et F δin(ρ, θ) = f(δρ, θ)ψ(ρ

√
δ). En particulier supp(f δext) ne ren-

contre par l’origine et supp(F δin) est borné dans R × R∗
+. En conséquence, on a

f δext ∈ V1
β(Ω)∗ et F δin ∈ W1

−β(Ξ)∗, ∀β ∈ R.

6.3.1 Développement en champ lointain

Dans la région champ lointain, on cherche un développement de uδ(r, θ) de la forme

uδ(r, θ) = uδ0(r, θ) + a(δ) ζ(r, θ) + . . . . (6.8)

Nous indiquons une dépendance par rapport à δ pour le terme principal uδ0 car la donnée f δext pour
le développement en champ lointain présente cette dépendance. La fonction ζ, elle, sera associée à
une donnée nulle et c’est pourquoi nous ne mettons pas d’exposant δ. Cependant, il est important
de préciser que les fonctions uδ0 et ζ sont définies dans la géométrie externe qui ne dépend pas de
δ. En injectant (6.8) dans l’équation (6.1), nous trouvons −div (σ0∇uδ0) = f δext. Pour obtenir une
solution, nous travaillons dans Vout

β (Ω) et considérons le problème

Trouver uδ0 ∈ Vout
β (Ω) tel que

−div (σ0∇uδ0) = f δext dans Ω.
(6.9)

D’après l’Hypothèse 1, le terme uδ0 est donc défini de façon unique. De plus, par définition de
Vout
β (Ω), on a

uδ0(r, θ) = cδ0 ψ(r)riη φ(θ) + ũδ0(r, θ) où cδ0 ∈ C et ũδ0 ∈ V1
−β(Ω). (6.10)
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Dans (6.8), pour le moment, nous ne savons pas quel est la forme adaptée pour la fonction de jauge
a(δ). Nous déterminerons cela plus tard en appliquant le principe de développement raccordé. En
injectant (6.8) dans (6.1), nous observons qu’on doit avoir les équations suivantes :

div (σ0∇ζ) = 0 dans Ω, ζ = 0 sur ∂Ω. (6.11)

Nous devons chercher ζ dans un espace plus grand que Vout
β (Ω), autrement nous serions obligés de

conclure ζ = 0 ce qui est exclus. Pour β ∈ R, considérons l’opérateur borné Aβ : V1
β(Ω) → V1

−β(Ω)∗

tel que ⟨Aβu, v⟩Ω = (σ∇u,∇v)Ω, pour tout u ∈ V1
β(Ω) et tout v ∈ V1

−β(Ω). Pour β = 0, puisque
V1

0(Ω) = H1
0(Ω), on a A0 = A0, où A0 a été défini dans le §6.1.2. L’équation (6.11) impose ζ ∈ ker Aβ.

En choisissant β ∈]0; 2[, nous connaissons ζ presque complètement, à une constante près cζ ∈ C en
vertu de la proposition suivante.

Proposition 6.3.1 Pour β ∈]0; 2[, sous l’Hypothèse 1, on a dim ker Aβ = 1.

Preuve. Notons w1(r, θ) = ψ(r)r−iηφ(θ). D’après la construction de φ(θ), on a g = −div (σ0∇w1) ∈
C ∞

0 (Ω). Par conséquent, d’après le Théorème 5.5.2 du Chapitre 5 et l’Hypothèse 1, il existe un
unique w2 ∈ Vout

β (Ω) tel que −div (σ0∇w2) = g dans Ω. La fonction w := w1 − w2 vérifie
alors w ∈ ker Aβ. Remarquons que w ̸= 0 puisque w − w1 ∈ Vout

β (Ω) et w1 /∈ Vout
β (Ω). Ainsi,

dim ker Aβ ≥ 1.

Supposons que v ∈ V1
β(Ω) soit un autre élément de ker Aβ. Puisque β ∈]0; 2[ et Λ ∩ {λ ∈

C | ℜe λ ≤ β} = {±iη }, d’après le Théorème 5.6.6 du Chapitre 5, il existe c2, c1 ∈ C tels que
v(r, θ)− (c1ψ(r)riη+c2ψ(r)r−iη)φ(θ) ∈ V1

−β(Ω). Par conséquent, v−c2w est un élément de Vout
β (Ω)

et v − c2w appartient à ker Aout
β . Ceci implique v − c2w = 0 car Aout

β : Vout
β (Ω) → V1

β(Ω)∗ définit
un isomorphisme. Ainsi, dim ker Aβ ≤ 1.

D’après (6.11), nous devons avoir ζ ∈ ker Aβ. En ajustant la fonction de jauge a(δ) si nécessaire,
nous pouvons choisir ζ comme l’unique élément de ker Aβ admettant le développement suivant

ζ(r, θ) = ψ(r)r−iηφ(θ) + cζ ψ(r)riηφ(θ) + ζ̃(r, θ) avec ζ̃ ∈ V1
−β(Ω) et β ∈]0; 2[. (6.12)

Lemme 6.3.2 La constante cζ ∈ C du développement (6.12) vérifie |cζ | = 1.

Preuve. De façon très classique, nous allons prouver ce résultat en effectuant un bilan énergé-
tique. Puisque ζ ∈ ker Aβ, d’après la définition de Aβ, on a 0 = ℑm ⟨Aβζ, χεζ⟩Ω = ℑm

∫
Ω σ

0∇ζ ·
∇(χεζ)dx = ℑm

∫
Ω σ

0 ζ∂rζ ∂rχεdx. Regardons le comportement de cette expression lorsque ε → 0.
En utilisant (6.12), on obtient

0 = ℑm
∫

Ω
σ0ζ∂rζ ∂rχεdx =

∫ π

0

∫ 2ε

ε
σ0(θ) ℑm (ζ∂rζ∂rχε)rdrdθ

= η

∫ π

0

∫ 2ε

ε
σ0(θ) |φ(θ)|2(1 − |cζ |2)∂rχε drdθ +O(ε)

= (1 − |cζ |2) η
∫ π

0
σ0(θ) |φ(θ)|2dθ

∫ 2ε

ε
∂rχε dr +O(ε)

= (1 − |cζ |2) +O(ε).

Ceci implique 1 − |cζ |2 = 0 et conduit au résultat de ce lemme.

Pour résumer, d’un point de vue formel, à un reste près en δ, on a le développement quand r → 0,

uδ(r, θ) = uδ0(r, θ) + a(δ) ζ(r, θ) + . . .

= ( cδ0 + a(δ)cζ ) riηφ(θ) + a(δ) r−iηφ(θ) + . . . .
(6.13)
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6.3.2 Développement en champ proche

Dans la région interne, près de O, nous considérons le changement de variable r = δρ, nous
définissons U δ(ρ, θ) = uδ(r, θ) et nous cherchons un développement de U δ(ρ, θ) de la forme

U δ(ρ, θ) = A(δ)Z(ρ, θ) + δ2U δ1 (ρ, θ) + . . . . (6.14)

Comme pour le développement en champ lointain, nous ne savons pas pour le moment quelle est
la forme de la fonction de jauge A(δ). Nous la déterminerons au cours de l’étape de raccordement
des développements asymptotiques. Nous avons introduit le terme δ2U δ1 (ρ, θ) dans l’optique de
compenser la contribution F δin venant du terme source. En utilisant la relation r = δρ et en injectant
(6.14) dans (6.1), nous sommes conduits à

div (σ∞∇Z) = 0 dans Ξ, Z = 0 sur ∂Ξ. (6.15)

La fonction Z doit être cherchée dans un espace plus vaste que Wout
−β (Ξ) pour ne pas avoir Z = 0.

Pour β ∈ R, définissons l’opérateur continu A−β : W1
−β(Ξ) → W1

β(Ξ)∗ tel que ⟨A−βu, v⟩Ξ =
(σ∞∇u,∇v)Ξ pour tout u ∈ W1

−β(Ξ) et tout v ∈ W1
β(Ξ). L’équation (6.15) détermine Z ∈ W1

−β(Ξ),
pour β ∈]0; 2[, à une constante multiplicative près d’après la

Proposition 6.3.3 Pour β ∈]0; 2[, sous l’Hypothèse 2, on a dim ker A−β = 1.

Cette proposition se montre de la même façon que la Proposition 6.3.1. En ajustant la fonction de
jauge A(δ) si nécessaire, nous pouvons choisir Z(ρ, θ) comme l’unique élément de kerA−β qui admet
le développement

Z(ρ, θ) = χ(ρ)ρiηφ(θ) + cz χ(ρ)ρ−iη φ(θ) + Z̃(ρ, θ) avec Z̃ ∈ W1
β(Ξ) et β ∈]0; 2[. (6.16)

L’existence d’un tel développement pour Z(ρ, θ) est une conséquence d’un calcul de résidu classique
dans la théorie de la transformée de Mellin (cf. Chapitre 3). De nouveau, nous utilisons le fait que
pour β ∈]0; 2[, on a Λ ∩ {λ ∈ C | ℜe λ ≤ β} = {±iη }, où Λ désigne l’ensemble des exposants de
singularité défini en (6.4). Concernant le coefficient cz, on a un résultat similaire au Lemme 6.3.2.

Lemme 6.3.4 La constante cz ∈ C qui intervient dans le développement (6.16) vérifie |cz| = 1.

Maintenant, étudions le second terme dans l’asymptotique de U δ. En injectant le développement
(6.14) dans (6.1) et en utilisant la définition de F δin(ρ, θ), nous obtenons formellement le problème
suivant pour U δ1 :

Trouver U δ1 ∈ Wout
−β (Ξ) tel que

−div (σ∞∇U δ1 ) = F δin.

D’après le Théorème 6.2.3, U δ1 est déterminé de façon unique. Remarquons que par définition de
Wout

−β (Ξ), on a le développement suivant

U δ1 (ρ, θ) = cδ1χ(ρ)ρ−iη φ(θ) + Ũ δ1 (ρ, θ) où cδ1 ∈ C et Ũ δ1 ∈ W1
β(Ξ). (6.17)

Pour récapituler, à un reste près en δ, le champ proche admet le développement suivant lorsque
ρ = r/δ → +∞,

U δ(ρ, θ) = A(δ)Z(ρ, θ) + δ2U δ1 (ρ, θ) + . . .
= A(δ)ρiηφ(θ) + (A(δ)cz + δ2 cδ1)ρ−iηφ(θ) + . . . ,

i.e., uδ(r, θ) = A(δ)
(r
δ

)iη
φ(θ) + (A(δ)cz + δ2 cδ1)

(r
δ

)−iη
φ(θ) + . . . . (6.18)
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6.3.3 Le principe de raccord

Pour conclure la construction des premiers termes de l’asymptotique de uδ, il nous reste à
déterminer les fonctions de jauge a(δ) et A(δ). Pour ce faire, nous allons appliquer le principe de
raccord qui consiste dans le cas présent, à égaler les développements (6.13) et (6.18) lorsque r, δ → 0.
Nous obtenons

( cδ0 + a(δ)cζ ) riηφ(θ) + a(δ) r−iηφ(θ) = A(δ)
(r
δ

)iη
φ(θ) +A(δ) cz

(r
δ

)−iη
φ(θ). (6.19)

Pour le raccord, nous ne prenons pas en compte le terme dans (6.18) mettant en jeu cδ1 car il est
d’un ordre inférieur, puisque multiplié par δ2. Comme riη et r−iη sont indépendants, l’équation
(6.19) conduit aux conditions de raccord suivantes

cδ0 + a(δ)cζ = A(δ) δ−iη et a(δ) = A(δ) cz δ
iη. (6.20)

Dans ces équations, cδ0, cζ , cz sont des données connues. Le système (6.20) en a(δ), A(δ) possèdent
une unique solution sous la condition suivante

δ−2iη ̸= czcζ . (6.21)

Cette condition nécessite des commentaires. Tout d’abord, remarquons qu’il n’est pas commun que
la définition des termes du développement asymptotique nécessite une condition sur δ. Observons
également que, puisque |czcζ | = 1 d’après les Lemmes 6.3.2 et 6.3.4, il existe δ⋆ ∈]0; +∞[ tel
que czcζ = δ−2iη

⋆ . Par conséquent, la condition (6.21) n’est pas satisfaite pour δ appartenant à
{ (eπ/η)k δ⋆ , k ∈ Z }. C’est une situation inconfortable car l’ensemble { (eπ/η)k δ⋆ , k ∈ Z } admet 0
comme point d’accumulation, si bien que (6.21) ne peut être garantie en imposant une condition
de la forme « δ ∈]0; δ0[ pour un certain δ0 > 0 suffisamment petit ». Dans le cas où (6.21) est vraie,
on a l’expression suivante pour les fonctions de jauge

a(δ) = cδ0 cz δ
2iη

1 − (δ/δ⋆)2iη et A(δ) = cδ0 δ
iη

1 − (δ/δ⋆)2iη .

D’après ces relations, lorsque δ → 0, les deux fonctions de jauge sont a priori non bornées, ce
qui brise tout espoir d’établir une estimation a priori. Pour cette raison, nous devons imposer une
restriction sur l’ensemble des valeurs de δ.

Définition 6.3.5 Pour α ∈]0; 1/2[, définissons I(α) :=
+∞
∪

k=−∞

[
δ⋆ e

(k+α) π
η ; δ⋆ e(k+1−α) π

η
]
.

Notons que I(α) admet 0 comme point d’accumulation. Dans la suite de ce chapitre, la phrase
« δ → 0 » doit être comprise dans le sens δ → 0 et δ ∈ I(α) pour un certain α ∈]0; 1/2[. Pour
δ ∈ I(α), les fonctions de jauge restent bornées lorsque δ → 0, i.e. il existe Cα > 0 indépendante de
δ telle que

|a(δ)| + |A(δ)| ≤ Cα |cδ0|, ∀δ ∈ I(α). (6.22)

6.3.4 Champ approché

Dans ce paragraphe, nous construisons une approximation ûδ de uδ au moyen des développe-
ments en champ proche et lointain. En accord avec la méthode des développements raccordés et en
observant que χδ(r) + ψ(r) − ψ(r)χδ(r) = 1, définissons

ûδ(r, θ) := uδext(r, θ)χδ(r) + U δin(r/δ, θ)ψ(r) −mδ(r, θ)χδ(r)ψ(r)

avec
uδext(r, θ) = uδ0(r, θ) + a(δ)ζ(r, θ)
U δin(ρ, θ) = A(δ)Z(ρ, θ) + δ2U δ1 (ρ, θ)
mδ(r, θ) = A(δ)(r/δ)iηφ(θ) + a(δ)r−iηφ(θ)

.
(6.23)
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Rappelons que nous avons introduit l’application τδ, telle que, pour toute fonction v, (τδ ·v)(r, θ) :=
v(r/δ, θ). Vérifions que ûδ satisfait l’équation (6.1) à un « petit » reste près. Tout d’abord, il est
clair, d’après la définition de ζ, Z, uδ0, U δ1 et φ(θ), que ûδ = 0 sur ∂Ω pour δ suffisamment petit.
Ensuite, pour tout v ∈ H1

0(Ω), on trouve

(σδ∇ûδ,∇v)Ω =
(
σ0∇(χδ uδext),∇v

)
Ω +

(
σδ∇τδ · (ψ1/δ U

δ
in),∇v

)
Ω −

(
σδ∇(χδψmδ),∇v

)
Ω

= ⟨f δext, χδ v⟩Ω + (σ0∇χδ, uδext∇v − v∇uδext)Ω

+ ⟨δ2F δin, ψ1/δ (τ1/δ · v) ⟩Ξ + (σ∞∇ψ1/δ, U
δ
in∇(τ1/δ · v) − (τ1/δ · v)∇U δin)Ξ

−
(
σδ∇(χδ ψ), mδ∇v − v∇mδ

)
Ω.

Dans le calcul ci-dessus, nous avons utilisé le fait que σδ = σ0 sur supp(χδ) et σδ = τδ · σ∞ sur
supp(ψ). Nous avons également utilisé la l’égalité (σδ∇mδ,∇v)Ω = 0 pour tout v ∈ H1

0(Ω) tel que
supp(v) ⊂ supp(χδ ψ) (ceci provient de la définition de φ(θ)). Maintenant, observons que f δextχδ =
f δext et F δin ψ1/δ = F δin pour δ assez petit. Rappelons que f = f δext + τδ · F δin, et −χδ ψ = 1 − χδ − ψ.
Notons M δ := τ1/δ ·mδ. Nous obtenons

(σδ∇ûδ,∇v)Ω = ⟨f, v⟩Ω

+
(
σ0∇χδ, (uδext −mδ)∇v − v∇(uδext −mδ)

)
Ω

+
(
σ∞∇ψ1/δ, (U δin −M δ)∇(τ1/δ · v) − (τ1/δ · v)∇(U δin −M δ)

)
Ξ.

(6.24)

Ainsi ûδ vérifie bien la même équation que (6.1) à un reste près. Remarquons que uδ0, U δ1 et a(δ), A(δ)
dépendent linéairement de f . Par conséquent, nous pouvons introduire les opérateurs R̂δ : H−1(Ω) →
H1

0(Ω) et Kδ : H−1(Ω) → H−1(Ω) définis respectivement par R̂δf = ûδ et

⟨Kδf, v⟩Ω =
(
σ0∇χδ, (uδext −mδ)∇v − v∇(uδext −mδ)

)
Ω

+
(
σ∞∇ψ1/δ, (U δin −M δ)∇(τ1/δ · v) − (τ1/δ · v)∇(U δin −M δ)

)
Ξ

(6.25)

pour tout f ∈ H−1(Ω) et v ∈ H1
0(Ω). D’après (6.24), on l’identité suivante

Aδ · R̂δ = Id +Kδ, (6.26)

où nous rappelons que Aδ : H1
0(Ω) → H−1(Ω) désigne l’opérateur tel que ⟨Aδu, v⟩Ω = (σδ∇u,∇v)Ω,

pour u, v dans H1
0(Ω). Nous allons prouver que la norme de Kδ est petite devant 1 de sorte que

R̂δ · (Id +Kδ)−1 constitue un inverse à droite de Aδ. Puisque Aδ est autoadjoint, cela prouvera que
R̂δ ·(Id+Kδ)−1 est également un inverse à gauche pour Aδ et conduira au résultat de stabilité désiré.
Nous avons besoin d’une estimation de Kδ en norme d’opérateur lorsque δ → 0. Cette estimation
sera formulée dans une norme plutôt inhabituelle dépendant de δ. Définissons

∥v∥V1
β,δ

(Ω) :=
( ∫

Ω
(δ + r)2β|∇v|2rdrdθ +

∫
Ω

(δ + r)2(β−1)|v|2rdrdθ
)1/2

et ∥g∥V1
β,δ

(Ω)∗ := sup
v∈H1

0(Ω)\{0}

|⟨g, v⟩|
∥v∥V1

β,δ
(Ω)

.
(6.27)

Pour δ > 0 fixé, il y a une équivalence claire entre ∥·∥V1
β,δ

(Ω) et la norme usuelle ∥·∥H1
0(Ω). Cependant,

pour δ tendant vers 0, ces deux normes adoptent des comportements différents. Les normes (6.27)
sont bien adaptées à l’analyse asymptotique que nous souhaitons mener car elles partagent des
similarités avec les normes à poids classiques.

6.3.5 Estimation du reste

Pour f ∈ H−1(Ω) fixé, nous bornons ∥Kδf∥V1
β,δ

(Ω)∗ au moyen de ∥f∥V1
β,δ

(Ω)∗ . Dans cette optique,
observons que supR |r∂rχδ| et supR |ρ∂ρψ1/δ| restent uniformément bornées lorsque δ → 0. De plus,
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Kδf dépend uniquement des valeurs de uδext − mδ et U δin − M δ dans les régions Qδ et Q1/δ, avec
Qt := {x(r, θ) ∈ R × R∗

+ | t ≤ r ≤ 2t} pour t > 0. Par conséquent, d’après (6.25), pour β, ε ∈ R
dont les valeurs seront précisées plus tard, on a 3

|⟨Kδf, v⟩Ω| ≤ C ∥uδext −mδ∥V1
−β−ε

(Qδ)∥v∥V1
β+ε

(Qδ)

+C ∥U δin −M δ∥W1
β−ε

(Q1/δ)∥τ1/δ · v∥W1
−β+ε

(Q1/δ).
(6.28)

Dans l’estimation ci-dessus, nous utilisons le fait que supp(∇χδ) ⊂ Qδ et supp(∇ψ1/δ) ⊂ Q1/δ.
Bornons d’abord les termes mettant en jeu la fonction test v ∈ H1

0(Ω) :

∥v∥V1
β+ε

(Qδ) ≤ C δε∥v∥V1
β

(Qδ) ≤ C δε∥v∥V1
β,δ

(Qδ) ≤ C δε∥v∥V1
β,δ

(Ω)

∥τ1/δ · v∥W1
−β+ε

(Q1/δ) = δβ−ε∥v∥V1
−β+ε,δ

(Q1) ≤ C δβ−ε∥v∥V1
β,δ

(Q1) ≤ C δβ−ε∥v∥V1
β,δ

(Ω).
(6.29)

En injectant (6.29) dans (6.28), en divisant par ∥v∥V1
β,δ

(Ω) et en prenant le supremum sur tout les
v ∈ H1

0(Ω), nous obtenons

∥Kδf∥V1
β,δ

(Ω)∗ ≤ C δε ∥uδext −mδ∥V1
−β−ε

(Qδ) + C δβ−ε ∥U δin −M δ∥W1
β−ε

(Q1/δ). (6.30)

Bornons les termes associés à uδext −mδ = ũδ0 +a(δ)ζ̃ ∈ V1
γ(Ω) pour tout γ ∈]−2; 0[. Fixons β ∈]0; 2[.

Choisissons ε > 0 tel que β + ε < 2. D’après (6.5) et (6.9), nous avons

∥uδext −mδ∥V1
−β−ε

(Qδ) ≤ |a(δ)| ∥ζ̃∥V1
−β−ε

(Ω) + ∥ũδ0∥V1
−β−ε

(Ω)

≤ C |cδ0| + ∥ũδ0∥V1
−β−ε

(Ω) ≤ C ∥f δext∥V1
β+ε

(Ω)∗ .
(6.31)

Maintenant, bornons le terme de (6.30) associé à U δin −M δ = A(δ)Z̃+δ2U δ1 . Imposons à ε de vérifier
la relation 0 < β− ε. D’après (6.22) et puisque Z̃ ∈ W1

γ(Ξ) pour tout γ ∈]0; 2[, nous pouvons écrire

∥U δin −M δ∥W1
β−ε

(Q1/δ) ≤ |A(δ)| ∥Z̃∥W1
β−ε

(Ξ) + δ2∥U δ1 ∥W1
β−ε

(Q1/δ)

≤ C |cδ0| + C δ2−β+ε( |cδ1| + ∥Ũ δ1 ∥W1
β−ε

(Ξ)
)

≤ C ∥f δext∥V1
β−ε

(Ω)∗ + C δ2−β+ε∥F δin∥W1
−β+ε

(Ξ)∗ .

(6.32)

En injectant (6.31) et (6.32) dans (6.30), nous trouvons alors

∥Kδf∥V1
β,δ

(Ω)∗ ≤ C δε ∥f δext∥V1
β+ε

(Ω)∗ + C δβ−ε ∥f δext∥V1
β−ε

(Ω)∗ + C δ2∥F δin∥W1
−β+ε

(Ξ)∗ . (6.33)

Pour conclure l’estimation, il ne reste plus qu’à examiner séparément chacun des termes qui appa-
raissent dans le membre de droite ci-dessus.

Borne pour le membre de droite de (6.33)

Nous avons d’abord besoin d’une borne pour f δext. Fixons ν = ±ε. Considérons v un élément de
V1
β+ν(Ω). Notons que vχ√

δ ∈ H1
0(Ω). Observons également que ∥vχ√

δ∥V1
β,δ

(Ω) ≤ C δ−ν/2∥v∥V1
β+ν

(Ω).
D’après (6.7), nous avons

|⟨f δext, v⟩Ω| = |⟨f, vχ√
δ⟩Ω| ≤ ∥f∥V1

β,δ
(Ω)∗ ∥vχ√

δ∥V1
β,δ

(Ω)

≤ C δ−ν/2∥f∥V1
β,δ

(Ω)∗ ∥v∥V1
β+ν

(Ω).

3. N.B. : dans ce paragraphe et le suivant, C > 0 désigne une constante indépendante de δ qui peut varier d’une
ligne à l’autre.
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Divisons par ∥v∥V1
β+ν

(Ω) et prenons le supremum sur tous les v. Dans les deux cas ν = ±ε, nous
obtenons

∥f δext∥V1
β+ε

(Ω)∗ ≤ C δ−ε/2∥f∥V1
β,δ

(Ω)∗ et ∥f δext∥V1
β−ε

(Ω)∗ ≤ C δε/2∥f∥V1
β,δ

(Ω)∗ . (6.34)

Pour obtenir une borne pour F δin, considérons v ∈ W1
−β(Ξ). En utilisant la définition de F δin donnée

en (6.7) et puisque ρ ≤ 2/
√
δ dans supp(ψ1/

√
δ), nous trouvons

|⟨F δin, v⟩Ξ| ≤ δ−2∥f∥V1
β,δ

(Ω)∗∥(τδv)ψ√
δ∥V1

β,δ
(Ω)

≤ δβ−2∥f∥V1
β,δ

(Ω)∗∥vψ1/
√
δ∥W1

β
(Ξ) ≤ C δ−2+ε/2 ∥f∥V1

β,δ
(Ω)∗ ∥v∥W1

−β+ε
(Ξ).

Divisant par ∥v∥W1
−β+ε

(Ξ) et prenant le supremum sur les v, nous pouvons écrire

∥F δin∥W1
−β+ε

(Ξ)∗ ≤ C δ−2+ε/2 ∥f∥V1
β,δ

(Ω)∗ . (6.35)

Conclusion de l’estimation

Nous concluons le calcul en injectant (6.34) et (6.35) dans (6.33). Pour ε > 0 tel que β + ε < 2 et
β − ε > 0, cela montre qu’il existe une constante C > 0 indépendante de δ telle que

∥Kδf∥V1
β,δ

(Ω)∗ ≤ C (δε/2 + δβ−ε/2) ∥f∥V1
β,δ

(Ω)∗ , ∀f ∈ H−1(Ω), ∀δ ∈]0; 1[∩I(α). (6.36)

Ce résultat signifie qu’au sens d’une norme bien choisie, l’opérateur Kδ tend vers 0 lorsque δ → 0.
Pour tout opérateur borné T : H−1(Ω) → H−1(Ω), définissons la norme

∥T,V1
β,δ(Ω)∗ → V1

β,δ(Ω)∗∥ := sup
g∈H−1(Ω)\{0}

∥Tg∥V1
β,δ

(Ω)∗

∥g∥V1
β,δ

(Ω)∗
.

Nous venons de montrer que ∥Kδ,V1
β,δ(Ω)∗ → V1

β,δ(Ω)∗∥ tend vers 0 lorsque δ → 0. Par consé-
quent, l’opérateur Id +Kδ, qui intervient dans le membre de droite de (6.24), est inversible pour δ
suffisamment petit. Ainsi R̂δ · (Id +Kδ)−1 constitue la résolvante de l’opérateur Aδ.

C’est un résultat intéressant car il montre que, dès lors que les Hypothèses 1 et 2 sont véri-
fiées, le problème (6.1), posé dans H1

0(Ω) possède une unique solution pour δ ∈ I(α) suffisamment
petit.

6.3.6 Résultat de stabilité

Nous utilisons ceci pour prouver une estimation de stabilité pour le problème (6.1). Pour l’ob-
tenir, nous avons besoin de borner R̂δ pour la norme dépendant de δ suivante :

∥T,V1
β,δ(Ω)∗ → H1

0(Ω)∥ := sup
g∈H−1(Ω)\{0}

∥Tg∥H1
0(Ω)

∥g∥V1
β,δ

(Ω)∗
.

Pour f ∈ H−1(Ω) fixé, revenons à l’expression de R̂δf = ûδ fournie par (6.23). Notons Tδ :=
{x(r, θ) ∈ R × R∗

+ | r ≥ δ }. Il est facile de vérifier que ∥χδv∥H1
0(Ω) ≤ C∥v∥V1

0(Tδ) pour tout
v ∈ H1

0(Ω) et tout δ ∈]0; 1[. Par conséquent, on a

∥ûδ∥H1
0(Ω) ≤ C ∥uδext∥V1

0(Tδ) + C ∥mδ∥V1
0(Tδ) + ∥τδ · (ψ1/δU

δ
in)∥H1

0(Ω). (6.37)

Par un calcul direct, en prenant en compte (6.22), en appliquant (6.5) à cδ0 et en utilisant (6.34)
avec ε = 0, on obtient

∥mδ∥V1
0(Tδ) ≤ C| ln δ| |cδ0| ≤ C ′| ln δ| ∥f δext∥V1

β
(Ω)∗ ≤ C ′′| ln δ| ∥f∥V1

β,δ
(Ω)∗ . (6.38)
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Puisque Ω est borné, l’espace V1
−β(Ω) s’injecte de façon continue dans V1

0(Ω). Autrement dit, on a
∥v∥V1

0(Tδ) ≤ C∥v∥V1
−β

(Ω) pour tout v ∈ V1
−β(Ω). De plus, ∥ζ∥V1

0(Tδ) = O(| ln δ|). Par conséquent, en
prenant en compte (6.22), et (6.5) appliqué à cδ0, on trouve

∥uδext∥V1
0(Tδ) ≤ ∥uδ0∥V1

0(Tδ) + |a(δ)| ∥ζ∥V1
0(Tδ)

≤ C| ln δ|
(

|cδ0| + ∥ũδ0∥V1
−β

(Ω)
)

≤ C| ln δ| ∥f δext∥V1
β

(Ω)∗ ≤ C| ln δ| ∥f∥V1
β,δ

(Ω)∗ .

(6.39)

Travaillons enfin sur le troisième terme dans le second membre de (6.37). Remarquons que Ξ ∩
supp(ψ1/δ) = Ξ \ T2/δ. Nous supposons que δ est suffisamment petit, i.e. δ ≤ 2, de sorte que
δ ≤ 2/(1 + ρ) dans Ξ \ T2/δ. Alors, on a

∥τδ · (ψ1/δU
δ
in)∥H1

0(Ω) ≤ C ∥U δin∥W1
0(Ξ\T2/δ)

≤ C |A(δ)| ∥Z(δ)∥W1
0(Ξ\T2/δ) + C δ2∥U δ1 ∥W1

0(Ξ\T2/δ)

≤ C | ln δ| |cδ0| + C | ln δ| δ2(|cδ1| + ∥Ũ δ1 ∥W1
β

(Ξ)
)
.

Dans le calcul ci-dessus, nous avons utilisé ∥Z(δ)∥W1
0(Ξ\T2/δ) = O(| ln δ|) et la décomposition (6.17).

Maintenant, il reste à utiliser (6.5) appliqué à cδ0, (6.6) appliqué à cδ1, ainsi que (6.34) et (6.35) avec
ε = 0. Ceci conduit à

∥τδ · (ψ1/δU
δ
in)∥H1

0(Ω) ≤ C | ln δ| ∥f∥V1
β,δ

(Ω)∗ . (6.40)

Pour conclure, injectons (6.38), (6.39) et (6.40) dans (6.37). Puisque ûδ = R̂δf , pour δ suffisamment
petit appartenant à ]0; 1[∩I(α), nous obtenons l’estimation

∥R̂δ,V1
β,δ(Ω)∗ → H1

0(Ω)∥ ≤ C | ln δ|. (6.41)

Cette estimation constitue la dernière pierre pour établir le résultat de stabilité pour le problème
(6.1). Nous l’énonçons et le prouvons maintenant.
Théorème 6.3.6 Soit β ∈]0; 2[. Sous les Hypothèses 1 et 2, il existe δ0 tel que le problème (6.1) pos-
sède une unique solution pour tout δ ∈]0; δ0[∩I(α), avec α ∈]0; 1/2[. De plus, il existe une constante
C > 0 indépendante de δ telle que

∥uδ∥H1
0(Ω) ≤ C | ln δ| ∥div (σδ∇uδ)∥V1

β,δ
(Ω)∗ , ∀uδ ∈ H1

0(Ω), ∀δ ∈]0; δ0[∩I(α).

Preuve. Le résultat d’inversibilité a déjà été établi à la fin du §6.3.5. À présent, nous devons établir
une borne supérieure pour ∥(Aδ)−1,V1

β,δ(Ω)∗ → H1
0(Ω)∥ où Aδ a été défini en (6.25). D’après (6.26),

(6.36) et (6.41), on a

∥(Aδ)−1,V1
β,δ(Ω)∗ → H1

0(Ω)∥

≤ ∥R̂δ,V1
β,δ(Ω)∗ → H1

0(Ω)∥ · ∥(Id +Kδ)−1,V1
β,δ(Ω)∗ → V1

β,δ(Ω)∗∥ ≤ C | ln δ|
1 − (δε/2 + δβ−ε/2)

.

Ceci termine la preuve car δ 7→ (1 − (δε/2 + δβ−ε/2))−1 reste bornée pour δ dans ]0; δ0[∩I(α).

6.4 Développement asymptotique au premier ordre

Nous savons maintenant que pour tout f ∈ H−1(Ω), le problème (6.1) possède une unique
solution pour δ ∈ I(α) suffisamment petit. Pour obtenir le résultat de stabilité du Théorème 6.3.6,
nous avons utilisé un développement asymptotique bien choisi au premier ordre et des espaces à
poids bien adaptés. Dans cette section, nous construisons un développement asymptotique de uδ
plus standard, avec des termes qui ne dépendent pas de δ (mis à part, bien sûr, les fonctions de
jauge), au premier ordre. Nous supposons que le terme source f dans (6.1) appartient à V1

β(Ω)∗

avec β ∈]0; 2[. Puisque H1
0(Ω) ⊂ V1

β(Ω), on a V1
β(Ω)∗ ⊂ H−1(Ω).
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6.4.1 Construction du développement

Commençons par construire le développement. De nouveau, nous allons définir un champ proche
et un champ lointain.

Développement en champ lointain

Dans la région externe, nous cherchons un développement de uδ(r, θ) de la forme

uδ(r, θ) = u0(r, θ) + a(δ) ζ(r, θ) + . . .

avec
u0 := (Aout

β )−1f ∈ Vout
β (Ω), l’opérateur Aout

β étant défini dans le §6.2.1 ;
ζ définie en (6.12).

Par définition de Vout
β (Ω), on a u0(r, θ) = c0 ψ(r)riη φ(θ) + ũ0(r, θ), avec c0 ∈ C et ũ0 ∈ V1

−β(Ω) qui
vérifient, d’après (6.5), |c0| + ∥ũ0∥V1

−β
(Ω) ≤ K ∥f∥V1

β
(Ω)∗ . Puisque ζ admet le développement (6.12),

à un reste près en δ, on a le développement suivant pour le champ lointain lorsque r → 0 :

uδ(r, θ) = ( c0 + a(δ)cζ ) riηφ(θ) + a(δ) r−iηφ(θ) + . . . .

Développement en champ proche

Dans la région interne, près de O, nous introduisons de nouveau r = δρ et nous cherchons un
développement de uδ(r, θ) de la forme

uδ(r, θ) = A(δ)Z(ρ, θ) + . . .

avec Z définie dans (6.16). À un reste près en δ, on a le développement suivant pour le champ
proche quand ρ = r/δ → +∞ :

U δ(r, θ) = A(δ) ρiηφ(θ) +A(δ)czρ
−iηφ(θ) + . . . ,

i.e., uδ(r, θ) = A(δ)
(r
δ

)iη
φ(θ) +A(δ)cz +

(r
δ

)−iη
φ(θ) + . . . .

Principe du raccord

Comme dans le paragraphe 6.3.3, le principe du raccord permet de déterminer les fonctions de jauge
a(δ) et A(δ). Nous obtenons, en redéfinissant a(δ) et A(δ),

a(δ) = c0 cz δ
2iη

1 − (δ/δ⋆)2iη et A(δ) = c0 δiη

1 − (δ/δ⋆)2iη .

6.4.2 Champ approché et estimations d’erreur

Définissons le champ

ǔδ(r, θ) := uext(r, θ)χδ(r) + Uin(r/δ, θ)ψ(r) −m(r, θ)χδ(r)ψ(r)

avec
uext(r, θ) = u0(r, θ) + a(δ)ζ(r, θ)
Uin(ρ, θ) = A(δ)Z(ρ, θ)
m(r, θ) = A(δ)(r/δ)iηφ(θ) + a(δ)r−iηφ(θ)

.
(6.42)

Nous allons prouver que cette fonction constitue une bonne approximation de uδ. De nouveau,
soulignons que ǔδ diffère de ûδ introduite en (6.23) car elle est construite à partir de termes qui ne
dépendent pas de δ.



6.4. Développement asymptotique au premier ordre 165

En injectant l’expression de uδ−ǔδ dans l’estimation de stabilité du Théorème 6.3.6, nous obtenons,
pour ε ∈]0;β[ et δ0 suffisamment petit,

∥uδ − ǔδ∥H1
0(Ω) ≤ C | ln δ| ∥div (σδ∇(uδ − ǔδ))∥V1

ε,δ
(Ω)∗ , ∀δ ∈]0; δ0[∩I(α). (6.43)

Estimons le terme de droite de l’équation précédente. Pour tout v ∈ H1
0(Ω), en procédant comme

dans le §6.3.4, nous pouvons écrire

(σδ∇ǔδ,∇v)Ω =
(
σ0∇(χδ uext),∇v

)
Ω +

(
σδ∇τδ · (ψ1/δ Uin),∇v

)
Ω −

(
σδ∇(χδψm),∇v

)
Ω

= ⟨f, χδ v⟩Ω + (σ0∇χδ, uext∇v − v∇uext)Ω

+ (σ∞∇ψ1/δ, Uin∇(τ1/δ · v) − (τ1/δ · v)∇Uin)Ξ

−
(
σδ∇(χδ ψ), m∇v − v∇m

)
Ω.

Puisque −χδ ψ = 1 − χδ − ψ, en notant, M := τ1/δ ·m, nous obtenons

(σδ∇(uδ − ǔδ),∇v)Ω = ⟨f, ψδ v⟩Ω

+(σ0∇χδ, (uext −m)∇v − v∇(uext −m))Ω

+(σ∞∇ψ1/δ, (Uin −M)∇(τ1/δ · v) − (τ1/δ · v)∇(Uin −M))Ξ.

(6.44)

Étudions chacun des trois termes du membre de droite de (6.44). Pour le premier, on a,

|⟨f, ψδ v⟩Ω| ≤ C ∥f∥V1
β

(Ω)∗ ∥ψδ v∥V1
β

(Ω) ≤ C δβ−ε ∥f∥V1
β

(Ω)∗ ∥ψδ v∥V1
ε(Ω)

≤ C δβ−ε ∥f∥V1
β

(Ω)∗ ∥v∥V1
ε,δ

(Ω).
(6.45)

Pour le second et le troisième terme de (6.44), en utilisant (6.28), (6.29), (6.31) et (6.32), on trouve
successivement

|
(
σ0∇χδ, (uext −m)∇v − v∇(uext −m)

)
Ω|

≤ C ∥uext −m∥V1
−β

(Qδ)∥v∥V1
β

(Qδ)

≤ C δβ−ε ∥uext −m∥V1
−β

(Qδ)∥v∥V1
ε,δ

(Ω)

≤ C δβ−ε (|c0| + ∥ũ0∥V1
−β

(Ω))∥v∥V1
ε,δ

(Ω) ≤ C δβ−ε ∥f∥V1
β

(Ω)∗∥v∥V1
ε,δ

(Ω)

(6.46)

et
|
(
σ∞∇ψ1/δ, (Uin −M)∇(τ1/δ · v) − (τ1/δ · v)∇(Uin −M)

)
Ξ|

≤ C ∥Uin −M∥W1
β

(Q1/δ)∥τ1/δ · v∥W1
−β

(Q1/δ)

≤ C δβ ∥Uin −M∥W1
β

(Q1/δ)∥v∥V1
ε,δ

(Ω)

≤ C δβ |c0|∥v∥V1
ε,δ

(Ω) ≤ C δβ ∥f∥V1
β

(Ω)∗∥v∥V1
ε,δ

(Ω).

(6.47)

En injectant (6.45), (6.46) et (6.47) dans (6.44), en divisant par ∥v∥V1
ε,δ

(Ω) et en prenant le supremum
sur tous les v ∈ H1

0(Ω), nous obtenons

∥div (σδ∇(uδ − ǔδ))∥V1
ε,δ

(Ω)∗ ≤ C δβ−ε ∥f∥V1
β

(Ω)∗ .

Revenant à (6.43), nous pouvons énoncer le résultat principal de ce chapitre

Théorème 6.4.1 Soient β ∈]0; 2[ et f ∈ V1
β(Ω)∗. Sous les Hypothèses 1 et 2, il existe δ0 tel que le

problème (6.1) possède une unique solution pour tout δ ∈]0; δ0[∩I(α), avec α ∈]0; 1/2[. De plus, la
function ǔδ ∈ H1

0(Ω) définie en (6.42) vérifie, pour tout ε dans ]0;β[,

∥uδ − ǔδ∥H1
0(Ω) ≤ C | ln δ| δβ−ε∥f∥V1

β
(Ω)∗ , ∀δ ∈]0; δ0[∩I(α),

où C > 0 est une constante indépendante de δ et f .
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Remarque 6.4.2 Sous les Hypothèses 1 et 2, nous avons montré qu’il existe δ0 tel que le problème
(6.1) possède une unique solution dans H1

0(Ω) pour δ < δ0 tel que δ /∈ { (eπ/η)k δ⋆ , k ∈ Z } où δ⋆
est défini à partir de (6.21). L’étape suivante, qui n’entre pas dans le cadre de ce document, va
consister à prouver que pour δ ∈ { (eπ/η)k δ⋆ , k ∈ Z } l’opérateur Aδ n’est effectivement pas un
isomorphisme. Puisque pour δ > 0, Aδ est Fredholm et autoadjoint, cela revient à montrer que
pour tout δ ∈ { (eπ/η)k δ⋆ , k ∈ Z } l’opérateur Aδ possède un noyau de dimension finie non réduit à
zéro. En d’autres termes, nous souhaitons prouver que 0 est « valeur propre clignotante » au sens
où il existe une suite de valeurs du paramètre δ s’accumulant en 0 telle que 0 est valeur propre de
l’opérateur Aδ.

6.5 Illustrations numériques

π/4

δO

O′

Ωδ
2Ωδ

1

π/4

O

O′

Ω0
2Ω0

1

Figure 6.4 – Domaines Ωδ et Ω0.

Pour illustrer les résultats que nous avons obtenus dans ce chapitre, étudions sur une géométrie
canonique la question de la stabilité du problème (6.1) par rapport au paramètre δ. La géométrie
est choisie de sorte que l’on puisse séparer les variables et ainsi, procéder à des calculs explicites. De
nouveau, nous mettons en évidence le résultat suivant. Si le problème limite, c’est-à-dire le problème
(6.1) avec δ = 0, est bien posé dans H1

0(Ω0), ce qui revient à dire, pour la configurations choisie, que
κσ = σ2/σ1 ∈] − ∞; −1[∪] − 1/3; 0[, alors la solution uδ est bien définie pour δ suffisamment petit
et converge vers u0 pour la norme H1. Par contre, si le problème limite est mal posé dans H1

0(Ω0)
(si l’opérateur associé n’est pas de type Fredholm), alors il existe une suite (δn) de valeurs de δ
qui tend vers 0 pour lesquelles le problème (6.1) n’est pas bien posé (non injectif) dans H1

0(Ω0).
Le cadre de travail (voir la Figure 6.4) sera un peu différent de celui introduit dans le §6.1 car
Ωδ

1 ∪ Ωδ
2 ne sera pas un domaine fixe. Néanmoins, l’analyse que nous avons développée au cours

de ce chapitre s’étend sans difficulté à la géométrie de ce paragraphe et nous permet d’obtenir des
résultats analogues.

Nous présenterons des simulations numériques, obtenues avec une approximation de type élé-
ments finis classique, pour illustrer la différence dans le comportement de la suite (uδ), selon que
le contraste appartienne ou non à l’intervalle critique ] − 1; −1/3[.

Commençons par décrire la géométrie. Considérons δ ∈]0; 1[ et définissons (voir la Figure 6.4)

Ωδ
1 := { (r cos θ, r sin θ) | δ < r < 1, π/4 < θ < π };

Ωδ
2 := { (r cos θ, r sin θ) | δ < r < 1, 0 < θ < π/4 };

Ωδ := { (r cos θ, r sin θ) | δ < r < 1, 0 < θ < π }.
(6.48)

De nouveau, définissons la fonction σδ : Ω → R telle que σδ = σ1 dans Ωδ
1 et σδ = σ2 dans Ωδ

2, où
σ1 > 0 et σ2 < 0 sont des constantes. Introduisons l’opérateur linéaire et continu Aδ : H1

0(Ωδ) →
H−1(Ωδ) tel que

⟨Aδu, v⟩Ωδ = (σδ∇u,∇v)Ωδ , ∀u, v ∈ H1
0(Ωδ).
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Puisque l’interface Σδ := ∂Ωδ
1\∂Ω = ∂Ωδ

2\∂Ω est régulière et rencontre ∂Ωδ perpendiculairement,
grâce à la technique de la T-coercivité, nous savons que pour κσ = σ2/σ1 ∈ R∗

−\{−1}, pour tout
δ ∈]0; 1[, Aδ est un opérateur Fredholm d’indice zéro. Étudions la question de l’injectivité de Aδ.

Approche T-coercivité

Dans la suite, si v est une fonction définie sur Ωδ, nous notons v1 := v|Ωδ
1

et v2 := v|Ωδ
2
. Introduisons

les opérateurs R1, R2, T1 et T2 tels que, pour tout u ∈ H1
0(Ωδ),

(R1u1)(r, θ) = u1(r, π − 3 θ) ; (R2u2)(r, θ) =
{
u2(r, π/2 − θ) si θ ≤ π/2
0 sinon

;

T1u =
{
u1 sur Ωδ

1
−u2 + 2R1u1 sur Ωδ

2
; T2u =

{
u1 − 2R2u2 sur Ωδ

1
−u2 sur Ωδ

2.
.

On a u1 = −u2 +2R1u1 sur Σδ, donc T1 est à valeurs dans H1
0(Ωδ). En remarquant que T1 ◦T1 = Id,

on déduit que T1 est un isomorphisme de H1
0(Ωδ). Ce résultat vaut également pour T2. Pour tout

u ∈ H1
0(Ωδ), à l’aide de l’inégalité de Young, nous pouvons écrire, pour tout ς > 0,

⟨Aδu, T1u⟩Ωδ = (σ1 ∇u1,∇u1)Ωδ
1

+ (|σ2| ∇u2,∇u2)Ωδ
2

− 2(|σ2| ∇u2,∇(R1u1))Ωδ
2

≥ (σ1 ∇u1,∇u1)Ωδ
1

+ (|σ2| ∇u2,∇u2)Ωδ
2

−ς (|σ2| ∇u2,∇u2)Ωδ
2

− 1/ς (|σ2| ∇(R1u1),∇(R1u1))Ωδ
2

≥ ((σ1 − ∥R1∥2 |σ2|/ς) ∇u1,∇u1)Ωδ
1

+ (|σ2| (1 − ς) ∇u2,∇u2)Ωδ
2
.

Par conséquent, si σ1/|σ2| > ∥R1∥2 = 3 (ceci implique en particulier κσ /∈] − 1; −1/3[), il existe
C > 0 indépendante de δ tel que

C ∥u∥2
H1

0(Ωδ) ≤ ⟨Aδu, T1u⟩Ωδ , ∀u ∈ H1
0(Ωδ).

En procédant de la même façon avec T2 (remarquons que ∥R2∥2 = 1), nous pouvons énoncer la

Proposition 6.5.1 Supposons κσ ∈]−∞; −1[∪]−1/3; 0[. Alors, pour tout δ ∈]0; 1[, l’opérateur Aδ

est un isomorphisme. De plus, il existe C > 0 indépendante de δ telle que

∥uδ∥H1
0(Ωδ) ≤ C ∥Aδuδ∥H−1(Ωδ), ∀uδ ∈ H1

0(Ωδ).

Bien sûr, ce résultat de stabilité n’est plus vrai pour un contraste situé dans l’intervalle critique.
Pour κσ ∈] − 1; −1/3[, la méthode de la T-coercivité ne peut plus être utilisée.

Approche directe

Calculons explicitement les éléments de kerAδ. Considérons uδ un élément de H1
0(Ωδ) tel que Aδuδ =

0. Le couple (uδ1, uδ2) vérifie

∆uδ1 = 0 dans Ωδ
1

∆uδ2 = 0 dans Ωδ
2

uδ1 − uδ2 = 0 sur Σδ

σ1∂θu
δ
1 − σ2∂θu

δ
2 = 0 sur Σδ.

(6.49)

En utilisant le changement de variable (t, θ) := (ln r, θ), le problème (6.49) devient un problème posé
dans la demi-bande tronquée Bδ :=] ln δ; 0[×]0;π[. Dans cette géométrie, la séparation de variables
constitue une approche naturelle. En utilisant cette astuce, il est facile de prouver que la famille
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{r 7→ sin(nπ(ln r− ln δ)/ ln δ)}∞
n=1 définit une base de L2(]δ; 1[). En décomposant uδ1, uδ2 et puisque

∆uδ1 = ∆uδ2 = 0, on trouve

uδ1(r, θ) =
∑∞
n=1 u

δ
1,n sinh(nπ(θ − π)/ ln δ) sin(nπ(ln r − ln δ)/ ln δ)

et uδ2(r, θ) =
∑∞
n=1 u

δ
2,n sinh(nπθ/ ln δ) sin(nπ(ln r − ln δ)/ ln δ),

où uδ1,n et uδ2,n sont des constantes. Les conditions de transmission conduisent aux relations supplé-
mentaires, pour tout n ∈ N∗,

−uδ1,n sinh(3nπ2/(4 ln δ)) = uδ2,n sinh(nπ2/(4 ln δ))
uδ1,n σ1 cosh(3nπ2/(4 ln δ)) = uδ2,n σ2 cosh(nπ2/(4 ln δ)). (6.50)

Pour n ∈ N∗, le système (6.50) par rapport à (uδ1,n, uδ2,n) possède une solution non triviale si et
seulement si

σ2 sinh(3nπ2/(4 ln δ)) cosh(nπ2/(4 ln δ)) + σ1 sinh(nπ2/(4 ln δ)) cosh(3nπ2/(4 ln δ)) = 0
⇔ σ2 (sinh(4νδn) + sinh(2νδn)) + σ1 (sinh(4νδn) − sinh(2νδn)) = 0

⇔ cosh(2νδn) =
σ1 − σ2

2(σ1 + σ2)
=

1 − κσ

2(1 + κσ)
,

avec νδn = nπ2/(4 ln δ).
- Configuration κσ ∈] − ∞; −1[∪] − 1/3; 0[. Dans ce cas, on a (1 − κσ)/(2(1 + κσ)) < 1. Par
conséquent, pour tout n ∈ N∗, la seule solution de (6.50) est la solution nulle et Aδ est injectif. Ce
résultat est consistant avec la Proposition 6.5.1.
- Configuration κσ ∈] − 1; −1/3[. Dans cette situation, on a (1 −κσ)/(2(1 +κσ)) > 1. Pour tout
n ∈ N∗, il existe un unique δn tel que (6.50) possède une solution non triviale :

δn = exp

−
nπ2

2 acosh( 1−κσ
2(1+κσ))

 −→
n→∞

0. (6.51)

Par conséquent, Aδ constitue un isomorphisme de H1
0(Ωδ) dans H−1(Ωδ) si et seulement si δ ∈

]0; 1[\ ∪n∈N∗ {δn}. Ainsi, pour cette géométrie particulière, nous obtenons par le calcul le résultat
de la Proposition 6.3.6 (ici, nous pouvons prendre δ⋆ = 1) et nous montrons le phénomène de valeur
propre clignotante mentionné dans la Remarque 6.4.2.

Illustrations numériques

Confrontons ces calculs avec les résultats numériques. Considérons f ∈ L2(Ω) dont le support ne
rencontre pas O. Considérons (T δ

h )h une famille de triangulations régulières de Ωδ. Supposons de
plus que pour tout triangle τ , on a τ ⊂ Ωδ

1 ou bien τ ⊂ Ωδ
2.

Définissons la famille d’espaces de dimension finie

Vδ
h :=

{
v ∈ H1

0(Ωδ) tel que v|τ ∈ P1(τ) pour tout τ ∈ T δ
h

}
,

où P1(τ) est l’espace des polynômes de degré au plus 1 sur le triangle τ . Considérons le problème

Trouver uδh ∈ Vδ
h tel que

(σδ∇uδh,∇vδh)Ωδ = (f, vδh)Ωδ , ∀vδh ∈ Vδ
h.

(6.52)

- En dehors de l’intervalle critique. La Figure 6.5 présente la variation de ∥uδh∥H1
0(Ωδ) par

rapport à 1 − δ pour κσ = σ2/σ1 = −1 − 10−4. En accord avec ce que nous attendions, le problème
(6.52) semble stable par rapport à δ.
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- À l’intérieur de l’intervalle critique. Sur la Figure 6.6, nous affichons la variation
de ∥uδh∥H1

0(Ωδ) par rapport à 1 − δ pour κσ = σ2/σ1 = −1 + 10−4. Nous observons des pics qui
correspondent aux valeurs de δ = δn pour lesquelles Aδ n’est pas injectif. L’idée importante est
la suivante : lorsque le contraste est situé dans l’intervalle critique, la solution, lorsqu’elle est bien
définie, dans la géométrie arrondie, dépend de façon critique du paramètre δ. Pour de petites
valeurs de δ, il est très coûteux d’utiliser un maillage adapté à la géométrie. Par conséquent, le
pas du maillage est choisi constant par rapport à δ. Ceci explique pourquoi les pics n’apparaissent
pas pour les petites valeurs de δ. Ici, nous travaillons avec un contraste très proche de −1. Cela
peut paraître surprenant de se placer si près de ce cas très mal posé (rappelons que pour κσ = −1,
les opérateurs Aδ ne sont pas de type Fredholm en raison de la présence de singularité sur tout
l’interface). Cependant, ceci permet d’obtenir plusieurs pics sans être obligés d’utiliser un maillage
vraiment très raffiné. En effet, dans ce cas, dans (6.51), le coefficient π2/(2 acosh( 1−κσ

2(1+κσ))) vaut
environ −0.5. D’un point de vue numérique, il faut simplement faire attention à choisir un maillage
localement symétrique par rapport à l’interface pour éviter les phénomènes d’instabilité.

Analogie avec un problème de guide d’ondes

Comme nous l’avons vu dans le Chapitre 5, le problème (6.1) présente une forte analogie avec un
problème de guide d’ondes classique. Pour simplifier, supposons que f s’annule dans un voisinage
de O. Considérons le changement de variable (t, θ) = (ln r, θ). Notons ũδ(t, θ) = uδ(et, θ), σ̃δ(t, θ) =
σδ(et, θ) et f̃(t, θ) = e2tf(et, θ). Le problème (6.1) pour la géométrie étudiée dans ce paragraphe
devient un problème posé dans la demi-bande tronquée Bδ =] ln δ; 0[×]0;π[ qui s’écrit

−
(
σ̃δ∂2

z + ∂θσ̃
δ∂θ
)
ũδ = f̃ dans Bδ et ũ = 0 sur ∂Bδ. (6.53)

La domaine limite obtenu pour δ = 0 est alors la demi-bande infinie B0 =]−∞; 0[×]0;π[. Ainsi, pour
cette géométrie, « arrondir le coin » comme indiqué en (6.48) correspond à tronquer la demi-bande
infinie et donc à borner le guide d’ondes. Dès lors, on va distinguer deux situations suivant qu’il
existe ou non des modes propagatifs dans le guide infini.

En dehors de l’intervalle critique, i.e. pour κσ ∈] − ∞; −1[∪] − 1/3; 0[, dans la demi-bande infinie
B0, tous les modes associés au problème (6.53) sont exponentiellement croissants ou décroissants.
En cherchant une solution ũ0 ∈ H1

0(B0), on impose une décomposition uniquement sur les modes
exponentiellement décroissants. Par conséquent, l’erreur qui consiste à approcher ũδ ∈ H1

0(Bδ) par
ũ0 tend vers 0 lorsque δ → 0. Autrement dit, la solution dans la demi-bande tronquée est bien
approchée par la solution dans la demi-bande infinie.
À l’intérieur de l’intervalle critique, i.e. pour κσ ∈] − 1; −1/3[, dans la demi-bande infinie B0, il
apparaît exactement deux modes propagatifs e±iηtφ(θ), avec η défini en (6.4), se propageant en sens
opposé. En cherchant une solution ũ0 qui se décompose sur les modes sortants, nous sommes amenés
à considérer une solution qui se divise en un mode propagatif et une partie évanescente. Dans
ce cas, nous savons qu’il n’est pas possible d’approcher la solution dans la demi-bande tronquée,
lorqu’elle est bien défnie, par la solution dans la demi-bande infinie. En raison de la réflexion du
mode propagatif, ũδ ∈ H1

0(Bδ) n’est pas stable par rapport à δ. Le phénomène de « valeur propre
clignotante » s’explique lui par la présence de modes résonnants dans la demi-bande tronquée.
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Figure 6.5 – Évolution de ∥uδh∥H1
0(Ωδ) par rapport à 1 − δ.
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Introduction

N
ous souhaitons étudier les champs électromagnétiques dans un milieu D ⊂ R3. Pour x ∈ D
et t ≥ 0, notons E(x, t) le champ électrique, D(x, t) l’induction électrique, H(x, t) le
champ magnétique et B(x, t) l’induction magnétique. Les variations de ces champs sont

régies par les équations de Maxwell :

∂tD − rot H = −J et ∂tB + rot E = 0. (7.1)

Ci-dessus, la source (x, t) 7→ J (x, t) représente la densité de courant. Nous supposons le milieu
sans dissipation et nous faisons l’hypothèse que J possède un comportement harmonique en temps :
J (x, t) = J(x, ω)e−iωt pour x ∈ D et t ≥ 0. Cela conduit à chercher des champs électromagnétiques
s’écrivant sous la forme

E(x, t) = E(x, ω)e−iωt ; D(x, t) = D(x, ω)e−iωt ;
H(x, t) = H(x, ω)e−iωt ; B(x, t) = B(x, ω)e−iωt .

(7.2)

Rappelons qu’en régime fréquentiel, les champs électrique et magnétique sont respectivement reliés
aux inductions électrique et magnétique par les relations

D(x, ω) = ε(x, ω)E(x, ω) et B(x, ω) = µ(x, ω)H(x, ω), (7.3)
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pour tout x ∈ D et ω ∈ R. Ici, ε et µ désignent la permittivité diélectrique et la perméabilité
magnétique caractérisant les propriétés du matériau. Le fait de considérer un milieu sans absorption
conduit à supposer que ε et µ sont à valeurs réelles. En utilisant (7.2) et (7.3) dans (7.1), nous
pouvons éliminer la dépendance temporelle ainsi que les inconnues D et B. Nous obtenons alors
les équations de Maxwell en régime harmonique :

iωεE + rotH = J et −iωµH + rotE = 0 dans le milieu D ⊂ R3. (7.4)

Dans toute la suite de ce document, nous ferons l’hypothèse que la pulsation ω ∈ R est fixée.
Par conséquent, nous n’indiquerons plus la dépendance par rapport à ω. Dans ce chapitre, nous
désirons nous intéresser au problème de Maxwell dans une géométrie invariante dans une direction
et bornée dans le plan transverse.

Introduisons Ω un domaine de R2, c’est-à-dire, un ensemble ouvert borné connexe à frontière
lipschitzienne. Pour simplifier, nous supposons ∂Ω connexe. En 2D, ceci est équivalent à supposer
Ω simplement connexe. Nous préciserons dans la suite où cette hypothèse intervient et nous verrons
en 3D, dans le Chapitre 9, comment procéder lorsque ∂Ω n’est pas connexe. Nous définissons alors
D := {(x, y, z) ∈ Ω × R}. Nous considérons un milieu D entouré par un conducteur parfait. En
conséquence, la trace tangentielle de E, ainsi que la trace normale de H, s’annulent sur la frontière
∂D. Si on appelle ν la normale unitaire sortante à ∂D, ceci s’écrit

E × ν = 0 et µH · ν = 0 sur ∂D. (7.5)

Nous faisons l’hypothèse que la densité de courant J et les constantes physiques ε, µ, tout comme
la géométrie, sont invariantes par rapport à la variable z. Ainsi, l’ensemble du problème ne dépend
pas de z et nous pouvons faire la simplification :

∂ ·
∂z

= 0. (7.6)

Conducteur parfait

x

y

z

Ω2

Ω1

n

τ

x

y

Figure 7.1 – Un problème modèle : vue 3D à droite, coupe 2D à gauche.

La Figure 7.1 ci-contre présente un problème modèle. Ici, Ω est divisé en deux sous-domaines Ω1
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et Ω2. Notons D1 := Ω1 × R et D2 := Ω2 × R. La région D1 est vide tandis que D2 est occupée
par un métal de pulsation de plasma ωp. D’après les résultats du §4.2.1 du Chapitre 4, nous
pouvons modéliser les propriétés de métal en prenant ε(ω) = ε0(1 − ω2

p/ω
2). Rappelons que nous

avons supposé le milieu non absorbant. C’est la raison pour laquelle, dans la formule (4.7), nous
avons imposé γ = 0. Considérons une source périodique en temps de pulsation ω < ωp. Dans ce
cas, on a ε|Ω1 > 0, µ|Ω1 > 0, ε|Ω2 < 0 et µ|Ω2 > 0. Dans ce chapitre, nous souhaitons également
étudier la situation où D2 contient un métamatériau doublement négatif tel que ε|Ω2 < 0 et µ|Ω2 < 0.

En vertu de la simplification (7.6), nous sommes ramenés à un problème 2D et jusqu’à la fin
de ce chapitre, nous travaillerons avec des champs définis sur Ω. Pour simplifier, nous suppo-
sons que le terme source J := (Jx, Jy, Jz)t ∈ L2(Ω)3 vérifie divJ = 0. Nous considérerons des
constantes physiques ε, µ (à valeurs réelles) vérifiant ε ∈ L∞(Ω), µ ∈ L∞(Ω) avec ε−1 ∈ L∞(Ω),
µ−1 ∈ L∞(Ω). À partir de (7.4), on observe que les composantes des champs E := (Ex, Ey, Ez)t et
H := (Hx,Hy,Hz)t satisfont, dans Ω ⊂ R2, les équations

iωεEx +
∂Hz

∂y
= Jx ; iωεEy −

∂Hz

∂x
= Jy ; iωεEz +

∂Hy

∂x
−
∂Hx

∂y
= Jz ;

et −iωµHx +
∂Ez

∂y
= 0 ; −iωµHy −

∂Ez

∂x
= 0 ; −iωµHz +

∂Ey

∂x
−
∂Ex

∂y
= 0 .

(7.7)

Introduisons n = (nx, ny)t la normale unitaire sortante à ∂Ω, et τ = (τx, τy)t le vecteur tel que
(τ ,n) soit une base orthonormale directe. Sur ∂Ω, les conditions aux limites (7.5) conduisent à

µ(Hxnx +Hyny) = 0 ; Ez = 0 ; Exny − Eynx = 0. (7.8)

Classiquement, on constate qu’il apparaît un découplage dans les équations (7.7)-(7.8) et nous
pouvons les réorganiser sous la forme de deux systèmes indépendants. Dans cette optique, introdui-
sons J⊥ := (Jx, Jy)t, les champs transverses E⊥ := (Ex, Ey)t, H⊥ := (Hx,Hy)t et les opérateurs
rotationnels 2D tels que, pour u = (ux, uy)t ∈ L2(Ω) × L2(Ω), u ∈ L2(Ω),

rotu = ∂uy
∂x

− ∂ux
∂y

∈ D′(Ω) ; rot u =
(
∂u

∂y
,−∂u

∂x

)t
∈ D′(Ω) × D′(Ω).

Écrivons maintenant les deux systèmes indépendants issus de (7.7) et (7.8). Le premier met en
jeu les inconnues (H⊥, Ez). On l’appelle problème TM pour transverse magnétique (Transverse
Magnetic en anglais).

Trouver Ez ∈ L2(Ω) et H⊥ ∈ L2(Ω) tels que :
iωεEz + rotH⊥ = Jz dans Ω;

−iωµH⊥ + rotEz = 0 dans Ω;
Ez = 0 sur ∂Ω;

µH⊥ · n = 0 sur ∂Ω.

(7.9)

Ci-dessus, nous avons utilisé la notation L2(Ω) := L2(Ω)2. Le second système d’équations régit les
champs (E⊥,Hz). C’est le problème TE pour transverse électrique (Transverse Electric en anglais).

Trouver Hz ∈ L2(Ω) et E⊥ ∈ L2(Ω) tels que :
−iωµHz + rotE⊥ = 0 dans Ω;
iωεE⊥ + rotHz = J⊥ dans Ω;

ε−1(rotHz − J⊥) · τ = 0 sur ∂Ω;
E⊥ · τ = 0 sur ∂Ω.

(7.10)
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Pour mesurer les champs, introduisons quelques espaces adaptés

H(rot ; Ω) :=
{
u ∈ L2(Ω) | rotu ∈ L2(Ω)

}
;

H(div ; Ω) :=
{
u ∈ L2(Ω) | divu ∈ L2(Ω)

}
;

HN (rot ; Ω) := {u ∈ H(rot ; Ω) |u · τ = 0 sur ∂Ω} ;
VN (ε; Ω) := {u ∈ H(rot ; Ω) | div (εu) = 0, u · τ = 0 sur ∂Ω} ;
VT (µ; Ω) := {u ∈ H(rot ; Ω) | div (µu) = 0, µu · n = 0 sur ∂Ω} .

(7.11)

Remarque 7.0.2 Si (H⊥, Ez) vérifie le problème (7.9), on a Ez ∈ H1
0(Ω). En prenant la divergence

dans la seconde équation de (7.9), on remarque que H⊥ appartient à VT (µ; Ω). De même, si
(E⊥,Hz) est solution de (7.10), alors Hz ∈ H1(Ω), et E⊥ ∈ VN (ε; Ω) car nous avons imposé
divJ = 0.

Nous souhaitons déterminer des conditions nécessaires et suffisantes pour assurer que les problèmes
(7.9) et (7.10) possèdent chacun une unique solution. Lorsque les paramètres physiques ε et µ
sont positifs, la théorie est bien connue. Nous voulons étudier des situations pour lesquelles ε et µ
changent de signe dans le domaine Ω comme dans l’exemple de la Figure 7.1. Pour présenter notre
démarche, intéressons-nous au problème TM pour (H⊥, Ez).

Classiquement, i.e. lorsque ε et µ restent positifs, plutôt que d’écrire une formulation varia-
tionnelle pour (H⊥, Ez), on travaille avec une seule inconnue, de préférence scalaire. On montre
alors que si (H⊥, Ez) vérifie le problème (7.9), la composante Ez vérifie une certaine formulation
variationnelle (PEz )ω, précisée en (7.14) et posée dans H1

0(Ω). Réciproquement, on prouve qu’à
partir d’une solution Ez de (PEz )ω, on peut reconstruire une solution (H⊥, Ez) de (7.9). Ce
résultat montre que (7.9) est bien posé si et seulement si (PEz )ω est bien posé. Nous allons voir
que ce procédé peut encore être utilisé dans le cas où ε et µ changent de signe, la différence résidant
dans le fait que (PEz )ω (et donc (7.9)), n’est pas toujours bien posé au sens de Fredholm. Précisons
cela. Lorsque µ est positif, pour tout ε ∈ L∞(Ω), le problème (PEz )ω possède une unique solution
pour tout ω ∈ C\S , où S est un ensemble dénombrable possédant l’infini comme seul point
d’accumulation possible. D’autre part, pour ω ∈ S , (PEz )ω présente un noyau et un conoyau non
réduits à zéro, mais tout de même de dimension finie. Lorsque µ change de signe dans Ω, comme
nous l’avons vu dans le Chapitre 1, il y a des configurations, i.e. des fonctions µ, telles qu’il existe
un espace de dimension infinie de termes sources pour lesquels le problème (PEz )ω ne possède
pas de solution. Notons que le ε n’intervient pas dans le caractère Fredholm pour le problème TM
car il entre dans la partie compacte dans (PEz )ω. Enfin, d’un point de vue pratique, quand (7.9)
possède une unique solution, on peut discrétiser la formulation variationnelle (PEz )ω par une mé-
thode de type éléments finis pour approcher Ez. Il est alors possible de retrouver H⊥ à partir de Ez.

Imaginons maintenant que l’on souhaite calculer directement H⊥ sans passer par Ez. C’est
moins commun, car il faut résoudre un problème vectoriel, au lieu d’un problème scalaire dans
la démarche que nous venons de décrire, mais cela peut être intéressant pour avoir une meilleure
précision sur H⊥. On cherche alors à écrire une formulation variationnelle pour H⊥ que l’on pourra
discrétiser. On peut l’établir dans H(rot ; Ω) comme en (7.15). Malheureusement, il n’est pas facile
d’étudier ce problème car l’injection de H(rot ; Ω) dans L2(Ω) n’est pas compacte. C’est pourquoi,
on préfère classiquement construire une formulation pour H⊥ dans VT (µ; Ω) comme en (7.18).
L’étape suivante dans le processus consiste à montrer qu’à partir d’une solution H⊥ du problème
(7.18), on peut reconstruire une solution (H⊥, Ez) au problème (7.9). Il est facile de montrer que
c’est possible lorsque µ est positif. Quand µ change de signe, ce n’est pas toujours le cas et nous
aurons besoin d’une hypothèse supplémentaire. Nous montrerons que cette hypothèse est vérifiée
lorsque le problème (PEz )ω, celui-là même qui apparaît dans l’étude de la composante Ez, est bien
posé pour ω = 0. Sous cette condition (PEz )0 bien posé, nous établirons les deux résultats pour
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prouver que le problème (7.18) est bien posé pour tout ω ∈ C\S . D’une part, nous montrerons que
l’injection de VT (µ; Ω) dans L2(Ω) est compacte. D’autre part, nous prouverons que l’opérateur
rot ε−1rot : VT (µ; Ω) → VT (µ; Ω)∗ définit un isomorphisme. De façon surprenante, nous verrons
que ce dernier résultat ne nécessite sur ε que l’hypothèse ε ∈ L∞(Ω) avec ε−1 ∈ L∞(Ω). Cela nous
conduira à la conclusion suivante : si (PEz )ω et (PEz )0 sont bien posés, alors (7.18), la formulation
variationnelle pour H⊥ posée dans VT (µ; Ω), possède une unique solution, et à partir de H⊥, on
peut reconstruire une solution (H⊥, Ez) au problème (7.9).

La question naturelle qui vient ensuite s’énonce ainsi : comment définir une formulation va-
riationnelle pour H⊥, que l’on sache étudier à l’aide de la théorie de Fredholm, lorsque (PEz )ω est
bien posé avec, par contre, (PEz )0 mal posé ? Puisque (PEz )0 diffère de (PEz )ω d’une perturbation
compacte, cela revient à étudier la situation dans laquelle (PEz )0 possède un noyau non réduit à
zéro de dimension finie. Nous verrons que dans un tel cas, pour tout ω ∈ C, le problème (7.18) posé
dans VT (µ; Ω) possède un noyau non réduit à zéro contenant les gradients du noyau du problème
scalaire. C’est là une curiosité du cadre fonctionnel due à la présence de matériaux négatifs. Pour
obtenir un problème bien posé pour H⊥, il ne faut pas travailler dans VT (µ; Ω) mais dans un
espace un peu plus gros de façon à éliminer ces gradients du noyau du problème scalaire. Nous
retrouverons la même originalité pour les équations de Maxwell 3D.

Précisons maintenant le plan de ce chapitre. Nous commencerons par étudier le problème TM
pour (H⊥, Ez). Nous présenterons une formulation équivalente en passant par Ez puis une seconde
en passant par H⊥. Comme indiqué plus haut, pour avoir l’équivalence entre la formulation pour
H⊥ et le problème TM, nous aurons besoin d’une hypothèse supplémentaire. Sous cette hypothèse,
nous effectuerons l’étude de la formulation pour H⊥. Dans la Section 7.2, nous démontrerons
deux résultats liant les problèmes scalaires avec condition de Dirichlet homogène et condition de
Neumann homogène. Ces résultats vrais uniquement en 2D, montrerons que l’hypothèse supplé-
mentaire que nous avons introduite n’est pas très contraignante. Nous définirons dans la Section
7.3, le nouveau cadre fonctionnel qu’il faut adopter pour obtenir un problème bien posé pour H⊥
lorsque la condition supplémentaire n’est pas remplie. Nous résumerons ensuite, en 7.4, l’étude
pour le problème TE. Enfin, nous terminerons par une illustration des résultats que nous avons
obtenus dans le cas d’une géométrie très simple.

Quelques rappels sur les formules de Green en 2D. Nous énonçons des résultats issus de
[84] qui serviront au cours de notre étude. Dans tout ce chapitre, nous noterons indistinctement
(·, ·)Ω, resp. ∥ · ∥Ω, les produits scalaires, resp. les normes, de L2(Ω) et L2(Ω).

Théorème 7.0.3 L’application v 7→ v · n définie sur C ∞(Ω)2 s’étend par continuité en une ap-
plication linéaire continue surjective de H(div ; Ω) dans H−1/2(∂Ω). De plus, on a la formule de
Green

(v,∇φ)Ω + (div v, φ)Ω = ⟨v · n, φ⟩∂Ω , ∀v ∈ H(div ; Ω), ∀φ ∈ H1(Ω). (7.12)

On déduit le

Corollaire 7.0.4 On a VT (µ; Ω) =
{
u ∈ H(rot ; Ω) | (µu,∇φ)Ω = 0, ∀φ ∈ H1(Ω)

}
, où VT (µ; Ω)

est défini en (7.11).

En utilisant le fait que v = (vx, vy)t est un élement de H(rot ; Ω) si et seulement si le champ w de
composantes (vy,−vx)t appartient à H(div ; Ω), on obtient le théorème et le corollaire suivants.

Théorème 7.0.5 L’application v 7→ v · τ définie sur C ∞(Ω)2 s’étend par continuité en une ap-
plication linéaire continue surjective de H(rot ; Ω) dans H−1/2(∂Ω). De plus, on a la formule de
Green

(v, rotφ)Ω − (rotv, φ)Ω = ⟨v · τ , φ⟩∂Ω , ∀v ∈ H(rot ; Ω), ∀φ ∈ H1(Ω). (7.13)
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Attention, dans [84], les auteurs imposent que la base (n, τ ), et non (τ ,n), soit directe. Ceci explique
la différence de signe.

Corollaire 7.0.6 On a VN (ε; Ω) =
{
u ∈ HN (rot ; Ω) | (εu,∇φ)Ω = 0, ∀φ ∈ H1

0(Ω)
}
, où VN (µ; Ω)

est défini en (7.11).

7.1 Approche � classique � pour le problème Transverse Magnetic

Intéressons-nous tout d’abord au problème TM. Pour montrer que ce problème est bien posé,
autrement dit pour prouver qu’il possède une unique solution dépendant continûment de la donnée
J , on construit une formulation équivalente et on travaille ensuite sur cette dernière. La méthode
la plus simple, et la plus utilisée en pratique, consiste à définir un problème pour le champ scalaire
Ez. Suivons cette approche.

7.1.1 Formulation scalaire pour Ez

Construisons pour Ez un problème variationnel équivalent au système d’équations (7.9).

Théorème 7.1.1 Supposons ω ̸= 0.
1) Si (H⊥, Ez) vérifie le problème (7.9) alors Ez est une solution de

(PEz )ω
Trouver Ez ∈ H1

0(Ω) tel que :∫
Ω
µ−1∇Ez · ∇v − ω2εEzv =

∫
Ω
iωJzv, ∀v ∈ H1

0(Ω). (7.14)

2) Si Ez vérifie le problème (7.14) alors (H⊥, Ez) = ((iωµ)−1rotEz, Ez) est une solution de (7.9).

Preuve. 1) Si (H⊥, Ez) vérifie (7.9) alors, comme indiqué dans la Remarque 7.0.2, on a Ez ∈ H1
0(Ω).

Au sens des distributions, on trouve

div (µ−1∇Ez) = −rot (µ−1rotEz) = −iω rotH⊥ = −ω2εEz − iωJz.

Ceci montre que Ez vérifie (7.14).
2) Supposons Ez solution de (7.14). Alors on a, toujours au sens des distributions, div (µ−1∇Ez) +
ω2εEz = −iωJz. Définissons H⊥ := (iωµ)−1rotEz. On a clairement −iωµH⊥ + rotEz = 0. De
plus, µH⊥ · n = iω rotEz · n = iω∇Ez · τ = 0 car Ez ∈ H1

0(Ω). Enfin, on remarque que

rotH⊥ = (iω)−1rot (µ−1rotEz) = −(iω)−1div (µ−1∇Ez) = Jz − iωεEz.

Cela achève de prouver que si Ez est solution de (7.14) alors (H⊥, Ez) = ((iωµ)−1rotEz, Ez) vérifie
le problème (7.9).

Grâce à ce théorème, nous pouvons énoncer le

Corollaire 7.1.2 Supposons ω ̸= 0. Le problème (7.9) possède une unique solution si et seulement
si (7.14) possède une unique solution.

Avec le théorème de représentation de Riesz, introduisons, pour ω ∈ C, l’opérateur borné A1/µ
D (ω) :

H1
0(Ω) → H1

0(Ω) tel que

(∇(A1/µ
D (ω)u),∇v)Ω = (µ−1∇u,∇v)Ω − ω2(εu, v)Ω, ∀(u, v) ∈ H1

0(Ω) × H1
0(Ω).

Dans la notation A
1/µ
D (ω), le « D » fait référence à la condition de Dirichlet homogène imposée

dans l’espace. D’après le Corollaire 7.1.2, le problème (7.9) possède une unique solution si et
seulement si A1/µ

D (ω) constitue un isomorphisme de H1
0(Ω). Dans le Chapitre 1, nous avons étudié
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en détail les propriétés de A1/µ
D (0), partie principale de A1/µ

D (ω). À géométrie fixée, nous pouvons
utiliser les Théorèmes 1.3.3, 1.4.2 et 1.4.1 pour savoir si A1/µ

D (0) est un isomorphisme. Lorsque
c’est le cas, puisque pour tout ω ∈ C, A1/µ

D (ω) diffère de A1/µ
D (0) d’une perturbation compacte, on

déduit d’après le théorème de Fredholm analytique que le problème (7.9) est bien posé pour tout
ω ∈ C\S , où S est un ensemble dénombrable possédant l’infini comme seul point d’accumulation
possible. Lorsque (7.9) est bien posé, on peut discrétiser la formulation variationnelle (7.14) par
une méthode de type éléments finis pour approcher Ez. On retrouve ensuite H⊥ à partir de Ez.

Supposons maintenant que l’on veuille calculer directement H⊥. Comme nous l’avons indiqué
au début de ce chapitre, c’est plutôt inhabituel car il faut résoudre un problème vectoriel au lieu
d’un problème scalaire, mais cela peut permettre d’avoir une meilleure précision sur H⊥. Nous
souhaitons mettre en évidence une originalité du cadre fonctionnel liée à la présence des matériaux
négatifs. Si l’on procède comme pour les diélectriques classiques, on peut aboutir à une formulation
variationnelle pour H⊥ qui n’est pas équivalente au problème (7.9).

7.1.2 Formulation vectorielle pour H⊥

À l’instar de ce que nous avons fait pour Ez, nous cherchons à construire une formulation
variationnelle pour H⊥ équivalente au problème (7.9).

Une première formulation variationnelle pour H⊥

Présentons une première formulation pour H⊥ dans H(rot ; Ω).

Proposition 7.1.3 Supposons ω ̸= 0.
1) Si (H⊥, Ez) vérifie le problème (7.9) alors H⊥ est une solution de

Trouver H⊥ ∈ H(rot ; Ω) tel que :∫
Ω
ε−1rotH⊥rotv − ω2µH⊥ · v =

∫
Ω
ε−1Jzrotv, ∀v ∈ H(rot ; Ω). (7.15)

2) Si H⊥ vérifie le problème (7.15) alors (H⊥, Ez) = (H⊥, i(ωε)−1(rotH⊥ − J)) est une solution
de (7.9).

Preuve. 1) Supposons (H⊥, Ez) solution de (7.9). Au sens des distributions, on a alors iωEz +
ε−1rotH⊥ = ε−1Jz. En multipliant par rotv pour v ∈ H(rot ; Ω), en effectuant une intégration
par parties et en utilisant Ez ∈ H1

0(Ω), on obtient (7.15).
2) Réciproquement, si H⊥ vérifie (7.15), définissons Ez = i(ωε)−1(rotH⊥ − J). Dans ce cas,
clairement, l’équation

iωεEz + rotH⊥ = Jz (7.16)

est satisfaite. Au sens des distributions, à partir de (7.15), on trouve rot (ε−1rotH⊥) − ω2µH⊥ =
rot (ε−1Jz). Ceci conduit à

− iωµH⊥ + rotEz = 0. (7.17)

Montrons ensuite Ez = 0 p.p. sur ∂Ω. En combinant (7.15) et (7.16), on obtient (Ez, rotv)Ω =
iω(µH⊥,v)Ω pour tout v ∈ H(rot ; Ω). En utilisant (7.17) et la surjectivité de la trace tangentielle
de H(rot ; Ω) dans H−1/2(∂Ω) (Théorème 7.0.5), on déduit Ez = 0 p.p. sur ∂Ω. Grâce à (7.17), on
trouve µH⊥ · n = 0 p.p. sur ∂Ω.

Malheureusement, il n’est pas évident d’étudier le problème (7.15) car l’injection de H(rot ; Ω)
dans L2(Ω) n’est pas compacte. En particulier, on ne peut pas utiliser la théorie de Fredholm.
Classiquement pour les équations de Maxwell, l’idée consiste à travailler dans l’espace VT (µ; Ω).
Lorsque µ est positif, on sait d’après [150] que cette propriété de compacité est valable. Dans un
premier temps, suivons cette démarche. De la Proposition 7.1.3, nous déduisons sans peine la
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Proposition 7.1.4 Supposons ω ̸= 0. Si (H⊥, Ez) vérifie le problème (7.9) alors H⊥ est solution
de

Trouver H⊥ ∈ VT (µ; Ω) tel que :∫
Ω
ε−1rotH⊥rotv − ω2µH⊥ · v =

∫
Ω
ε−1Jzrotv, ∀v ∈ VT (µ; Ω). (7.18)

Puisque nous désirons une formulation variationnelle pour H⊥ équivalente au problème (7.9), nous
avons besoin d’une réciproque à la Proposition 7.1.4. Nous allons voir que cette réciproque n’est pas
toujours vraie, dans le sens où, à partir d’une solution du problème (7.18), on ne peut pas toujours
construire une solution de (7.9). Pour mettre en évidence ce phénomène, définissons l’espace des
fonctions à moyenne nulle

H1
#(Ω) := {v ∈ H1(Ω) |

∫
Ω
v = 0}.

La seule constante dans H1
#(Ω) est zéro. En raisonnant par l’absurde et en utilisant le théorème de

Rellich qui indique que l’injection de H1(Ω) dans L2(Ω) est compacte, on montre que l’application
(u, v) 7→ (∇u,∇v)Ω définit un produit scalaire sur H1

#(Ω). Introduisons alors, avec le théorème de
représentation de Riesz, l’opérateur borné AµN : H1

#(Ω) → H1
#(Ω) tel que

(∇(AµNu),∇v)Ω = (µ∇u,∇v)Ω, ∀(u, v) ∈ H1
#(Ω) × H1

#(Ω). (7.19)

Dans la notation AµN , le «N » fait référence à la condition de Neumann homogène imposée de façon
faible. Lorsque µ est strictement positif, le théorème de Lax-Milgram indique que AµN constitue un
isomorphisme de H1

#(Ω). Lorsque, µ change de signe, ce n’est bien entendu pas toujours le cas.
Supposons qu’il existe λN ∈ kerAµN avec λN ̸= 0. Dans ce cas, on observe que ∇λN vérifie le
problème (7.18) avec Jz = 0. Par contre, il n’existe pas d’élément Ez ∈ H1

0(Ω) tel que le couple
(Ez,∇λN ) soit solution de (7.9) avec Jz = 0. Par conséquent, pour avoir une réciproque à la
Proposition 7.1.4, il faut au moins supposer AµN injectif.

Proposition 7.1.5 Supposons ω ̸= 0. Supposons que AµN : H1
#(Ω) → H1

#(Ω) définisse un isomor-
phisme. Alors si H⊥ vérifie (7.18), le couple (H⊥, Ez) = (H⊥, i(ωε)−1(rotH⊥ − J)) vérifie le
problème (7.9).

Preuve. Supposons que H⊥ vérifie (7.18). Pour prouver que (H⊥, Ez) = (H⊥, i(ωε)−1(rotH⊥ −
J)) constitue une solution de (7.9), il suffit de montrer que H⊥ satisfait (7.15) et d’utiliser la
Proposition 7.1.3. Considérons v ∈ H(rot ; Ω). Introduisons ψ l’unique élément de H1

#(Ω) vérifiant
(µ∇ψ,∇ψ′)Ω = (µv,∇ψ′)Ω pour tout ψ′ ∈ H1

#(Ω). La fonction ψ est bien définie car on a supposé
que AµN est un isomorphisme. D’après le Corollaire 7.0.4, le champ v − ∇ψ appartient à l’espace
VT (µ; Ω). En injectant v − ∇ψ dans (7.18), on obtient (ε−1rotH⊥, rotv)Ω − ω2(µH⊥,v)Ω =
(ε−1Jz, rotv)Ω. Ceci montre bien que H⊥ satisfait (7.15).

Nous pouvons énoncer le

Corollaire 7.1.6 Supposons ω ̸= 0. Supposons que AµN : H1
#(Ω) → H1

#(Ω) définisse un isomor-
phisme. Le problème (7.9) possède une unique solution si et seulement si (7.18) possède une unique
solution.

Étude de la formulation variationnelle (7.18)

Pour prouver que le problème (7.18) est bien posé, nous allons utiliser la théorie de Fredholm. Pour
ce faire, nous avons besoin de prouver un résultat d’injection compacte de VT (µ; Ω) dans L2(Ω),
qui n’est pas toujours vrai lorsque µ change de signe (cf. Proposition 8.5.1, Chapitre 8).

Théorème 7.1.7 Supposons que l’opérateur AµN : H1
#(Ω) → H1

#(Ω) défini en (7.19) constitue
un isomorphisme. Alors VT (µ; Ω) s’injecte de façon compacte dans L2(Ω). De plus, l’application
(u,v) 7→ (rotu, rotv)Ω définit un produit scalaire sur VT (µ; Ω).
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Preuve. Considérons (un) une suite bornée de VT (µ; Ω). Pour n ∈ N, définissons fn := rotun.
La suite (fn) est bornée dans L2(Ω). Puisque µun est un élément à divergence nulle satisfaisant
µun · n = 0 p.p. sur ∂Ω, et puisque, par hypothèse, ∂Ω est connexe, il existe d’après le théorème
3.12 de [84], φn ∈ H1

0(Ω) tel que rotφn = µun. Prouvons que nous pouvons extraire de (rotφn),
ou de façon équivalente, de (∇φn), une sous-suite qui converge dans L2(Ω).

Au sens des distributions, on a rotµ−1rotφn = rotun = fn. En utilisant la formule de Green (7.13),
on déduit qu’on a, pour tout φ′ ∈ H1

0(Ω), (µ−1rotφn, rotφ′)Ω = (µ−1∇φn,∇φ′)Ω = (rotun, φ′)Ω.
Définissons l’opérateur borné A1/µ

D : H1
0(Ω) → H1

0(Ω) tel que

(∇(A1/µ
D φ),∇φ′)Ω = (µ−1∇φ,∇φ′)Ω, ∀(φ,φ′) ∈ H1

0(Ω) × H1
0(Ω).

Nous prouverons dans la section suivante (cf. Théorème 7.2.1) que A1/µ
D : H1

0(Ω) → H1
0(Ω) est un

isomorphisme si et seulement si AµN : H1
#(Ω) → H1

#(Ω) est un isomorphisme. Puisque nous avons
supposé que AµN est un isomorphisme, nous déduisons que la suite (A1/µ

D φn) est bornée dans H1
0(Ω).

D’après le théorème de Rellich qui stipule que H1(Ω) s’injecte de façon compacte dans L2(Ω), on
peut extraire de (φn) une sous-suite (toujours notée (φn)) telle que (A1/µ

D φn) converge fortement
dans L2(Ω). Introduisons φmn := φm − φn et fmn := fm − fn. On peut écrire

(∇(A1/µ
D φmn),∇(A1/µ

D φmn)Ω = (µ−1∇φmn,∇(A1/µ
D φmn)Ω

= (fmn, A1/µ
D φmn)Ω

(7.20)

Puisque (A1/µ
D φn) est de Cauchy dans L2(Ω), on déduit de la relation (7.20) que (A1/µ

D φn) est
de Cauchy dans H1

0(Ω). Puisque A
1/µ
D est un isomorphisme, on déduit que la suite φn est de

Cauchy dans H1
0(Ω) donc qu’elle converge. On peut donc extraire de (un) une sous-suite telle que

(un) = (µ−1rotφn) converge dans L2(Ω). Ceci permet de conclure que l’injection de VT (µ; Ω)
dans L2(Ω) est compacte.

Pour montrer que (u,v) 7→ (rotu, rotv)Ω définit un produit scalaire sur VT (µ; Ω), il suffit
de prouver l’estimation

∥u∥Ω ≤ C ∥rotu∥Ω , ∀u ∈ VT (µ; Ω). (7.21)

Pour y parvenir, on raisonne par l’absurde en supposant qu’il existe une suite (un) d’éléments de
VT (µ; Ω) telle que

∀n ∈ N, ∥un∥Ω = 1 et lim
n→∞

∥rotun∥Ω = 0.

D’après le résultat d’injection compacte que nous venons de montrer, on peut extraire de (un) une
sous-suite (toujours notée (un)) qui converge vers un certain u dans L2(Ω). Par construction, on
a ∥u∥Ω = 1. On vérifie alors qu’au sens des distributions, on a rotu = 0 p.p. dans Ω. Puisque ∂Ω
est connexe, on déduit d’après le théorème 3.2 de [84] qu’il existe φ ∈ H1

#(Ω) tel que u = ∇φ.
Puisque u ∈ VT (µ; Ω), nécessairement φ ∈ kerAµN , φ = 0 et donc u = 0. On aboutit ainsi à une
contradiction. Ceci achève la preuve de ce théorème

Remarque 7.1.8 Lorsque ∂Ω n’est pas connexe, ou de façon équivalente en 2D, quand Ω n’est
pas simplement connexe, l’application (u,v) 7→ (rotu, rotv)Ω ne définit plus un produit scalaire
sur VT (µ; Ω). En effet, dans ce cas, il reste dans VT (µ; Ω) les gradients des fonctions φ vérifiant
div (µ∇φ) = 0 et φ constant sur chaque composante connexe de ∂Ω. Cet espace vectoriel est de
dimension égale au nombre de composantes connexes de la frontière moins un. Nous montrerons
dans l’étude des équations de Maxwell en 3D comment procéder lorsque ∂Ω n’est pas connexe.
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Avec le théorème de représentation de Riesz, définissons, pour ω ∈ C, l’opérateur borné AT (ω) :
VT (µ; Ω) → VT (µ; Ω) tel que, pour tout (u,v) ∈ VT (µ; Ω) × VT (µ; Ω),

(rot (AT (ω)u), rotv)Ω = (ε−1rotu, rotv)Ω − ω2(µu,v)Ω. (7.22)

Théorème 7.1.9 Supposons que l’opérateur AµN : H1
#(Ω) → H1

#(Ω) défini en (7.19) constitue un
isomorphisme. Alors AT (0) est un isomorphisme de VT (µ; Ω).

Remarque 7.1.10 Dans ce théorème, l’hypothèse effectuée sur ε est relativement faible. En effet,
nous supposons seulement ε ∈ L∞(Ω) avec ε−1 ∈ L∞(Ω). Ceci peut paraître surprenant quand on a
à l’esprit que les opérateurs A1/ε

D et A1/ε
N définis respectivement par

(∇(A1/ε
D u),∇v)Ω = (ε−1∇u,∇v)Ω, ∀(u, v) ∈ H1

0(Ω) × H1
0(Ω);

(∇(A1/ε
N u),∇v)Ω = (ε−1∇u,∇v)Ω, ∀(u, v) ∈ H1

#(Ω) × H1
#(Ω);

ne vérifient pas cette propriété. Dans le Chapitre 1, nous avons en effet rencontré des configurations
pour lesquelles A1/ε

D et A1/ε
N ne sont pas Fredholm. C’est en particulier le cas lorsque ε prend des

valeurs opposées de part et d’autre d’une interface localement droite. L’opérateur AT (0), lui, n’est
sensible qu’aux valeurs du paramètre µ qui apparaît dans l’espace.

Preuve. Pour u ∈ VT (µ; Ω), introduisons φ ∈ H1
0(Ω) la fonction vérifiant −∆φ = ε rotu. Consi-

dérons ensuite ψ ∈ H1
#(Ω) satisfaisant (µ∇ψ,∇ψ′)Ω = (µ rotφ,∇ψ′)Ω pour tout ψ′ ∈ H1

#(Ω).
Puisque par hypothèse AµN : H1

#(Ω) → H1
#(Ω) est un isomorphisme, la fonction ψ est bien définie.

Introduisons alors l’opérateur borné T : VT (µ; Ω) → VT (µ; Ω) qui à u ∈ VT (µ; Ω) fait corres-
pondre Tu = rotφ− ∇ψ.

Pour tout (u,v) ∈ VT (µ; Ω) × VT (µ; Ω), on a

(rot (AT (0)(Tu)), rotv)Ω = (ε−1rot (Tu), rotv)Ω
= (ε−1rot (rotφ− ∇ψ), rotv)Ω
= (−ε−1∆φ, rotv)Ω
= (rotu, rotv)Ω.

Ainsi, AT (0) ◦ T est égal à l’identité de VT (µ; Ω). Puisque AT (0) est autoadjoint, ceci montre que
AT (0) définit un isomorphisme de VT (µ; Ω) avec AT (0)−1 = T.

Théorème 7.1.11 Supposons que l’opérateur AµN : H1
#(Ω) → H1

#(Ω) défini en (7.19) soit un iso-
morphisme.
Alors l’opérateur AT (ω) défini en (7.22) constitue un isomorphisme de VT (µ; Ω) pour tout ω ∈
C\S , où S est un ensemble dénombrable possédant l’infini comme seul point d’accumulation pos-
sible.
En conséquence, le problème (7.9) pour (H⊥, Ez) possède une unique solution pour tout ω ∈ C\S .

Preuve. D’après le Théorème 7.1.7, l’injection de VT (µ; Ω) dans L2(Ω) est compacte. Par consé-
quent, pour tout ω ∈ C, AT (ω) diffère de l’isomorphisme AT (0) d’une perturbation compacte. Le
théorème de Fredholm analytique permet alors de conclure que AT (ω) constitue un isomorphisme
de VT (µ; Ω) pour tout ω ∈ C\S . Avec le Corollaire 7.1.6, on déduit que le problème TM est bien
posé pour tout ω ∈ C\S .
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7.1.3 Bilan de l’approche « classique » pour le problème Transverse Magnetic

Pour tout ω ∈ C, nous pouvons résumer les résultats que nous avons obtenus par le diagramme
suivant.

A
1/µ
D (ω) est un isomorphisme de H1

0(Ω).

⇕

Le problème (7.9) pour le mode TM est bien posé.

⇕ si AµN est un isomorphisme de H1
#(Ω)

AT (ω) est un isomorphisme de VT (µ; Ω).

Nous allons maintenant quantifier la force de l’hypothèse « AµN est un isomorphisme de H1
#(Ω) ».

Pour cela, nous étudierons le lien entre les opérateurs AµN : H1
#(Ω) → H1

#(Ω) et A1/µ
D (ω) : H1

0(Ω) →
H1

0(Ω). Nous montrerons que si A1/µ
D (ω) est un isomorphisme alors AµN est Fredholm d’indice zéro.

7.2 Relation entre les opérateurs scalaires

Pour mémoire, rappelons que les opérateurs AµN et A1/µ
D (ω) sont définis par

(∇(AµNu),∇v)Ω = (µ∇u,∇v)Ω, ∀(u, v) ∈ H1
#(Ω) × H1

#(Ω);
(∇(A1/µ

D (ω)u),∇v)Ω = (µ−1∇u,∇v)Ω − ω2(εu, v)Ω, ∀(u, v) ∈ H1
0(Ω) × H1

0(Ω).

De plus, nous avons introduit A1/µ
D = A

1/µ
D (0).

Théorème 7.2.1 L’opérateur AµN : H1
#(Ω) → H1

#(Ω) définit un isomorphisme si et seulement si
A

1/µ
D : H1

0(Ω) → H1
0(Ω) définit un isomorphisme.

Preuve. i) Supposons que AµN : H1
#(Ω) → H1

#(Ω) soit un isomorphisme. Pour u ∈ H1
0(Ω),

introduisons φ ∈ H1
#(Ω) la fonction vérifiant (µ∇φ,∇φ′)Ω = (µ∇u, rotφ′)Ω pour tout φ′ ∈ H1

#(Ω).
Puisque AµN est un isomorphisme de H1

#(Ω), la fonction φ ∈ H1
#(Ω) est bien définie. En remarquant

que (µ∇φ,∇φ′)Ω = (µ rotφ, rotφ′)Ω, on obtient, au sens des distributions, rot (µ(∇u−rotφ)) = 0.
Puisque µ(∇u−rotφ) ·τ = 0 p.p. sur ∂Ω et puisque ∂Ω est connexe, il existe un unique ψ ∈ H1

0(Ω)
tel que µ(∇u − rotφ) = ∇ψ (cf. théorème 3.2 de [84]). Introduisons alors l’opérateur continu
T : H1

0(Ω) → H1
0(Ω) qui à u ∈ H1

0(Ω) fait correspondre Tu = ψ.
Pour tout (u, v) ∈ H1

0(Ω) × H1
0(Ω), on trouve

(∇(A1/µ
D (Tu)),∇v)Ω = (µ−1∇(Tu),∇v)Ω

= (∇u− rotφ,∇v)Ω
= (∇u,∇v)Ω.

Ci-dessus, pour obtenir la dernière ligne, on intègre par parties avec la formule de Green (7.12)
puis on utilise div (rotφ) = 0 p.p. dans Ω et v = 0 p.p. sur ∂Ω. Ainsi, A1/µ

D ◦ T est égal à l’identité
de H1

0(Ω). Puisque A1/µ
D est autoadjoint, on déduit que A1/µ

D constitue un isomorphisme de H1
0(Ω)

avec (A1/µ
D )−1 = T.
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ii) Supposons que A
1/µ
D soit un isomorphisme de H1

0(Ω). On va procéder de façon très
similaire à ce que nous venons de faire. Pour u ∈ H1

#(Ω), introduisons φ ∈ H1
0(Ω) la fonction

vérifiant (µ−1∇φ,∇φ′)Ω = (µ−1∇u, rotφ′)Ω pour tout φ′ ∈ H1
0(Ω). Puisque A1/µ

D est un isomor-
phisme de H1

0(Ω), la fonction φ ∈ H1
0(Ω) est bien définie. En remarquant que (µ−1∇φ,∇φ′)Ω =

(µ rotφ, rotφ′)Ω, on obtient, au sens des distributions, rot (µ−1(∇u−rotφ)) = 0. Par conséquent,
il existe un unique ψ ∈ H1

#(Ω) tel que µ−1(∇u − rotφ) = ∇ψ. Introduisons alors l’opérateur
continu T : H1

#(Ω) → H1
#(Ω) qui à u ∈ H1

#(Ω) fait correspondre Tu = ψ.
Pour tout (u, v) ∈ H1

#(Ω) × H1
#(Ω), on trouve

(∇(AµN (Tu)),∇v)Ω = (µ∇(Tu),∇v)Ω
= (∇u− rotφ,∇v)Ω
= (∇u,∇v)Ω.

Ci-dessus, pour obtenir la dernière ligne, on intègre par parties avec (7.13) puis on utilise rot (∇v) =
0 et φ = 0 p.p. sur ∂Ω. Ainsi, A1/µ

D ◦ T est égal à l’identité de H1
0(Ω). On déduit que AµN définit un

isomorphisme de H1
#(Ω) avec (AµN )−1 = T.

Nous souhaitons maintenant obtenir un résultat équivalent au Théorème 7.2.1 lorsque les opérateurs
A

1/µ
D et AµN sont Fredholm d’indice zéro avec un noyau non réduit à zéro. Plaçons-nous dans une telle

configuration. Introduisons {λiD}nD
i=1 une base de kerA1/µ

D telle que (∇λiD,∇λ
j
D)Ω = δij et {λiN}nN

i=1
une base de kerAµN telle que (∇λiN ,∇λ

j
N )Ω = δij . Définissons les espaces SD et SN vérifiant

H1
0(Ω) = kerA1/µ

D

⊥
⊕ SD et H1

#(Ω) = kerAµN
⊥
⊕ SN . (7.23)

Avec le théorème de représentation de Riesz, introduisons les opérateurs

Ã
1/µ
D : SD → SD tel que (∇(Ã1/µ

D φ),∇φ′)Ω = (µ−1∇φ, ∇φ′)Ω, ∀φ,φ′ ∈ SD;

et ÃµN : SN → SN tel que (∇(ÃµNφ),∇φ′)Ω = (µ∇φ, ∇φ′)Ω, ∀φ,φ′ ∈ SN .

Classiquement (cf. [116]), on a la

Proposition 7.2.2 Les opérateurs Ã1/µ
D : SD → SD et ÃµN : SN → SN constituent des isomor-

phismes.

Montrons à présent le

Théorème 7.2.3 L’opérateur AµN : H1
#(Ω) → H1

#(Ω) est Fredholm d’indice zéro si et seulement
si A1/µ

D : H1
0(Ω) → H1

0(Ω) est Fredholm d’indice zéro. De plus, lorsque AµN et A1/µ
D sont Fredholm

d’indice zéro, on a dim kerA1/µ
D = dim kerAµN .

Preuve. Supposons que AµN soit Fredholm d’indice zéro. Si AµN est injectif, alors AµN est un isomor-
phisme et dans ce cas, le Théorème 7.2.1 indique que A1/µ

D est un isomorphisme. Intéressons-nous
à la situation où AµN présente un noyau vect(λ1

N , . . . , λ
nN
N ) non réduit à zéro. Nous allons prouver

que A
1/µ
D est de type Fredholm en construisant une paramétrix à droite pour A1/µ

D , c’est-à-dire
un inverse à droite pour A

1/µ
D modulo un opérateur compact. Autrement dit, nous cherchons

un opérateur borné T : H1
0(Ω) → H1

0(Ω) et un opérateur compact K : H1
0(Ω) → H1

0(Ω) tels que
A

1/µ
D ◦T+K soit égal à l’identité de H1

0(Ω). Nous généraliserons la démonstration du Théorème 7.2.1.

Définissons ΓiN := µ−1rot λiN , i = 1 . . . nN . Observons que (µΓiN , rot λjN )Ω = δij avec δij = 1 si
i = j et δij = 0 si i ̸= j. Pour u ∈ H1

0(Ω), introduisons φ ∈ SN la fonction vérifiant

(µ∇φ,∇φ′)Ω = (µ(∇u−
nN∑
i=1

βiΓiN ), rotφ′)Ω, ∀φ′ ∈ SN , (7.24)
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où βi := (µ∇u, rot λiN )Ω. Puisque ÃµN est un isomorphisme de SN , la fonction φ ∈ SN est bien défi-
nie. En remarquant que (µ∇φ,∇φ′)Ω = (µ rotφ, rotφ′)Ω et que (µ(∇u−

∑nN
i=1 β

iΓiN ), rot λjN )Ω = 0
pour j = 1 . . . nN , on obtient (µ(∇u −

∑nN
i=1 β

iΓiN − rotφ), rotφ′)Ω = 0 pour tout φ′ ∈ H1
#(Ω).

Cela implique, rot (µ(∇u −
∑nN
i=1 β

iΓiN − rotφ)) = 0, et µ(∇u −
∑nN
i=1 β

iΓiN − rotφ) · τ = 0 p.p.
sur ∂Ω. Puisque ∂Ω est connexe, d’après le théorème 3.2 de [84], il existe un unique ψ ∈ H1

0(Ω) tel
que µ(∇u−

∑nN
i=1 β

iΓiN − rotφ) = ∇ψ. Introduisons alors l’opérateur continu T : H1
0(Ω) → H1

0(Ω)
qui à u ∈ H1

0(Ω) fait correspondre Tu = ψ ainsi que l’opérateur K : H1
0(Ω) → H1

0(Ω) tel que

(∇(Ku),∇v)Ω =
nN∑
i=1

(µ∇u, rot λiN )Ω(ΓiN ,∇v)Ω, ∀v ∈ H1
0(Ω).

Pour tout v ∈ H1
0(Ω), on trouve

(∇(A1/µ
D (Tu)),∇v)Ω = (µ−1∇(Tu),∇v)Ω

= (∇u,∇v)Ω − (∇(Ku),∇v)Ω.

Par conséquent, on a A1/µ
D ◦ T + K = Id. Or K est de rang fini donc c’est un opérateur compact.

Nous pouvons donc conclure que l’opérateur autoadjoint A1/µ
D est Fredholm d’indice zéro.

En adaptant le raisonnement du point ii) de la preuve du Théorème 7.2.1 comme ci-dessus,
on montre que si A1/µ

D est Fredholm d’indice zéro, alors AµN est Fredholm d’indice zéro.

Il ne reste plus qu’à prouver que les dimensions des noyaux des opérateurs AµN et A
1/µ
D sont

égales lorsque AµN et A
1/µ
D sont Fredholm d’indice zéro. Considérons λiD ∈ kerA1/µ

D . On a
(µ−1 rot λiD, rot v)Ω = 0 pour tout v ∈ H1

0(Ω). Ceci implique rot (µ−1 rot λiD) = 0. D’après le
théorème 3.2 de [84], on sait qu’il existe un unique ψi ∈ H1

#(Ω) tel que µ−1 rot λiD = ∇ψi. En
remarquant que (µ∇ψi,∇v)Ω = (rot λiD,∇v)Ω = 0 pour tout v ∈ H1

#(Ω) (pour le voir, effec-
tuer une intégration par parties et utiliser λiD ∈ H1

0(Ω)), on déduit que ψi ∈ kerAµN . Montrons
que la famille {ψi}nD

i=1 est libre. Donnons-nous nD réels αi tels que
∑nD
i=1 α

iψi = 0. Alors, on a
rot (

∑nD
i=1 α

iλiD) = 0 et donc
∑nD
i=1 α

iλiD = 0 car les λiD sont dans H1
0(Ω). Puisque la famille {λiD}nD

i=1
est libre, on déduit α1 = · · · = αnD = 0. Ceci montre que dim kerAµN ≥ dim kerA1/µ

D . De même, on
prouve dim kerA1/µ

D ≥ dim kerAµN pour parvenir à dim kerA1/µ
D = dim kerAµN .

On déduit le

Corollaire 7.2.4 Supposons que l’opérateur A
1/µ
D (ω) : H1

0(Ω) → H1
0(Ω) soit un isomorphisme.

Alors AµN : H1
#(Ω) → H1

#(Ω) est un opérateur Fredholm d’indice zéro.

Preuve. L’opérateur A1/µ
D = A

1/µ
D (0) diffère de A1/µ

D (ω) d’une perturbation compacte. Par consé-
quent, A1/µ

D est Fredholm d’indice zéro. Le Théorème 7.2.3 indique alors que AµN est Fredholm
d’indice zéro.

Supposons le problème TM (7.9) bien posé. Dans ce cas, d’après le Corollaire 7.1.2, l’opérateur
A

1/µ
D (ω) est un isomorphisme. En vertu du Corollaire 7.2.4, il suit que AµN est Fredholm d’indice

zéro. Deux cas de figures se présentent alors. Si AµN est injectif, le problème (7.18), posé dans
VT (µ; Ω), possède une unique solution. Si AµN n’est pas injectif, alors (7.18) n’est pas injectif. Dans
cette situation, il faut travailler dans un autre cadre fonctionnel que VT (µ; Ω).

7.3 Une nouvelle formulation variationnelle pour H⊥

Dans cette section, nous supposons que l’opérateur AµN est Fredholm d’indice zéro avec un
noyau de dimension finie non réduit à zéro. Réintroduisons {λiN}nN

i=1 une base de kerAµN telle que
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(∇λiN ,∇λ
j
N )Ω = δij . En (7.23), nous avons défini SN tel que H1

#(Ω) = kerAµN
⊥
⊕ SN . Considérons

ensuite l’espace
ṼT (µ; Ω) := {u ∈ H(rot ; Ω) | (µu,∇φ)Ω = 0, ∀φ ∈ SN} .

Puisque SN ⊂ H1
#(Ω), on a VT (µ; Ω) ⊂ ṼT (µ; Ω).

Proposition 7.3.1 Supposons ω ̸= 0.
1) Si (H⊥, Ez) vérifie le problème (7.9) alors H⊥ est solution de

Trouver H⊥ ∈ ṼT (µ; Ω) tel que :∫
Ω
ε−1rotH⊥rotv − ω2µH⊥ · v =

∫
Ω
ε−1Jzrotv, ∀v ∈ ṼT (µ; Ω). (7.25)

2) Si H⊥ satisfait (7.25), le couple (H⊥, Ez) = (H⊥, i(ωε)−1(rotH⊥ − J)) vérifie le problème
(7.9).

Preuve. La démonstration du point 1) ne pose pas de problème. Concentrons-nous sur le point
2). Supposons que H⊥ vérifie (7.25). Pour prouver que (H⊥, Ez) = (H⊥, i(ωε)−1(rotH⊥ − J))
constitue une solution de (7.9), de nouveau, il suffit de montrer que H⊥ satisfait (7.15) et d’utiliser
la Proposition 7.1.3. Considérons v ∈ H(rot ; Ω). Introduisons ψ l’unique élément de SN vérifiant
(µ∇ψ,∇ψ′)Ω = (µv,∇ψ′)Ω pour tout ψ′ ∈ SN . Le champ v − ∇ψ est dans ṼT (µ; Ω). En injectant
v − ∇ψ dans (7.25), on obtient (ε−1rotH⊥, rotv)Ω − ω2(µH⊥,v)Ω = (ε−1Jz, rotv)Ω. Ceci prouve
que H⊥ satisfait (7.15).

Dans ce nouveau cadre fonctionnel, on a le résultat d’équivalence suivant, sans hypothèse addition-
nelle.

Corollaire 7.3.2 Supposons ω ̸= 0. Le problème (7.9) possède une unique solution si et seulement
si (7.25) possède une unique solution.

Étude de la formulation variationnelle (7.25)

Avant d’aller plus loin, précisons la structure de l’espace ṼT (µ; Ω).

Lemme 7.3.3 Pour i = 1 . . . nN , il existe Λi
N ∈ ṼT (µ; Ω) tel que (µΛi

N ,∇λ
j
N )Ω = δij, pour

j = 1 . . . nN . On déduit
ṼT (µ; Ω) = VT (µ; Ω) ⊕ vect(Λi

N )nN
i=1.

Remarque 7.3.4 Dans ṼT (µ; Ω), il reste les fonctions ∇λiN . Cependant, en raison de la présence
dans l’espace variationnel des Λi

N , les-dites fonctions ne seront pas dans le noyau de l’opérateur
associé à (7.25).

Preuve. Pour i = 1 . . . nN , introduisons la forme linéaire ℓi sur ṼT (µ; Ω) définie par ℓi(v) =
(µv,∇λiN )Ω. Montrons que la famille ℓ1, . . . , ℓnN est libre. Donnons-nous nN constantes α1, . . . , αnN

telles que
∑nN
i=1 α

iℓi = 0. Dans ce cas, pour tout v ∈ ṼT (µ; Ω), on a (µv,
∑nN
i=1 α

i∇λiN )Ω = 0. Ceci
implique (µw,

∑nN
i=1 α

i∇λiN )Ω = 0 pour tout w ∈ H(rot ; Ω). Pour le voir, pour w ∈ H(rot ; Ω),
introduisons φ ∈ SN la fonction telle que (µ∇φ,∇φ′)Ω = (µw,∇φ′)Ω pour tout φ′ ∈ SN .
On a w − ∇φ ∈ ṼT (µ; Ω). Puisque (µ∇φ,∇λiN )Ω = 0, i = 1 . . . nN , on obtient bien
(µw,

∑nN
i=1 α

i∇λiN )Ω = 0.

En utilisant la densité de C ∞
0 (Ω)2 ⊂ H(rot ; Ω) dans L2(Ω), on déduit

∑nN
i=1 α

i∇λiN = 0. Puisque
la famille {λiN}nN

i=1 est une base de kerAµN , on a α1 = · · · = αnN = 0. Ceci achève de montrer que
ℓ1, . . . , ℓnN est libre. On conclut ensuite grâce au Théorème 7.3.5.
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À partir du lemme 4.12 de [104], on montre le théorème de base antéduale suivant.

Théorème 7.3.5 Soit V un espace vectoriel normé. Pour toute famille libre d’éléments ℓ1, . . . , ℓn ∈
V∗, il existe x1, . . . , xn ∈ V tels que

ℓi(xj) = δij avec δij = 1 si i = j et δij = 0 si i ̸= j.

Prouvons ensuite un résultat d’injection compacte de ṼT (µ; Ω) dans L2(Ω).

Théorème 7.3.6 Supposons AµN Fredholm d’indice zéro avec un noyau de dimension finie non
réduit à zéro. L’espace ṼT (µ; Ω) s’injecte de façon compacte dans L2(Ω). De plus, l’application
u 7→ ∥rotv∥Ω +

∑nN
i=1 |αi|, où v ∈ VT (µ; Ω) et (α1, . . . , αnN ) ∈ RnN sont les éléments tels que

u = v +
∑nN
i=1 α

iΛi
N , définit une norme sur ṼT (µ; Ω), équivalente à la norme ∥ · ∥H(rot; Ω) :=

(∥ · ∥2
Ω + ∥rot · ∥2

Ω)1/2.

Preuve. Considérons (un) une suite bornée de ṼT (µ; Ω). Pour n ∈ N, en utilisant le Lemme
7.3.3, définissons vn ∈ ṼT (µ; Ω) et (α1

n, . . . , α
nN
n ) les éléments tels que un = vn +

∑nN
i=1 α

i
nΛi

N .
Pour prouver le Théorème 7.3.6, il suffit de montrer qu’on peut extraire de (vn) une sous-suite
qui converge dans L2(Ω). Définissons fn := rotvn. La suite (fn) est bornée dans L2(Ω). Puisque
µvn est un élément à divergence nulle satisfaisant µvn · n = 0 p.p. sur ∂Ω, et puisque ∂Ω est
connexe, il existe d’après le théorème 3.12 de [84], φn ∈ H1

0(Ω) tel que rotφn = µvn. Comme dans
la démonstration du Théorème 7.1.7, nous souhaitons maintenant prouver qu’on peut extraire de
(rotφn), ou de façon équivalente, de (∇φn), une sous-suite qui converge dans L2(Ω).

Au sens des distributions, on a de nouveau rotµ−1rotφn = rotvn = fn. En utilisant la for-
mule de Green (7.13), on déduit, pour tout φ′ ∈ H1

0(Ω)

(µ−1rotφn, rotφ′)Ω = (µ−1∇φn,∇φ′)Ω = (rotvn, φ′)Ω. (7.26)

Puisque, par hypothèse, AµN est Fredholm d’indice zéro avec un noyau de dimension nN > 1, nous
savons d’après le Théorème 7.2.3 que A1/µ

D est également Fredholm d’indice zéro avec un noyau
de dimension nN . En reprenant la preuve du Théorème 7.2.3, on montre qu’on peut construire un
opérateur continu T : H1

0(Ω) → H1
0(Ω) tel que (µ−1∇u,∇(Tv))Ω = (∇u,∇v)Ω −

∑nN
i=1 β

i(∇u,ΓiN )Ω
pour tout (u, v) ∈ H1

0(Ω) × H1
0(Ω), avec βi = (µ∇v, rot λiN )Ω et ΓiN = µ−1rot λiN . Puisque T est

continu, (Tφn) est bornée dans H1
0(Ω). On peut donc extraire de (φn) une sous-suite, toujours notée

(φn), telle que (Tφn) converge fortement dans L2(Ω). Puisque pour i = 1 . . . nN , la suite (βin) est
bornée (ici βin = (µ∇φn, rot λiN )Ω), on peut de nouveau extraire de (φn) une sous-suite, toujours
notée (φn), telle que (βin) converge. Introduisons φmn = φm−φn, βimn = βm−βn et fmn = fm−fn.
En testant dans (7.26) par Tφmn, on obtient

|(fmn, φmn)Ω| = |(µ−1∇φmn,∇(Tφmn))Ω|
≥ (∇φmn,∇φmn)Ω − |

∑nN
i=1 β

i
mn(∇φmn,Λi

N )Ω|.

Cette estimation prouve que la suite (∇φn) est de Cauchy dans L2(Ω), donc qu’elle converge. Ainsi,
on peut extraire de (vn) = (µ−1rotφn) une sous-suite qui converge dans L2(Ω). Ceci achève de
montrer que l’injection de ṼT (µ; Ω) dans L2(Ω) est compacte.
On démontre le résultat d’équivalence de normes de façon classique, comme dans la preuve du
Théorème 7.1.7, en raisonnant par l’absurde .

Avec le théorème de représentation de Riesz, définissons, pour ω ∈ C, l’opérateur borné ÃT (ω) :
ṼT (µ; Ω) → ṼT (µ; Ω) tel que, pour tout (u,v) ∈ ṼT (µ; Ω) × ṼT (µ; Ω),

(rot (ÃT (ω)u), rotv)Ω + (ÃT (ω)u,v)Ω = (ε−1rotu, rotv)Ω − ω2(µu,v)Ω. (7.27)

Ci-dessus, nous avons muni ṼT (µ; Ω) du produit scalaire de H(rot ; Ω). Nous procédons ainsi car
lorsque AµN n’est pas injectif, l’application (u,v) 7→ (rotu, rotv)Ω ne constitue pas un produit
scalaire sur ṼT (µ; Ω).
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Théorème 7.3.7 Supposons AµN Fredholm d’indice zéro avec un noyau de dimension finie non
réduit à zéro. L’opérateur ÃT (0) : ṼT (µ; Ω) → ṼT (µ; Ω) est Fredholm d’indice zéro.

Preuve. L’idée de nouveau va consister à construire un opérateur continu T̃ : ṼT (µ; Ω) →
ṼT (µ; Ω) pour restaurer une certaine positivité, à une perturbation compacte près. Considérons
u ∈ ṼT (µ; Ω).
Définissons d’abord la fonction φ ∈ H1

0(Ω) telle que −∆φ = ε rotu. Introduisons ensuite ψ ∈ SN
satisfaisant (µ∇ψ,∇ψ′)Ω = (µ rotφ,∇ψ′)Ω pour tout ψ′ ∈ SN . Puisque, d’après la Proposition
7.2.2, ÃµN : SN → SN constitue un isomorphisme, la fonction ψ est bien définie. Introduisons alors
l’opérateur T̃ : ṼT (µ; Ω) → ṼT (µ; Ω) qui à u ∈ ṼT (µ; Ω) fait correspondre T̃u = rotφ−∇ψ ainsi
que l’opérateur K̃ : ṼT (µ; Ω) → ṼT (µ; Ω) tel que

(rot (K̃u), rotv)Ω + (K̃u,v)Ω = (u,v)Ω, ∀v ∈ ṼT (µ; Ω).

Pour tout v ∈ ṼT (µ; Ω), on trouve

(rot (ÃT (0)(T̃u), rotv)Ω + (ÃT (0)(T̃u),v)Ω

= (ε−1rot (T̃u), rotv)Ω

= (rotu, rotv)Ω

= (rotu, rotv)Ω + (u,v)Ω − (rot (K̃u), rotv)Ω − (K̃u,v)Ω.

Ainsi, nous avons ÃT (0) ◦ T̃ + K̃ = Id. Or d’après le Théorème 7.3.6, l’injection de ṼT (µ; Ω) dans
L2(Ω) est compacte. Par conséquent, K̃ définit un opérateur compact de ṼT (µ; Ω). Nous déduisons
que T̃ constitue une paramétrix à droite pour ÃT (0). Ceci montre que l’opérateur autoadjoint ÃT (0)
est Fredholm d’indice zéro.

Corollaire 7.3.8 Supposons que les paramètres ε, µ et ω soient tels que l’opérateur A
1/µ
D (ω) :

H1
0(Ω) → H1

0(Ω) du problème pour Ez définisse un isomorphisme. Alors, l’opérateur ÃT (ω) :
ṼT (µ; Ω) → ṼT (µ; Ω) du problème pour H⊥ est également un isomorphisme.

Preuve. D’après le Théorème 7.3.6, nous savons que l’injection de ṼT (µ; Ω) dans L2(Ω) est com-
pacte. Par conséquent, l’opérateur ÃT (ω) diffère de ÃT (0) d’une perturbation compacte. Puisque
ÃT (0) est Fredholm d’indice zéro en vertu du Théorème 7.3.7, on déduit que ÃT (ω) est Fredholm
d’indice zéro. Si A1/µ

D (ω) est un isomorphisme alors le problème TM est bien posé. Dans ce cas, le
Corollaire (7.3.2) assure que ÃT (ω) est injectif. En vertu de l’alternative de Fredholm, on déduit
que ÃT (ω) est un isomorphisme.

Remarque 7.3.9 La moralité est la suivante. Lorsque A
1/µ
D (ω) définit un isomorphisme, le pro-

blème (7.9) pour (H⊥, Ez) est bien posé. On peut alors discrétiser (PEz )ω pour calculer Ez puis
ensuite retrouver H⊥. Si l’on souhaite approcher directement H⊥, il faut faire attention lorsque µ
change de signe. En effet, quand A1/µ

D (ω) est un isomorphisme, AµN = AµN (0) est Fredholm d’indice
zéro mais non nécessairement injectif. Lorsque AµN est injectif, c’est notamment le cas quand µ est
positif, le problème (7.18) est bien posé et on peut le discrétiser pour approcher H⊥ puis retrouver
Ez. Lorsque AµN n’est injectif, il ne faut pas utiliser cette procédure car le problème (7.18) n’est pas
bien posé. Dans cette situation, l’on doit changer de cadre fonctionnel et travailler dans ṼT (µ; Ω)
en discrétisant le problème (7.25).

7.4 Résumé pour le problème Transverse Electric

Nous présentons dans cette section le résumé des résultats pour le problème TE. Les démons-
trations sont très similaires à celles décrites lors de l’étude du problème TM. Nous ne les réécrirons
pas.
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7.4.1 Approche « classique » pour le problème Transverse Electric

Formulation scalaire pour Hz

Construisons pour Hz un problème variationnel équivalent au système d’équations (7.10).

Théorème 7.4.1 Supposons ω ̸= 0.
1) Si (E⊥,Hz) vérifie le problème (7.10) alors Hz est une solution de

Trouver Hz ∈ H1
#(Ω) tel que :∫

Ω
ε−1∇Hz · ∇v − ω2µHzv =

∫
Ω
ε−1J⊥ · rot v, ∀v ∈ H1

#(Ω). (7.28)

2) Si Hz vérifie le problème (7.28) alors (E⊥,Hz) = ((iωε)−1(J⊥ − rotHz),Hz) est une solution
de (7.10).

Corollaire 7.4.2 Supposons ω ̸= 0. Le problème (7.10) possède une unique solution si et seulement
si (7.28) possède une unique solution.

Une première formulation variationnelle pour E⊥

À l’instar de ce que nous avons fait dans le §7.1.2, introduisons l’opérateur borné AεD : H1
0(Ω) →

H1
0(Ω) tel que

(∇(AεDu),∇v)Ω = (ε∇u,∇v)Ω, ∀(u, v) ∈ H1
0(Ω) × H1

0(Ω). (7.29)

Proposition 7.4.3 Supposons ω ̸= 0.
1) Si (E⊥,Hz) vérifie le problème (7.10) alors E⊥ est une solution de

Trouver E⊥ ∈ VN (ε; Ω) tel que :∫
Ω
µ−1rotE⊥rotv − ω2εE⊥ · v = −iω

∫
Ω
J⊥ · v, ∀v ∈ VN (ε; Ω). (7.30)

2) Supposons que AεD soit un isomorphisme de H1
0(Ω). Si E⊥ vérifie le problème (7.30) alors

(E⊥,Hz) = ((iωε)−1(J⊥ − rotHz),Hz) est une solution de (7.10).

Corollaire 7.4.4 Supposons ω ̸= 0. Supposons que l’opérateur AεD : H1
0(Ω) → H1

0(Ω) soit un
isomorphisme. Le problème (7.10) possède une unique solution si et seulement si (7.30) possède
une unique solution.

Étude de la formulation variationnelle (7.30).

Théorème 7.4.5 Supposons que l’opérateur AεD : H1
0(Ω) → H1

0(Ω) soit un isomorphisme. Alors
VN (ε; Ω) s’injecte de façon compacte dans L2(Ω). De plus, l’application (u,v) 7→ (rotu, rotv)Ω
définit un produit scalaire sur VN (ε; Ω).

Avec le théorème de représentation de Riesz, définissons, pour ω ∈ C, l’opérateur borné AD(ω) :
VN (ε; Ω) → VN (ε; Ω) tel que, pour tout (u,v) ∈ VN (ε; Ω) × VN (ε; Ω),

(rot (AD(ω)u), rotv)Ω = (µ−1rotu, rotv)Ω − ω2(εu,v)Ω. (7.31)

Théorème 7.4.6 Supposons que l’opérateur AεD : H1
0(Ω) → H1

0(Ω) soit un isomorphisme. Alors
AN (0) est un isomorphisme de VN (ε; Ω).

Théorème 7.4.7 Supposons que l’opérateur AεD : H1
0(Ω) → H1

0(Ω) soit un isomorphisme.
Alors l’opérateur AN (ω) défini en (7.31) constitue un isomorphisme de VN (ε; Ω) pour tout
ω ∈ C\S , où S est un ensemble dénombrable possédant l’infini comme seul point d’accumula-
tion possible.
En conséquence, le problème (7.10) pour (E⊥,Hz), possède une unique solution pour tout ω ∈ C\S .
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7.4.2 Une nouvelle formulation variationnelle pour E⊥

Dans tout ce paragraphe, nous supposons que l’opérateur AεD est Fredholm d’indice zéro avec un
noyau de dimension finie. Considérons {λiD}nD

i=1 une base de kerAεN telle que (∇λiD,∇λ
j
D)Ω = δij .

Introduisons RD tel que H1
0(Ω) = kerAεD

⊥
⊕ RD. Définissons ensuite l’espace

ṼN (ε; Ω) := {u ∈ H(rot ; Ω) | (εu,∇φ)Ω = 0, ∀φ ∈ RD} ⊃ VN (ε; Ω).

Proposition 7.4.8 Supposons ω ̸= 0.
1) Si (E⊥,Hz) vérifie le problème (7.10) alors E⊥ est solution de

Trouver E⊥ ∈ ṼN (ε; Ω) tel que :∫
Ω
µ−1rotE⊥rotv − ω2εE⊥ · v =

∫
Ω
ε−1Jzrotv, ∀v ∈ ṼN (ε; Ω). (7.32)

2) Si E⊥ vérifie (7.32), le couple (E⊥,Hz) = ((iωε)−1(J⊥ −rotHz),Hz) vérifie le problème (7.10).

Comme pour l’espace ṼT (µ; Ω), nous pouvons préciser la structure de ṼN (ε; Ω).

Lemme 7.4.9 Pour i = 1 . . . nD, il existe Λi
D ∈ ṼN (ε; Ω) tel que (εΛi

D,∇λ
j
D)Ω = δij, pour

j = 1 . . . nD. On déduit
ṼN (ε; Ω) = VN (ε; Ω) ⊕ vect(Λi

D)nD
i=1.

On peut alors montrer les deux théorèmes suivants.

Théorème 7.4.10 L’espace ṼN (ε; Ω) s’injecte de façon compacte dans L2(Ω). De plus, l’applica-
tion u 7→ ∥rotv∥Ω +

∑nD
i=1 |αi|, où v ∈ VN (ε; Ω) et (α1, . . . , αnD ) ∈ RnD sont les éléments tels que

u = v +
∑nD
i=1 α

iΛi
D, définit une norme sur ṼN (ε; Ω), équivalente à la norme ∥ · ∥H(rot; Ω).

Théorème 7.4.11 L’opérateur ÃN (0) : ṼN (ε; Ω) → ṼN (ε; Ω) est Fredholm d’indice zéro.

Corollaire 7.4.12 Supposons que les paramètres ε, µ et ω soient tels que l’opérateur A1/µ
N (ω) :

H1
#(Ω) → H1

#(Ω) du problème pour Hz définisse un isomorphisme. Alors, l’opérateur ÃN (ω) :
ṼN (ε; Ω) → ṼN (ε; Ω) du problème pour E⊥ constitue également un isomorphisme.

7.5 Illustration sur un cas particulier

Considérons l’exemple de la cavité définie par Ω := {(x, y) ∈] −a; b[×]0; 1[}, Ω1 :=] −a; 0[×]0; 1[
et Ω2 :=]0; b[×]0; 1[ avec a > 0 et b > 0. L’interface Σ est alors égale au segment {0}×]0; 1[. Sans
perte de généralité, nous supposons a ≥ b. On traite le cas a < b en échangeant les rôles de Ω1 et
de Ω2. Définissons εi := ε|Ωi et µi := µ|Ωi , i = 1, 2. Nous faisons l’hypothèse que εi et µi sont des
fonctions constantes (non-nulles) sur Ωi.

D’après les résultats du §2.2.2 du Chapitre 2, nous savons que les opérateurs AεD : H1
0(Ω) → H1

0(Ω)
et AεN : H1

#(Ω) → H1
#(Ω) sont Fredholm d’indice zéro si et seulement si κε = ε2/ε1 ̸= −1.

Bien sûr, de même, les opérateurs AµD : H1
0(Ω) → H1

0(Ω) et AµN : H1
#(Ω) → H1

#(Ω) sont
Fredholm d’indice zéro si et seulement si κµ = µ2/µ1 ̸= −1. De plus, AεD (resp. AµD) défi-
nit un isomorphisme si et seulement si κε /∈ {− tanh(nπb)/ tanh(nπa), n ∈ N∗} ∪ {−1} (resp.
κµ /∈ {− tanh(nπb)/ tanh(nπa), n ∈ N∗} ∪ {−1}).

Pour fixer les idées considérons le cas ε1 > 0, ε2 < 0, µ1 > 0 et µ2 > 0. Cette configuration
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représente par exemple du vide dans Ω1 et un métal sous la fréquence plasma dans Ω2 (cf. explica-
tion associée à la Figure 7.1). Intéressons-nous au problème pour le champ (E⊥,Hz).

Supposons κε /∈ {− tanh(nπb)/ tanh(nπa), n ∈ N∗} ∪ {−1}. Dans ce cas, l’opérateur AεD : H1
0(Ω) →

H1
0(Ω) est un isomorphisme. D’après le Théorème 7.4.7, le problème TE (7.10) possède une unique

solution pour tout ω ∈ C\S , où S est un ensemble dénombrable possédant l’infini comme seul
point d’accumulation possible. Le Corollaire 7.4.4 indique que pour ω ∈ C\S , le problème (7.30)
pour Hz possède une unique solution. On peut alors discrétiser (7.30) pour approcher Hz puis
retrouver E⊥. Mais il est également possible de discrétiser directement (7.30), posée dans VN (ε; Ω),
pour approcher E⊥.

Supposons κε ∈ {− tanh(nπb)/ tanh(nπa), n ∈ N∗}. L’opérateur AεD : H1
0(Ω) → H1

0(Ω) est Fredholm
d’indice zéro avec un noyau de dimension 1. Il en va donc de même pour A1/ε

N : H1
#(Ω) → H1

#(Ω)
d’après le Théorème 7.2.3. Pour ω ∈ C\R, il est facile de voir que A1/ε

N (ω) est un isomorphisme
(car µ est positif sur tout le domaine). Dans ce cas, d’après le Corollaire 7.4.4, le problème TE
(7.10) possède une unique solution. Pour ω ∈ C\R, on peut discrétiser (7.30) pour approcher Hz

puis reconstruire E⊥. Par contre, le problème (7.30), dans VN (ε; Ω), n’est pas bien posé. Pour
approcher directement E⊥, il faut travailler dans ṼN (ε; Ω) en discrétisant (7.32).
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Introduction

N
ous poursuivons l’étude des équations de Maxwell en régime harmonique en temps dans un
matériau composite. Un tel matériau est modélisé par une permittivité diélectrique ε et
une perméabilité magnétique µ. Dans tout ce mémoire, nous souhaitons plus particuliè-

rement nous intéresser à des matériaux composites mélangeant matériaux classiques et matériaux
négatifs (métaux sous la fréquence plasma ou métamatériaux négatifs [136, 142, 143, 44]). En
raison du changement de signe des paramètres physiques entre le matériau classique et le matériau
négatif, les techniques usuelles ne sont pas directement utilisables pour étudier les problèmes
électromagnétiques correspondants.

Dans le Chapitre 7, nous avons présenté une première approche basée sur la T-coercivité pour
étudier les équations de Maxwell dans un domaine borné Ω en 2D. Ici, nous souhaitons revenir
sur la question de la compacité de l’injection de l’espace des champs électriques dans L2(Ω)d,
d = 2, 3 désignant la dimension de l’espace. Ce résultat de compacité constitue un ingrédient clé
pour résoudre les deux grands problèmes en régime harmonique en temps que sont le problème
avec source et le problème aux valeurs propres.
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Lorsque le domaine d’intérêt est entouré par un conducteur parfait, on utilise l’espace fonctionnel
VN (ε; Ω) pour mesurer les champs électriques. Il est constitué des champs v qui appartiennent
à L2(Ω)d tels que rot v ∈ L2(Ω)3 (ou rotv ∈ L2(Ω) en 2D), div (εv) ∈ L2(Ω) et v × n = 0 sur
∂Ω, où n désigne la normale unité à ∂Ω dirigée vers l’extérieur de Ω. Notre objectif principal est
d’étendre le théorème d’injection compacte de Weber dans le cas d’un matériau composite incluant
des matériaux classiques et des métamatériaux. Dans son papier [150], Weber prouve que VN (ε; Ω)
s’injecte de façon compacte dans L2(Ω)d quand ε est une fonction réelle, bornée inférieurement par
une constante strictement positive, pour d = 2, 3.

Dans [24], les auteurs prouvent ce résultat pour d = 3, dans la configuration suivante. Le do-
maine Ω est partitionné en deux sous-domaines Ω1 et Ω2, avec une interface entre les sous-domaines
Σ régulière, et ε présente un changement de signe au niveau de Σ. Dans ce papier, il est supposé
que le contraste κε, égal à ε|Ω2/ε|Ω1 lorsque ε est constant de part et d’autre de Σ, n’appartient
pas à un certain intervalle I ⊂ R− contenant la valeur −1. La démonstration est basée sur des
arguments variationnels analogues à ceux utilisés dans le Chapitre 7. Dans ce chapitre, nous allons
procéder différemment en étudiant la régularité a priori des éléments de VN (ε; Ω). En ce sens,
nous suivrons ce qui a été fait dans la proposition 3.7 de [2] (voir également [65, section 3] ou
[117, partie 3.8]). Nous allons prouver que l’espace des champs électriques VN (ε; Ω) s’injecte
de façon continue dans des espaces de type Hs(Ω)d, avec s > 0. Nous pourrons alors obtenir le
résultat de compacité désiré en utilisant le résultat d’injection compacte de Hs(Ω)d dans L2(Ω)d.
Nous nous servirons largement des résultats de [72] que nous avons redéveloppés dans le Chapitre 3.

Nous nous concentrerons sur le cas 2D. Néanmoins, la démarche que nous proposons, consis-
tant à ramener l’étude de régularité des champs à une étude de régularité pour un problème
scalaire, devrait pouvoir être étendue au cas 3D. L’analyse que nous développons ici se présente à
la fois comme un complément à celle du Chapitre 7 et comme un travail préliminaire à une étude
future que nous n’effectuerons pas dans ce mémoire. En effet, les résultats de régularité que nous
allons obtenir présentent un intérêt en soi pour la justification de la convergence des méthodes
numériques. D’autre part, nous allons prouver que le résultat d’injection compacte de VN (ε; Ω)
dans L2(Ω)d est valide dans des cas de figure qui ne sont pas couverts par l’étude du Chapitre 7
lorsque le contraste en ε est situé dans l’intervalle critique quand Σ présente un coin. Ce dernier
point se révélera fondamental pour définir un nouveau cadre fonctionnel pour les équations de
Maxwell dans l’intervalle critique. D’après ce que nous avons vu dans le Chapitre 5, il faudra
sans doute ajouter à l’espace classique des champs d’énergie finie, les gradients des singularités
propagatives. Notons que ces fonctions n’appartiennent pas à L2(Ω)2...

Pour simplifier les preuves, nous supposerons que le domaine Ω possède une frontière ∂Ω connexe
et que ε est constant par morceaux. Si ce n’était pas le cas, les résultats de régularité des éléments
de VN (ε; Ω) resteraient valides, sous des hypothèses raisonnables, en supposant par exemple ε ré-
gulier par morceaux avec |ε| borné supérieurement et inférieurement par des constantes strictement
positives. Lorsque la frontière présente plusieurs composantes connexes, il apparaît dans VN (ε; Ω)
un espace de dimension finie d’éléments à rotationnel et divergence nulle (cf. Chapitre 9). Mais
cette espace ne modifie pas la propriété d’injection compacte.

Nous commençons par introduire les notations dans la Section 8.1. Nous considérons le cas
d’un domaine Ω à frontière polygonale, partitionné en sous-domaines polygonaux. Dans la section
suivante, nous prouvons un résultat de décomposition continu des éléments de VN (ε; Ω), qui
permet d’isoler la partie singulière, égale au gradient d’un champ scalaire. Puis, dans la Section
8.3, nous étudions la régularité de cette partie singulière, ce qui conduit au résultat d’injection
compacte (§8.4). Nous concluons en fournissant un contre-exemple d’injection compacte dans le
cas d’une cavité symétrique composée de deux matériaux dont les permittivités sont opposées.
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8.1 Notations

Considérons Ω un domaine de R2, c’est-à-dire, un ensemble ouvert borné connexe à frontière
lipschitzienne. Nous ferons l’hypothèse que la frontière ∂Ω est connexe et polygonale. La normale
unitaire sortante à ∂Ω est notée n, tandis que τ désigne le vecteur unitaire tel que (τ ,n) constitue
une base orthonormée directe de R2.

Nous supposons Ω partitionné en N sous-domaines à frontière polygonale Ωj :

Ω =
N∪
j=1

Ωj avec Ωi ∩ Ωj = ∅ si i ̸= j.

Nous appelons P la partition. L’interface entre les sous-domaines Σ := ∪i ̸=j(∂Ωi ∩ ∂Ωj) est consti-
tuée d’arêtes droites. Sans perte de généralité, nous faisons l’hypothèse que les Ωj sont convexes
(nous pouvons toujours les rediviser s’il y a besoin). Pour éviter d’inutiles complications techniques,
nous supposons que les N polygones de la partition P peuvent être numérotés de sorte que Ωj et
Ωj+1 partagent au moins une arête, pour j = 1 . . . N − 1. Nous notons ∂Ωk

j , k = 1 . . . nj , les arêtes
de Ωj et nkj le vecteur unitaire sortant associé à ∂Ωk

j .
Introduisons A := {∂Ωk

j , j = 1 . . . N, k = 1 . . . nj} l’ensemble des arêtes de la partition. Défi-
nissons ensuite Aext := {A ∈ A |A ⊂ ∂Ω} l’ensemble des arêtes extérieures et Aint := A\Aext

l’ensemble des arêtes internes. De façon similaire, notons S l’ensemble des sommets de la partition,
Sext := {S ∈ S |S ∈ ∂Ω} l’ensemble des sommets extérieurs et Sint := S\Sext l’ensemble des
sommets intérieurs.

Dans la suite, les paramètres physiques ε et µ seront à valeurs complexes. De plus, nous sup-
posons ε ∈ L∞(Ω) constant sur chaque sous-domaine Ωj , avec εj := ε|Ωj ̸= 0. En particulier, ε peut
être à valeurs réelles et changer de signe entre deux sous-domaines voisins. Pour a < b, définissons
la bande fermée du plan complexe B(a; b) := {λ ∈ C | a ≤ ℜe λ ≤ b}.
Rappelons que dans le chapitre précédent, nous avons introduit, en utilisant la dérivée au sens des
distributions, l’opérateur rot agissant sur L2(Ω) := L2(Ω) × L2(Ω) et l’opérateur rot défini sur
L2(Ω). Pour v = (vx, vy)t ∈ L2(Ω) et v ∈ L2(Ω),

rotv =
∂vy

∂x
−
∂vx

∂y
∈ D′(Ω); rot v =

(
∂v

∂y
,−

∂v

∂x

)
∈ D′(Ω) × D′(Ω).

De façon générale, si O est un ouvert de R2, nous notons (·, ·)O les produits scalaires de L2(O),
L2(O), et ∥ · ∥O les normes associées. Définissons les espaces fonctionnels

H(rot ; Ω) :=
{
u ∈ L2(Ω) | rotu ∈ L2(Ω)

}
;

VN (ε; Ω) := {u ∈ H(rot ; Ω) | div (εu) = 0, u · τ = 0 sur ∂Ω} .

Nous munissons VN (ε; Ω) de la norme ∥u∥VN (ε; Ω) :=
(
∥u∥2

Ω + ∥rotu∥2
Ω + ∥div (εu)∥2

Ω

)1/2
. En

suivant Grisvard [87, 88], pour toute arête ∂Ωk
j , introduisons H̃1/2(∂Ωk

j ) l’espace des éléments de
H1/2(∂Ωk

j ) dont le prolongement par 0 à ∂Ωj appartient à H1/2(∂Ωj).

Pour u ∈ L2(Ω) (respectivement u ∈ L2(Ω)), nous utilisons la notation uj := u|Ωj (resp.
uj := u|Ωj ). Pour étudier la régularité des champs scalaires, définissons l’espace

PHs(Ω,P) :=
{
u ∈ L2(Ω) |uj ∈ Hs(Ωj), j = 1 . . . N

}
pour s > 0.

Sur PHs(Ω,P), nous introduisons la norme brisée ∥u∥PHs(Ω) :=
(∑N

j=1 ∥uj∥2
Hs(Ωj)

)1/2
. Nous rappe-

lons que pour s < 1/2, on a ∥u∥PHs(Ω) ≃ ∥u∥Hs(Ω). Introduisons également

PHs(Ω,P) := PHs(Ω,P) × PHs(Ω,P).
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Nous pouvons alors définir l’espace des éléments de VN (ε; Ω) réguliers par morceaux

HN (ε; Ω) := VN (ε; Ω) ∩ PH1(Ω,P).

Pour un 2-indice α = (α1, α2) ∈ N2, nous notons

|α| := α1 + α2 et ∂αx :=
∂|α|

∂α1x ∂α2y
.

Si O est un ouvert de R2, pour m ∈ N et γ ∈ R, nous définissons l’espace de Kondrat’ev

Vm
γ (O) :=

{
v ∈ L2

loc(O) | r|α|−m+γ∂αxv ∈ L2(O), ∀α ∈ N2, |α| ≤ m
}

où r est la distance à un point donné de O. Nous munissons l’espace Vm
γ (O) de la norme

∥v∥Vm
γ (O) :=

 ∑
|α|≤m

∥∥∥r|α|−m+γ∂αxv
∥∥∥2

O

1/2

.

La fermeture de C ∞
0 (O) dans Vm

γ (O) est notée V̊m
γ (O).

8.2 Un résultat de décomposition des champs électriques

Démontrons un résultat de décomposition continue des champs qui appartiennent à VN (ε; Ω).
Ce genre de résultats remonte aux travaux de Birman-Solomyak [13, 12, 14, 15]. Nous donnons ici
une preuve qui suit les lignes des démonstrations des théorèmes 3.4 et 3.5 de [65]. Par hypothèse,
la partition P de Ω est numérotée de sorte que Ωj et Ωj+1 partagent au moins une arête, pour
j = 1 . . . N − 1. Nous appelons A1, . . . , AN−1 ces arêtes. Commençons par prouver un résultat
intermédiaire.

Proposition 8.2.1 Considérons u un élément de VN (ε; Ω). Il existe u1 ∈ HN (ε; Ω) et u2 ∈
VN (ε; Ω) vérifiant (rotu2, 1)Ωj = 0 pour j = 1 . . . N , tels que

u = u1 + u2.

De plus, on a l’estimation de continuité

∥u1∥PH1(Ω) + ∥u2∥VN (ε; Ω) ≤ C ∥u∥VN (ε; Ω) (8.1)

où la constante C est indépendante de u.

Preuve. Pour tout w ∈ VN (ε; Ω), nous définissons mj(w) := (rotw, 1)Ωj , pour j = 1 . . . N .
Pour prouver le résultat cette proposition, construisons explicitement une famille (f j)j=1...N−1
d’éléments de HN (ε; Ω) telle que la fonction

u2 := u−
N−1∑
i=1

ci f i, avec ci =
i∑

k=1
mk(u), i = 1 . . . N − 1, (8.2)

vérifie automatiquement les conditions mj(u2) = 0, j = 1 . . . N .
Pour j = 1 . . . N−1, introduisons nj la normale unitaire sortante à Aj , dirigée de Ωj vers Ωj+1, et τ j
tel que (τ j ,nj) soit une base orthonormée directe. Considérons Mj un point intérieur donné de Aj ,
et définissons rj la distance à Mj . Introduisons ensuite f j := Cjζj(rj)τ j , où ζj ∈ C ∞

0 (R+), est égale
à 1 dans un voisinage de 0, à support tel que supp f j ∩ S = ∅ et (supp f j ∩ A) ⊂ Aj . La constante
Cj est choisie de sorte que (rotf j , 1)Ωj =

∫
Aj
f j · τ j = 1. Remarquons que par construction, on a
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f j |Ωj · τ − f j |Ωj+1 · τ = 0 et εf j |Ωj ·nj − εf j |Ωj+1 ·nj = 0. Puisque f j est régulière sur Ωj et Ωj+1
(et à support dans Ωj ∪ Ωj+1), nous déduisons que f j appartient à HN (Ω, ε).
Maintenant, introduisons u2 = u−

∑N−1
i=1 ci f i ∈ VN (ε; Ω) comme en (8.2). Vérifions que mj(u2) =

0 pour j = 1 . . . N . Tout d’abord, pour 1 ≤ j ≤ N et 1 ≤ i ≤ N − 1, observons que

mj(f i) =


1 si j = i
−1 si j = i+ 1
0 sinon .

Cette remarque permet d’obtenir

m1(u2) = m1(u) −
N−1∑
i=1

cim1(f i) = m1(u) − c1 = 0;

mj(u2) = mj(u) −
N−1∑
i=1

cimj(f i) = mj(u) − cj + cj−1 = 0, pour j = 2 . . . N − 1;

mN (u2) = mN (u) + cN−1 =
N∑
i=1

mi(u) = 0 car u · τ = 0 sur ∂Ω.

Définissons alors u1 :=
∑N−1
i=1 ci f i ∈ HN (Ω, ε). Pour i = 1 . . . N − 1, nous avons

|ci| ≤
i∑

k=1
|mk(u)| ≤

i∑
k=1

√
|Ωk| ∥rotu∥Ωk

≤
i∑

k=1

√
|Ωk| ∥u∥VN (ε; Ω) .

Nous déduisons ∥u1∥PH1(Ω) ≤ C1 ∥u∥VN (ε; Ω) puis

∥u2∥VN (ε; Ω) ≤ ∥u1∥VN (ε; Ω) + ∥u∥VN (ε; Ω) ≤ C2 ∥u1∥PH1(Ω) + ∥u∥VN (ε; Ω) .

Ainsi, nous obtenons bien (8.1).

Cette première étape effectuée, nous pouvons énoncer et démontrer le résultat de décomposition
qui nous intéressait initialement.

Théorème 8.2.2 Considérons u un élément de VN (ε; Ω). Il existe u0 ∈ HN (Ω, ε) et φ ∈ H1
0(Ω)

vérifiant div (ε∇φ) ∈ L2(Ω), tels que
u = u0 + ∇φ.

De plus, on a l’estimation de continuité

∥u0∥PH1(Ω) + ∥∇φ∥Ω + ∥div (ε∇φ)∥Ω ≤ C ∥u∥VN (ε; Ω)

où la constante C est indépendante de u.

Preuve. Soit u ∈ VN (ε; Ω). En vertu de la Proposition 8.2.1, nous savons qu’il existe u1 ∈
HN (Ω, ε) et u2 ∈ VN (ε; Ω) tels que u = u1 +u2, avec (rotu2, 1)Ωj = 0, pour j = 1 . . . N . De plus,
on a l’estimation

∥u1∥PH1(Ω) + ∥u2∥VN (ε; Ω) ≤ C1 ∥u∥VN (ε; Ω) .

Commençons par étudier u2. La relation de compatibilité (rotu2, 1)Ωj = 0, pour j = 1 . . . N , assure
qu’il existe un ϕj dans H1(Ωj), défini à une constante près, tel que∣∣∣∣∣∣∣

−∆ϕj = rot rot ϕj = rotu2 dans Ωj

∂ϕj

∂nj
= 0 sur ∂Ωj .

(8.3)
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Puisque le domaine Ωj est convexe, nous savons que ϕj constitue un élément de H2(Ωj) (cf. [88,
théorème 2.4.3]). Introduisons ensuite la fonction v telle que v|Ωj := rot ϕj pour j = 1 . . . N .
Elle appartient à PH1(Ω,P) et l’on a l’estimation ∥v∥PH1(Ω) ≤ C2 ∥rotu2∥Ω. Par ailleurs, pour
j = 1 . . . N et k = 1 . . . nj , remarquons que

v · τ kj =
∂ϕj

∂nkj
= 0 (8.4)

où τ kj est tel que (τ kj ,nkj ) est une base orthonormée directe. Par conséquent, rotv appartient à L2(Ω)
et w := u2 − v est à rotationnel nul. Puisque ∂Ω est connexe, il existe un potentiel φ1 ∈ H1

0(Ω) (cf.
[84, théorème 2.9]) tel que

w = ∇φ1.

Pour le moment, nous avons décomposé u de la façon suivante

u = u1 + v + ∇φ1

où u1 ∈ HN (Ω, ε), v ∈ PH1(Ω) et φ1 ∈ H1
0(Ω). Cependant, mis à part lorsque ε est constant sur Ω,

il n’y a pas de raison que div (εv) appartienne à L2(Ω). En utilisant le théorème 1.5.2.8 de [87] ou
le théorème 1 de [11], on peut relever la trace normale de vj sur ∂Ωj . Pour j = 1 . . . N , il existe rj
appartenant à H2(Ωj) ∩ H1

0(Ωj) telle que

∂rj

∂nkj
|∂Ωk

j
= (vj · nkj )|∂Ωk

j
, pour k = 1 . . . nj .

Définissons alors r telle que r|Ωj = rj pour j = 1 . . . N . La fonction r appartient à PH2(Ω,P)∩H1
0(Ω)

et l’on a l’estimation
∥r∥PH2(Ω) ≤ C3 ∥v∥PH1(Ω) .

Remarquons que pour pouvoir effectuer ces relèvements, il faut que (vj · nkj )|∂Ωk
j

appartienne à
H̃1/2(∂Ωk

j ). Mais c’est bien le cas car

vj · nkj =
∂ϕj

∂τ kj
et car

∂ϕj

∂nk
′
j

= 0 pour k′ = 1 . . . nj .

Définissons ensuite u3 := v − ∇r. Ce champ est tel que

i) u3 ∈ L2(Ω)
ii) u3|Ωj ∈ H1(Ωj)
iii) rotu3 = rotv = rotu2 ∈ L2(Ω)
iv) u3 · τ |∂Ω = v · τ |∂Ω − ∇r · τ |∂Ω =

cf.(8.4)
−∇r · τ |∂Ω =

r∈H1
0(Ω)

0.

Maintenant, puisque (εju3|Ωj · nkj )|∂Ωk
j

= 0 pour k = 1 . . . nj et j = 1 . . . N , nous pouvons conclure
que div (εu3) constitue un élément de L2(Ω). Ces arguments prouvent que u3 est un élément de
HN (Ω, ε) = VN (ε; Ω) ∩ PH1(Ω,P).

Définissons alors φ := φ1 + r ∈ H1
0(Ω) et u0 := u1 + u3. Par construction, nous avons

u = u0 + ∇φ
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et div (ε∇φ) = div (εu) − div (εu0) appartient à L2(Ω). D’autre part, nous pouvons écrire

∥u0∥PH1(Ω) ≤ ∥u1∥PH1(Ω) + ∥v∥PH1(Ω) + ∥∇r∥PH1(Ω)
≤ ∥u1∥PH1(Ω) + (1 + C3) ∥v∥PH1(Ω)
≤ ∥u1∥PH1(Ω) + C2 (1 + C3) ∥rotu2∥Ω
≤ C1 (1 + C2 (1 + C3)) ∥u∥VN (ε; Ω) ,

∥∇φ∥Ω ≤ ∥u− u0∥Ω
≤ ∥u∥VN (ε; Ω) + ∥u0∥Ω
≤ (1 + C4) ∥u∥VN (ε; Ω) ,

∥div (ε∇φ)∥Ω ≤ ∥div (εu)∥Ω + ∥div (εu0)∥Ω
≤ ∥div (εu)∥Ω + C5 ∥u0∥PH1(Ω)
≤ (1 + C4C5) ∥u∥VN (ε; Ω) ,

où C4 := C1 (1 + C2 (1 + C3)) et C5 := max
j

|εj |. Ainsi, la décomposition est bien continue.

8.3 Une étude de régularité

Rappelons que Ω est un ouvert connexe borné à frontière polygonale connexe de R2. Dans cette
section, nous allons montrer que sous certaines hypothèses que nous décrirons plus loin, le potentiel
scalaire φ ∈ H1

0(Ω) qui apparaît dans la décomposition du Théorème 8.2.2 est en fait « plus régulier
que H1 ». Plus précisément, nous allons prouver qu’il existe σ0 > 1, qui dépend seulement de Ω, de
la partition et de ε, tel que φ ∈ ∩s<σ0Hs(Ω).

Introduisons l’opérateur non borné F : D(F ) → L2(Ω) tel que Fu := div (ε∇u) avec

D(F ) :=
{
u ∈ H1

0(Ω) | div (ε∇u) ∈ L2(Ω)
}
. (8.5)

Nous souhaitons étudier la régularité des éléments de D(F ). Pour cela, donnons-nous u ∈ D(F )
quelconque. Parfois, nous utiliserons la notation f := Fu = div (ε∇u) ∈ L2(Ω).

Débutons par quelques résultats bien connus. Classiquement [109, chapitre 2, volume 1], [88,
théorème 2.1.3], [7], on a le résultat de régularité intérieure suivant.

Théorème 8.3.1 Soit O un sous-ensemble ouvert de Ω tel que O ∩ S = O ∩ A = ∅. Alors u
appartient à H2(O), avec l’estimation

∥u∥H2(O) ≤ C (∥div (ε∇u)∥Ω + ∥∇u∥Ω)

où la constante C est indépendante de u.

D’autre part, le théorème 2.1.4 de [88] fournit le résultat suivant de régularité au voisinage des
arêtes extérieures.

Théorème 8.3.2 Soit O un sous-ensemble ouvert de Ω tel que O ∩ S = O ∩ Aint = ∅. Alors u
appartient à H2(O), avec l’estimation

∥u∥H2(O) ≤ C (∥div (ε∇u)∥Ω + ∥∇u∥Ω)

où la constante C est indépendante de u.

La partie difficile consiste bien entendu à étudier la régularité au voisinage de l’interface entre les
différents matériaux du composite.
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8.3.1 Régularité au voisinage des arêtes internes

Considérons M un point intérieur de A ∈ Aint. Supposons que Ω1 et Ω2 soient deux sous-
domaines de P tels que Ω1 ∩Ω2 = A. Considérons d suffisamment petit de sorte que B(M,d)∩S = ∅
et (B(M,d)∩A) ⊂ A où B(M,d) note la boule de centre M et de rayon d. Bien sûr, le saut de valeur
de ε en A empêche a priori u d’appartenir à H2(B(M,d)). Cependant, le Théorème 3.1.4 du Cha-
pitre 3 (voir également [72, théorème 2.1]) va nous permettre de montrer que uj ∈ H2(B(M,d)∩Ωj),
j = 1, 2.

Prenons le temps d’écrire le processus de localisation. Notons (r, θ) les coordonnées polaires centrées
en M . La coordonnée angulaire θ est choisie de façon arbitraire. Introduisons χ ∈ C ∞

0 (R+, [0; 1]),
égale à 1 sur [0; d], à support contenu dans [0; dM ]. Ici, dM > d est suffisamment petit de sorte
que B(M,dM ) ∩ S = ∅ et (B(M,dM ) ∩ A) ⊂ A. Définissons la fonction de troncature radiale
χM : (r, θ) 7→ χ(r) et les bandes infinies I := R × I, Ij := R × Ij , j = 1, 2, avec respective-
ment I := ]−dM ; dM [, I1 := ]−dM ; 0[ et I2 := ]0; dM [. Sans perte de généralité, nous supposons
A ⊂ R × {0}, (B(M,dM ) ∩ Ωj) ⊂ Ij , j = 1, 2.

Notons f̃ le prolongement de f = Fu = div (ε∇u) par 0 à I. La fonction χMu appartient
à H1

0(B(M,dM )) si bien que son prolongement w par 0 à I constitue un élément de H1(I).
Définissons ensuite

p := ε (w∆χM + 2∇w · ∇χM ) + f̃χM ∈ L2(I). (8.6)

D’après sa définition, w vérifie le problème de transmission suivant dans la bande infinie I

Trouver w ∈ H1(I) tel que
εj∆wj = pj dans Ij , j = 1, 2
wj = 0 sur ∂Ij ∩ ∂I, j = 1, 2
w1 − w2 = 0 sur ∂I1 ∩ ∂I2
ε1∂yw1 − ε2∂yw2 = 0 sur ∂I1 ∩ ∂I2.

En vertu du Théorème 3.1.4 du Chapitre 3, lorsque ε1 + ε2 ̸= 0, nous déduisons que w1 et w2
appartiennent respectivement à H2(I1) et H2(I2) avec l’estimation

∥w1∥H2(I1) + ∥w2∥H2(I2) ≤ C ∥p∥I .

En utilisant l’expression (8.6) de p et en se rappelant que χM = 1 sur B(M,d), on obtient

∥u1∥H2(B(M,d)∩Ω1) + ∥u2∥H2(B(M,d)∩Ω2) ≤ C (∥div (ε∇u)∥Ω + ∥∇u∥Ω) .

Résumons ce résultat avec le

Théorème 8.3.3 Soit O un sous-ensemble ouvert de Ω tel que O∩S = ∅ et (O∩A) ⊂ A = Ωi∩Ωj.
Si εi + εj ̸= 0, alors ui appartient à H2(O ∩ Ωi), uj appartient à H2(O ∩ Ωj), et on a l’estimation

∥ui∥H2(O ∩ Ωi) + ∥uj∥H2(O ∩ Ωj) ≤ C (∥div (ε∇u)∥Ω + ∥∇u∥Ω)

où la constante C est indépendante de u.

8.3.2 Régularité au voisinage des sommets extérieurs

Préliminaires

Pour procéder à l’étude au voisinage des sommets extérieurs, nous suivrons l’approche du Chapitre
3 (voir également [72]), elle-même basée sur le papier fondateur de Kondrat’ev [100].

Comme pour l’étude au voisinage des arêtes internes, commençons par introduire quelques notations
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géométriques. Pour S ∈ Sext, notons (r, θ) les coordonnées polaires associées à S. La composante
angulaire θ est choisie de sorte que, pour d > 0 assez petit, on ait

B(S, d) ∩ Ω = {(r cos θ, r sin θ) | (r, θ) ∈ [0; d] × [0; θmax]} .

Rappelons que B(S, d) désigne la boule ouverte centrée en S et de rayon d. On a toujours θmax < 2π.

Introduisons ensuite dS > 0 suffisamment petit pour avoir B(S, dS) ∩ S = {S}. Introduisons
également χ ∈ C ∞(R+, [0; 1]) égale à 1 sur [0; dS/2] et à support contenu dans [0; dS ]. Alors, la
fonction de troncature radiale χS : (r, θ) 7→ χ(r) est telle que supp χS ∩ S = {S}, où supp χS
désigne le support de χS .

Définissons Ω̃ := Ω ∩ B(S, dS). Nous renumérotons les JS sous-domaines qui possèdent S comme
sommet extérieur, de 1 à JS . De plus, si nous définissons Ω̃j := Ωj ∩ B(S, dS), j = 1 . . . JS , la
nouvelle numérotation est telle que Ω̃j et Ω̃j+1 partagent au moins une arête, pour j = 1 . . . (JS−1),
dont l’angle θ croît avec j. Pour j = 1 . . . JS , δσj désigne l’ouverture de Ω̃j (avec δσj ≤ π car
Ω̃j est convexe). Nous imposons σ0 := 0 ainsi que σj := σj−1 + δσj , j = 1 . . . JS . Par définition,
on a

∑
j=1...JS

δσj = θmax. Enfin, nous introduisons les intervalles Gj := ]σj−1;σj [, j = 1 . . . JS ,
G := ]0;σJS

[, et les secteurs angulaires non bornés

Γ :=
{
(x, y) ∈ R2 | r > 0, θ ∈ G

}
,

Γj :=
{
(x, y) ∈ R2 | r > 0, θ ∈ Gj

}
, j = 1 . . . JS .

Pour v ∈ L2(Ω̃) (resp. v ∈ L2(Γ)), nous notons vj := v|Ω̃j
(resp. vj := v|Γj ), j = 1 . . . JS .

Nous introduisons Λε, S , l’ensemble des exposants de singularité associé au sommet S, qui est
par définition l’ensemble des nombres complexes λ ∈ C tels qu’il existe un élément non-nul
(ϕλ, j)JS

j=1 ∈
∏JS
j=1 H2(Gj) vérifiant les équations ci-dessous :(

∂2
θ + λ2)ϕλ, j = 0 dans Gj , j = 1 . . . JS

ϕλ, 1(0) = ϕλ, JS
(σJS

) = 0
ϕλ, j(σj) = ϕλ, j+1(σj) j = 1 . . . (JS − 1)
εj∂θϕλ, j(σj) = εj+1∂θϕλ, j+1(σj) j = 1 . . . (JS − 1).

Nous localisons ensuite l’étude de régularité en utilisant χS . Notons f̃ le prolongement de f par 0
à Γ. La fonction χSu appartient à H1

0(Ω̃) si bien que son prolongement w par 0 à Γ constitue un
élément de H1(Γ). Introduisons

p := ε (w∆χS + 2∇w · ∇χS) + f̃χS , (8.7)

fonction de L2(Γ) à support compact. D’après sa définition, w vérifie le problème de transmission
suivant

(Psecteur)

Trouver w ∈ H1(Γ) tel que
εj∆wj = pj dans Γj , j = 1 . . . JS
w1 = 0 sur ∂Γ1 ∩ ∂Γ
wJS

= 0 sur ∂ΓJS
∩ ∂Γ

wj − wj+1 = 0 sur ∂Γj ∩ ∂Γj+1, j = 1 . . . (JS − 1)
εj∂θwj − εj+1∂θwj+1 = 0 sur ∂Γj ∩ ∂Γj+1, j = 1 . . . (JS − 1).
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Transformée de Mellin

Pour la définition de la transformée de Mellin, rappelons un lemme classique (voir [68, annexe AA],
[119, §2, chapitre 2]) qui n’est autre qu’une reformulation du Lemme 3.2.2 du Chapitre 3.

Lemme 8.3.4 Soient γ ∈ R et s ∈ N.
Si v ∈ Vs

γ(Γ), alors on peut définir sa transformée de Mellin

v̂(λ, ·) := Mv(λ, ·) =
∫ +∞

0
r−λv(r, ·)

dr

r

pour λ ∈ C tel que ℜe λ = s − γ − 1. De plus, pour ξ := s − γ − 1, la fonction η 7→ v̂(ξ + iη, ·)
appartient à L2(R,Hs(G)).

Dans le problème qui nous intéresse, la fonction w est dans H1(Γ), à support compact. Par consé-
quent, elle appartient aussi à V1

γ(Γ), pour tout γ > 0. On peut donc définir sa transformée de
Mellin ŵ(λ, ·) sur la droite {λ ∈ C | ℜe λ = −γ}, pour tout γ > 0. Ainsi, λ 7→ ŵ(λ, ·) est bien définie
sur tout le demi-plan complexe {λ ∈ C | ℜe λ < 0}.
Dans la suite, nous aurons besoin de travailler avec la fonction h := r2p, où p est définie en
(8.7). Puisque p ∈ L2(Γ) est à support compact, h appartient à V0

−2+γ(Γ), pour tout γ ≥ 0. Sa
transformée de Mellin θ 7→ ĥ(λ, θ) est bien définie sur tout le demi-plan complexe {λ ∈ C | ℜe λ < 1}.

En multipliant par r2 les équations volumiques dans (Psecteur) et en effectuant la transformée
de Mellin pour λ ∈ C tel que ℜe λ < 0, on trouve que θ 7→ ŵ(λ, θ) est solution de

(P̂secteur)

εj
(
∂2
θ + λ2) ŵj(λ, θ) = ĥj(λ, θ) dans Gj , j = 1 . . . JS

ŵ1(λ, 0) = ŵJS
(λ, σJS

) = 0
ŵj(λ, σj) = ŵj+1(λ, σj) j = 1 . . . (JS − 1)
εj∂θŵj(λ, σj) = εj+1∂θŵj+1(λ, σj) j = 1 . . . (JS − 1).

Introduisons alors le symbole de Mellin associé à (P̂secteur)

L (λ) : D(L ) −→
JS∏
j=1

L2(Gj)

v 7−→
(
εj
(
d2
θ + λ2) vj)JS

j=1

où D(L ) :=
{
v ∈ H1

0(G) | vj ∈ H2(Gj), εjv′
j(σj) = εj+1v

′
j+1(σj), j = 1 . . . (JS − 1)

}
. Étudions les

propriétés de L .

Lemme 8.3.5 Soit λ ∈ B(−1; 1). Alors, L (λ) est une application bijective de D(L ) dans∏JS
j=1 L2(Gj) si, et seulement si, on a λ /∈ Λε, S.

Preuve. Si λ appartient à Λε, S , alors L (λ) n’est pas injectif. Dans ce cas, L (λ) n’est pas bijectif.
Supposons donc que λ ne soit pas un élément de Λε, S . Dans ce cas, L (λ) est injectif. Prouvons
qu’alors L (λ) est surjectif. Considérons q = (qj)JS

j=1 ∈
∏JS
j=1 L2(Gj). Construisons v ∈ D(L ) tel

que L (λ)v = q.
Pour cela, intéressons-nous d’abord au problème posé dans Gj

(Pa
j )

Trouver vaj ∈ H1
0(Gj) tel que :

εj
(
d2
θ + λ2) vaj = qj dans L2(Gj),

j = 1 . . . JS . Pour j donné, le problème (Pa
j ) relève de l’alternative de Fredholm. Mais l’opérateur

Tj := −d2
θ de L2(Gj) , de domaine H1

0(Gj) ∩ H2(Gj), est auto-adjoint à résolvante compacte. Son
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spectre est égal à
{
k2π2/(σj − σj−1)2, k ∈ N∗}. La première, autrement dit, la plus petite, valeur

propre de Tj , π2/(σj − σj−1)2, est donc plus petite que 1 car σj−σj−1 ≤ π. Ainsi, pour λ ∈ B(−1; 1),
λ2 n’appartient pas au spectre de Tj . Ceci montre que le problème (Pa

j ), pour j = 1 . . . JS , est
injectif. L’alternative de Fredholm assure alors que pour tout λ ∈ B(−1; 1), le problème (Pa

j )
possède une et une seule solution vaj , j = 1 . . . JS . Par ailleurs, en vertu des résultats de régularité
elliptiques, on a vaj ∈ H2(Gj) ⊂ C 1(Gj), j = 1 . . . JS .
Considérons ensuite le problème

(Pb)

Trouver (vbj)
JS
j=1 ∈

JS∏
j=1

H1(Gj) tel que :

εj
(
d2
θ + λ2) vbj = 0 dans Gj , j = 1 . . . JS

vb1(0) = vbJS
(σJS

) = 0
vbj(σj) = vbj+1(σj) j = 1 . . . (JS − 1)
εjdθv

b
j(σj) − εj+1dθv

b
j+1(σj) = −αj j = 1 . . . (JS − 1)

où le second membre αj est choisi égal à εjdθvaj (σj) − εj+1dθv
a
j+1(σj), j = 1 . . . (JS − 1).

Si (vbj)
JS
j=1 vérifie (Pb), alors les équations volumiques impliquent vbj(θ) = Aj e

i λθ +Bj e
−i λθ (resp.

vbj(θ) = Aj θ+Bj) pour λ ̸= 0 (resp. λ = 0). En écrivant les conditions de transmission (au nombre
de 2(JS − 1)), et les conditions de Dirichlet homogènes en 0 et en σJS

, on construit un système
algébrique de 2JS équations linéaires, avec 2JS inconnues Aj , Bj , j = 1 . . . JS . Puisque L (λ) est
injectif, il suit que (Pb) possède une unique solution.
Pour conclure, définissons v telle que v|Gj = vaj +vbj , j = 1 . . . JS . Cette fonction appartient à D(L ).
De plus, L (λ)v = q. Ceci montre que l’opérateur L (λ) est surjectif.

Énonçons ensuite un résultat sur la norme de L (λ)−1.

Lemme 8.3.6 Supposons εj + εj+1 ̸= 0, j = 1 . . . (JS − 1). Considérons deux nombres réels α, β
avec α < β. Il existe η0 > 0 et C > 0 indépendantes de λ telles que,

JS∑
j=1

∥d2
θvj∥Gj + |λ| ∥dθv∥G + |λ|2 ∥v∥G ≤ C ∥L (λ)v∥G,

pour tout v ∈ D(L ) et tout λ ∈ C tels que |ℑmλ| > η0 et α < ℜe λ < β.

Preuve. Nous allons démontrer ce résultat par la jolie technique d’« addition de variable » en
suivant la preuve du lemme 3.6 de [72]. Définissons les deux rectangles R1 := {(s, θ) ∈ R2 | 1/2 <
s < 2 et 0 < θ < θmax} et R2 := {(s, θ) ∈ R2 | 1/4 < s < 4 et 0 < θ < θmax}. Observons que
R1 ⊂ R2. Considérons ζ une fonction de troncature régulière qui dépend uniquement de s telle que
ζ = 1 sur R1 et supp ζ ⊂ R2. Pour v ∈ D(L ), définissons w : (s, θ) 7→ ζ(s)eλsv(θ). Le Théorème
8.3.3 fournit l’estimation

JS∑
j=1

∥wj∥H2(R1∩Γj) ≤ C (
JS∑
j=1

∥εj∆wj∥R2∩Γj
+ ∥∇w∥R2). (8.8)

Travaillons d’abord sur le terme de droite de (8.8). En remarquant que

∇w(s, θ) =
(
(dsζ(s) + λζ(s))eλsv(θ) , ζ(s)eλsdθv(θ)

)t
;

∆(ζ(s)eλsv(θ))(s, θ) = ζ(s)(d2
θ + λ2)eλsv(θ) + 2λdsζ(s)eλsv(θ) + d2

sζ(s)eλsv(θ);

nous pouvons écrire
JS∑
j=1

∥εj∆wj∥R2∩Γj
+ ∥∇w∥R2 ≤ C (∥L (λ)v∥G + ∥dθv∥G + |λ| ∥v∥G). (8.9)
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Pour étudier le membre de gauche de (8.8), observons que

ds(eλsv(θ)) = λeλsv(θ); dθ(eλsv(θ)) = eλsdθv(θ);
d2
s(eλsv(θ)) = λ2eλsv(θ); d2

θ(eλsv(θ)) = eλsd2
θv(θ); d2

s,θ(eλsv(θ)) = λeλsdθv(θ).

Nous obtenons donc
JS∑
j=1

∥wj∥H2(R1∩Γj) ≥ C (
JS∑
j=1

∥d2
θvj∥Gj + |λ| ∥dθv∥G + |λ|2 ∥v∥G). (8.10)

En injectant (8.9) et (8.10) dans (8.8), on trouve
∑JS
j=1 ∥d2

θv∥Gj + |λ| ∥dθv∥G + |λ|2 ∥v∥G ≤
C (∥L (λ)v∥G + ∥dθv∥G + |λ| ∥v∥G). Ceci est équivalent à

JS∑
j=1

∥d2
θv∥Gj + (|λ| − C) ∥dθv∥G + |λ| (|λ| − C) ∥v∥G ≤ C ∥L (λ)v∥G.

En prenant η0 = 2C, nous sommes conduits au résultat du lemme.

Avec le théorème de Fredholm analytique, on déduit le

Corollaire 8.3.7 Supposons εj + εj+1 ̸= 0, j = 1 . . . (JS − 1). Alors il existe deux nombres réels
αS, βS avec 0 < αS < 1, 0 < βS < 1 tels que (B(−αS ; βS) ∩ Λε, S) ⊂ Ri. De plus, le cardinal de
l’ensemble B(−αS ; βS) ∩ Λε, S est fini.

En utilisant l’identité de Parseval (cf. Chapitre 3, Lemme 3.2.2), nous pouvons énoncer le résultat
d’isomorphisme entre espaces de Sobolev à poids

Théorème 8.3.8 Supposons εj + εj+1 ̸= 0, j = 1 . . . (JS − 1). Considérons γ ∈ R tel que
{λ ∈ C | ℜe λ = 1 − γ} ∩ Λε, S = ∅. Alors, pour tout P ∈ V0

γ(Γ), il existe une et une seule solu-
tion W ∈ V̊1

γ−1(Γ) au problème de transmission

(Pγ
secteur)

Trouver W ∈ V1
γ−1(Γ) tel que :

εj∆Wj = Pj dans Γj , j = 1 . . . JS
W1 = 0 sur ∂Γ1 ∩ ∂Γ
WJS

= 0 sur ∂ΓJS
∩ ∂Γ

Wj −Wj+1 = 0 sur ∂Γj ∩ ∂Γj+1, j = 1 . . . (JS − 1)
εj∂θWj − εj+1∂θWj+1 = 0 sur ∂Γj ∩ ∂Γj+1, j = 1 . . . (JS − 1).

Cette solution a pour expression

W : (r, θ) 7→ W (r, θ) = M−1
(
L (λ)−1Ĥ

)
(r, θ) =

1
2iπ

↑
∫

ℜe λ=1−γ
rλL (λ)−1Ĥ(λ, θ)dλ

avec H := r2P .
De plus, on a Wj ∈ V2

γ(Γj), j = 1 . . . JS, avec l’estimation de continuité

∥W∥V1
γ−1(Γ) +

JS∑
j=1

∥Wj∥V2
γ(Γj) ≤ C ∥P∥V0

γ(Γ) .

Nous avons remarqué que le second membre p qui apparaît dans (Psecteur) appartient à L2(Γ).
Puisque p est à support compact, nous déduisons que p ∈ V0

γ(Γ) pour tout γ ≥ 0.

Définition 8.3.9 Supposons εj + εj+1 ̸= 0, j = 1 . . . (JS − 1). Considérons γ ≥ 0 tel que
{λ ∈ C | ℜe λ = 1 − γ}∩Λε, S = ∅. Notons w1−γ la solution du problème (Pγ

secteur) avec pour second
membre p.
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D’après les résultats précédents, nous savons que w1−γ a pour expression

w1−γ : (r, θ) 7→ w1−γ(r, θ) = M−1
(
L (λ)−1ĥ

)
(r, θ) =

1
2iπ

↑
∫

ℜe λ=1−γ
rλL (λ)−1ĥ(λ, θ)dλ .

De plus, w1−γ appartient à V̊1
γ−1(Γ) et w1−γ

j ∈ V2
γ(Γj), j = 1 . . . JS .

Lorsque εj + εj+1 ̸= 0, j = 1 . . . (JS − 1), la fonction wβS , où βS apparaît dans le Corollaire
8.3.7 est bien définie. De plus, elle est plus régulière que H1 car on a wβS ∈ V̊1

−βS
(Γ), avec

wβS
j ∈ V2

1−βS
(Γj), j = 1 . . . JS .

La seconde étape dans notre cheminement va consister à prouver que w est égale à wβS . Avec ce
résultat, nous aurons la régularité supplémentaire pour S ∈ Sext. Dans la suite, nous supposerons
toujours εj + εj+1 ̸= 0, j = 1 . . . (JS − 1).

Lemme 8.3.10 Considérons λ ∈ B(−1; 0) \ Λε, S. Alors ŵ(λ, ·) appartient à D(L ) et

ŵ(λ, ·) = L (λ)−1ĥ(λ, ·) .

Preuve. Pour λ tel que ℜe λ ≤ 0, la fonction ŵ(λ, ·) est bien définie et elle appartient à H1(G)
en vertu du Lemme 8.3.4. Mais, comme ŵ(λ, ·) ∈ H1(G) constitue une solution de (P̂secteur), c’est
également un élément de D(L ). Le Lemme 8.3.5 prouve alors qu’on a ŵ(λ, ·) = L (λ)−1ĥ(λ, ·).

Avec le Théorème 8.3.8, ceci montre que

w = w−αS =
1

2iπ
↑
∫

ℜe λ=−αS

rλL (λ)−1ĥ(λ, ·)dλ .

Lemme 8.3.11 L’application λ 7→ L (λ)−1ĥ(λ, ·), à valeurs dans D(L ), définit un prolongement
méromorphe de ŵ(λ, ·) sur int(B(−α; 1)), pour tout α > 0.

Preuve. En utilisant le théorème de Fredholm analytique, on prouve que l’application λ 7→ L (λ)−1,
à valeurs dans l’ensemble des applications continues de L2(G) dans D(L ), est méromorphe sur C.
D’autre part, λ 7→ ĥ(λ, ·), à valeurs dans L2(G), est holomorphe sur int(B(−α; 1)) pour tout α > 0.
Ces deux arguments conduisent au résultat du lemme.

ℜe λ

ℑmλ

b

b

b b bbb b

b

b

b

b

× ×b b bb

βS

−αS

CR

Figure 8.1 – Représentation du contour d’intégration CR.

Considérons, dans le plan complexe, le contour d’intégration (voir Figure 8.1)

CR := [βS − iR;βS + iR] ∪ [βS + iR; −αS + iR] ∪ [−αS + iR; −αS − iR] ∪ [−αS − iR;βS − iR]
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avec R > 0. Puisque λ 7→ rλL (λ)−1ĥ(λ, ·) est méromorphe dans la bande B(−αS ; βS), le théorème
de Cauchy indique que

wβS − w =
1

2iπ
↑
∫

ℜe λ=βS

rλL (λ)−1ĥ(λ, ·)dλ−
1

2iπ
↑
∫

ℜe λ=−αS

rλL (λ)−1ĥ(λ, ·)dλ

= limR→+∞

∫
CR

rλL (λ)−1ĥ(λ, ·)dλ

=
∑

λ∈Λε, S ∩ B(−αS ;βS)
Res
λ

rλL (λ)−1ĥ(λ, ·) .

Considérons λ ∈ Λε, S ∩ B(−αS ; βS). On peut montrer (voir le lemme 5.1.4, les théorèmes 5.4.1
et 6.1.4 de [102]), que le résidu Res

λ
rλL (λ)−1ĥ(λ, ·) est égal à une combinaison linéaire finie de

fonctions de la forme rλ
∑s
k=0(ln r)kφk(θ)/k!, avec φk ∈ H1

0(G). Mais d’après le Corollaire 8.3.7,
nous savons que (Λε, S ∩ B(−αS ; βS)) ⊂ Ri. Puisque wβS et w appartiennent toutes les deux
localement à H1 dans un voisinage de l’origine, nécessairement on a∑

λ∈Λε, S ∩ B(−αS ;βS)
Res
λ

rλL (λ)−1ĥ(λ, ·) = 0.

Ainsi, nous obtenons w = wβS . Ceci implique w ∈ V1
−βS

(Γ), wj ∈ V2
1−βS

(Γj), j = 1 . . . JS , avec
l’estimation de continuité du Théorème 8.3.8

∥w∥V1
−βS

(Γ) +
JS∑
j=1

∥wj∥V2
1−βS

(Γj) ≤ C1 ∥p∥V0
1−βS

(Γ)

où la constante C1 dépend uniquement de βS .

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat de régularité au voisinage des som-
mets extérieurs. Rappelons que p, défini en (8.7), élément de L2(Γ) à support compact, appartient
à V0

1−βS
(Γ) (car βS < 1). Par conséquent, nous pouvons écrire

∥p∥V0
1−βS

(Γ) =
∥∥∥(x2 + y2)(1−βS)/2 p

∥∥∥
Γ

≤
∥∥∥(x2 + y2)(1−βS)/2

∥∥∥
L∞(Γ∩ Ω)

∥p∥Γ

≤ d1−βS
S ∥p∥Γ ≤ C2 (∥f∥Ω + ∥∇u∥Ω) .

Ceci conduit à

∥w∥V1
−βS

(Γ) +
JS∑
j=1

∥wj∥V2
1−βS

(Γj) ≤ C1C2 (∥f∥Ω + ∥∇u∥Ω) ,

ce qui constitue le résultat de régularité que nous cherchions pour les sommets extérieurs.

Théorème 8.3.12 Supposons εj + εj+1 ̸= 0, j = 1 . . . (JS − 1). Alors, pour βS ∈ ]0; 1[ défini dans
le Corollaire 8.3.7, on a

∥u∥V1
−βS

(Ω ∩B(S, dS
2 )) +

JS∑
j=1

∥uj∥V2
1−βS

(Ωj ∩B(S, dS
2 )) ≤ C (∥div (ε∇u)∥Ω + ∥∇u∥Ω)

où la constante C est indépendante de u.
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8.3.3 Régularité au voisinage des sommets internes

Considérons un sommet interne S ∈ Sint. L’étude de régularité autour de ce sommet est très
similaire à celle que nous avons effectuée dans la sous-section précédente, la différence principale
résidant dans le fait qu’il faut remplacer la condition de Dirichlet homogène en 0 et en σJS

= 2π
par deux conditions de transmission.
Ci-dessous, nous conservons les mêmes notations. Cette fois, nous définissons l’ensemble exposants
de singularité Λε, S associé au sommet S comme l’ensemble des nombres complexes λ ∈ C tels qu’il
existe un élément non nul (ϕλ, j)JS

j=1 ∈
∏JS
j=1 H2(Gj) vérifiant :(

∂2
θ + λ2)ϕλ, j = 0 dans Gj , j = 1 . . . JS

ϕλ, 1(0) = ϕλ, JS
(2π)

ε1∂θϕλ, 1(0) = εJS
∂θϕλ, JS

(2π)
ϕλ, j(σj) = ϕλ, j+1(σj) j = 1 . . . (JS − 1)
εj∂θϕλ, j(σj) = εj+1∂θϕλ, j+1(σj) j = 1 . . . (JS − 1).

Nous sommes alors amenés à considérer le symbole de Mellin

L (λ) : D(L ) −→
JS∏
j=1

L2(Gj)

v 7−→
(
εj
(
d2
θ + λ2) vj)JS

j=1

où

D(L ) :=
{
v ∈ H1(G) | vj ∈ H2(Gj), vJS

(2π) = v1(0), εJS
v′
JS

(2π) = ε1v
′
1(0),

εjv
′
j(σj) = εj+1v

′
j+1(σj), j = 1 . . . (JS − 1)

}
.

On peut prouver des résultats similaires aux Lemmes 8.3.5 et 8.3.6, ainsi qu’au Corollaire 8.3.7,
pour l’opérateur L (λ) ci-dessus. En suivant la démarche détaillée lors de l’étude pour les sommets
extérieurs, on montre que

wβS − w =
∑

λ∈Λε, S ∩ B(−αS ;βS)
Res
λ

rλL (λ)−1ĥ(λ, ·) .

En procédant comme auparavant, en raison de l’absence de condition de Dirichlet homogène, nous
pouvons seulement conclure ∑

λ∈Λε, S ∩ B(−αS ;βS)
Res
λ

rλL (λ)−1ĥ(λ, ·) = zS ,

où zS est une constante. Cependant, cette constante ne causera pas de problème car nous sommes
principalement intéressés par la régularité de ∇u.

Résumons le résultat que nous venons d’obtenir par le

Théorème 8.3.13 Supposons εj + εj+1 ̸= 0, j = 1 . . . (JS − 1). Alors, il existe une constante zS
telle qu’on ait, avec βS ∈ ]0; 1[ défini dans le Corollaire 8.3.7,

∥u+ zS∥V1
−βS

(Ω ∩B(S, dS
2 )) +

JS∑
j=1

∥uj + zS∥V2
1−βS

(Ωj ∩B(S, dS
2 )) ≤ C (∥div (ε∇u)∥Ω + ∥∇u∥Ω)

avec C indépendante de u.
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8.3.4 Régularité globale

Revenons au problème de régularité globale. Rappelons que pour tout S ∈ S, VS := Ω ∩B(S, dS)
constitue un voisinage de S tel que VS ∩ S = {S}. Considérons ensuite un ouvert V0 ⊂ Ω tel que
V0 ∩ S = ∅ et Ω = V0 ∪ (∪S∈SVS). Pour m ∈ N et γ ∈ R, introduisons l’espace

Km
γ (Ω) := {v ∈ D′(Ω) | v ∈ Hm(V0) et ∀α ∈ N, |α| ≤ m,∀S ∈ S, r|α|−m+γ

S ∂αxv ∈ L2(VS)} ,

muni de la norme
∥v∥Km

γ (Ω) := (∥v∥2
Hm(V0) +

∑
|α|≤m

∥r|α|−m+γ
S ∂αxv∥2

VS
)1/2 ,

où (rS , θS) désignent les coordonnées polaires associées au sommet S.

Par ailleurs, pour j = 1 . . . N , m ∈ N et γ ∈ R, définissons l’espace

Km
γ (Ωj) := {v ∈ D′(Ωj) | v ∈ Hm(V0 ∩Ωj) et ∀α ∈ N, |α| ≤ m,∀S ∈ S, r|α|−m+γ

S ∂αxv ∈ L2(VS∩Ωj)} ,

muni de la norme

∥v∥Km
γ (Ωj) := (∥v∥2

Hm(V0 ∩ Ωj) +
∑

|α|≤m
∥r|α|−m+γ
S ∂αxv∥2

VS ∩ Ωj
)1/2.

En utilisant une partition de l’unité, et à l’aide des Théorèmes 8.3.1, 8.3.2, 8.3.3, 8.3.12 et 8.3.13,
nous pouvons conclure au résultat de régularité globale suivant.

Théorème 8.3.14 Supposons que pour tout couple de sous-domaines (Ωi,Ωj) de Ω partageant une
arête, on ait εi + εj ̸= 0. Introduisant, β := minS∈S βS, on a l’estimation

∥∇u∥K0
−β

(Ω)2 +
N∑
j=1

∥∇u∥K1
1−β

(Ωj)2 ≤ C (∥div (ε∇u)∥Ω + ∥∇u∥Ω) ,

où la constante C est indépendante de u.

8.4 Injection compacte de VN(ε; Ω) dans L2(Ω)
Nous disposons maintenant de tous les outils pour prouver que l’injection de VN (ε; Ω) dans

L2(Ω) est compacte.

Théorème 8.4.1 Soit Ω ⊂ R2 un ouvert borné connexe à frontière polygonale connexe, partitionné
en N sous-domaines polygonaux disjoints Ωj. Supposons que pour tout couple de sous-domaines
(Ωi,Ωj) de Ω partageant une arête, on ait εi + εj ̸= 0.
Alors, l’injection de VN (ε; Ω) dans L2(Ω) est compacte.

Preuve. Considérons (un)n∈N une suite bornée d’éléments de VN (ε; Ω). Le Théorème 8.2.2 assure
qu’on peut associer à (un)n∈N deux suites (u0n)n∈N ∈ HN (Ω, ε)N et (φn)n∈N ∈ D(F )N, telles que

un = u0n + ∇φn , ∀n ∈ N.

De plus, ce même théorème indique que (u0n)n∈N est bornée dans PH1(Ω,P), tandis que
(div (ε∇φn))n∈N et (∇φn)n∈N sont bornées respectivement dans L2(Ω) et L2(Ω).
Or nous savons que PH1(Ω,P) s’injecte de façon compacte dans L2(Ω). Pour le voir, on peut re-
marquer que PH1(Ω,P) ⊂ ∩s<1/2Hs(Ω), et que Hs(Ω) s’injecte de façon compacte dans L2(Ω)
pour tout s > 0, lorsque Ω est borné.
Il suffit donc d’étudier la suite (∇φn)n∈N. Notons β := minS∈S βS , où les nombres réels βS sont
définis dans le Corollaire 8.3.7. Le Théorème 8.3.14 prouve que les suites (∇φn|Ωj )n∈N sont bornées
dans K1

1−β(Ωj)2, pour j = 1 . . . N . Puisque β > 0, on a 1 − β < 1, et donc K1
1−β(Ωj)2 s’injecte de

façon compacte dans L2(Ωj) (cf. [102, lemme 6.2.1]), pour j = 1 . . . N . Ceci achève la preuve.
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⋄ Exemple du coin intérieur. Pour la géométrie de la Figure 8.2 pour laquelle l’interface
présente un angle droit, le Théorème 8.4.1 indique que l’injection de VN (ε; Ω) dans L2(Ω) est
compacte dès lors que le contraste κε = ε2/ε1 est différent de −1. C’est mieux que le résultat du
Théorème 7.4.5 du Chapitre 7 qui nécessite l’hypothèse κε /∈ [−3; −1/3]. Le résultat de compacité du
Théorème 8.4.1 constituera un ingrédient important lorsqu’on souhaitera déterminer un nouveau
cadre fonctionnel pour les équations de Maxwell pour un contraste en ε situé dans l’intervalle
critique. Ce nouveau cadre, que nous ne développerons pas dans ce mémoire, devra pouvoir prendre
en compte les gradients des singularités propagatives introduites dans le Chapitre 5.

Ω1

Ω2

Σ

Figure 8.2 – Une configuration pour laquelle le Théorème 8.4.1 est plus efficace que le Théorème
7.4.5.

Remarque 8.4.2 Il devrait être possible d’affaiblir les hypothèses du Théorème 8.4.1 pour pouvoir
traiter le cas d’un ε régulier sur chaque élément de la partition P et le cas de sous-domaines
Ωi, i = 1 . . . N , à frontière polygonale curviligne. Nous n’étudierons pas ces questions ici et nous
renvoyons le lecteur à [87, 69] pour les idées permettant de telles extensions.

8.5 Un exemple d'injection non compacte de VN(ε; Ω) dans L2(Ω)
Pour conclure ce chapitre, présentons un exemple d’injection non compacte de VN (ε; Ω) dans

L2(Ω). Définissons Ω1 := ]−1; 0[ × ]0; 1[, Ω2 := ]0; 1[ × ]0; 1[ et Ω := ]−1; 1[ × ]0; 1[. Ainsi, Ω est
symétrique par rapport à l’axe (Oy). D’après le Théorème 8.4.1, l’injection de VN (ε; Ω) dans L2(Ω)
est compacte lorsque ε1 +ε2 ̸= 0. Par contre, ce n’est pas le cas lorsque ε1 +ε2 = 0 comme l’indique
la

Proposition 8.5.1 Supposons ε1 + ε2 = 0. Alors l’injection de VN (ε; Ω) dans L2(Ω) n’est pas
compacte.

Preuve. Pour démontrer ce résultat, nous nous inspirons de la preuve de la proposition 2.7 de
[2]. Définissons l’arête A := Ω2 ∩ Ω1. Rappelons que H̃1/2(A) désigne le sous-espace de H1/2(A)
constitué des éléments dont le prolongement par 0 à R appartient à H1/2(R). Introduisons (gk)k∈N
une suite d’éléments de H̃1/2(A), faiblement convergente vers 0 dans H̃1/2(A), qui ne possède pas
de sous-suite fortement convergente dans H̃1/2(A).

Pour tout k ∈ N, considérons les solutions des problèmes

Trouver φk1 ∈ H1(Ω1) tel que
∆φk1 = 0
φk1|∂Ω ∩ ∂Ω1 = 0
φk1|A = gk

et

Trouver φk2 ∈ H1(Ω2) tel que
∆φk2 = 0
φk2|∂Ω ∩ ∂Ω2 = 0
φk2|A = gk

.

En utilisant la symétrie du problème, on montre facilement que

φk1(x, y) = φk2(−x, y), p.p.t. (x, y) ∈ Ω1.
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De plus, puisque le contraste est égal à −1, l’élément φk de H1
0(Ω) tel que φk|Ω1 := φk1 et φk|Ω2 := φk2

vérifie div (ε∇φk) = 0.
Par construction, la suite (φk)k∈N est bornée dans H1(Ω) et converge faiblement vers 0 dans H1(Ω)
car l’application gk 7→ φk est continue de H̃1/2(A) dans H1

0(Ω). Mais il n’existe pas de sous-suite de
(φk)k∈N qui converge fortement vers 0 dans H1(Ω) (raisonner par l’absurde en utilisant la continuité
de l’application trace sur A).

Définissons ensuite uk := ∇φk. Pour tout k ∈ N, on a rotuk = 0 et div (εuk) = 0. La suite
(uk)k∈N est bornée dans VN (ε; Ω) et converge faiblement vers 0 dans L2(Ω). D’autre part, on ne
peut pas extraire de (uk)k∈N une sous-suite qui converge fortement (vers 0) dans L2(Ω). Pour mon-
trer ce dernier résultat, on raisonne par l’absurde : supposons qu’il existe une sous-suite (ũk)k∈N de
(uk)k∈N qui converge fortement dans L2(Ω). Alors la sous-suite correspondante (φ̃k)k∈N converge
fortement (vers 0) dans H1(Ω), d’où l’absurdité.
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Introduction

N
ous continuons l’étude des équations de Maxwell en régime harmonique en temps dans
un matériau composite plongé dans un conducteur parfait. Le matériau composite est
modélisé par une permittivité diélectrique ε et une perméabilité magnétique µ qui va-

rient en espace. Nous souhaitons plus particulièrement nous intéresser à des matériaux composites
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mélangeant matériaux positifs et matériaux négatifs. Il est bien connu que les métaux, sous la
fréquence plasma, présentent une permittivité à partie réelle négative (cf. Chapitre 4). Or de nom-
breux métaux possèdent une fréquence plasma située dans l’ultraviolet si bien que dans le visible,
la partie réelle de ε est négative. La perméabilité µ reste par contre positive indépendamment de
la fréquence. Récemment, les physiciens sont parvenus à concevoir des matériaux à perméabilité
négative pour certaines plages de fréquences et même des matériaux doublement négatifs, c’est-à-
dire, des matériaux qui, après homogénéisation, se comportent comme si ε et µ étaient toutes les
deux négatives. Indiquons que ce sont ces derniers « métamatériaux » qui permettent d’obtenir
le spectaculaire effet d’indice de réfraction négatif. L’association de matériaux classiques avec des
matériaux négatifs ouvre la voie à des applications très prometteuses telles que les guides d’ondes
plasmoniques, les lentilles parfaites [148, 113, 134], les pièges à photon, les cavités sous-longueur
d’ondes [76] ... De nouveau, indiquons que les expérimentations dans ces domaines sont longues
et coûteuses à mettre en place, notamment en raison de l’échelle nanométrique des structures.
C’est pourquoi, l’on cherche à les remplacer par des simulations numériques. Or d’un point de
vue mathématique, le changement de signe des coefficients physiques présente des difficultés rela-
tivement inhabituelles tant d’un point de vue théorique que numérique [131, 137, 80]. De façon
générale, les questions auxquelles nous devons répondre sont les suivantes. Peut-on étendre les
théories classiques pour traiter les configurations dans lesquelles ε et/ou µ changent de signe ? Si
ce n’est pas possible, peut-on déterminer un nouveau cadre fonctionnel dans lequel on retrouve
un problème bien posé et des propriétés de stabilité ? Dans la suite, nous allons considérer des
permittivités et perméabilités à valeurs réelles. Réexpliquons pourquoi. Pour les applications, l’on
cherche à travailler avec des matériaux aussi peu dissipatifs que possible et le comportement d’un
matériau légèrement absorbant est très lié au comportement du matériau sans dissipation. Par
conséquent, il est important de bien comprendre les propriétés du problème idéal non dissipatif.
Nous renvoyons le lecteur au Chapitre 4 pour ces questions de modélisation.

Pour les configurations 2D telles que les guides 3D invariants dans une direction, les équa-
tions de Maxwell se ramènent à des problèmes scalaires mettant en jeu les opérateurs −div (σ∇·)
avec condition de Dirichlet ou de Neumann, σ étant égal à ε−1 ou µ−1. Nous avons étudié en détail
ces problèmes scalaires dans les Parties I et II (voir également [23, 155, 25, 129]). Ces problèmes
sont bien posés au sens de Fredholm si le contraste (rapport des valeurs de σ de part et d’autre
de l’interface entre les matériaux) est situé en dehors d’un intervalle critique contenant toujours la
valeur −1. Cet intervalle se réduit à {−1} si et seulement si l’interface est régulière (voir également
[66] pour une approche reposant sur les équations intégrales). Pour un contraste égal à -1, les
problèmes sont sévèrement mal posés dans H1. L’influence des coins, observée dans [145, 149], a
été clarifiée dans [72, 26, 138] ainsi que dans le Chapitre 5. Lorsque l’interface entre le matériau
positif et le matériau négatif présente un coin, selon la valeur du contraste, les problèmes scalaires
peuvent être mal posés (non Fredholm) dans H1 en raison de l’apparition de deux « singularités
propagatives » au niveau du coin. Nous pouvons définir un nouveau cadre fonctionnel en ajoutant
l’une de ces singularités dans l’espace. Le caractère bien posé du problème est alors obtenu en
imposant une condition de radiation, justifiée par un principe d’absorption limite, au niveau du coin.

Pour les problèmes scalaires, la théorie commence à être assez claire. À présent, notre objec-
tif consiste à étendre ces résultats pour étudier les équations de Maxwell. Nous souhaitons en
particulier développer une technique variationnelle pour obtenir le caractère bien posé de ces
équations. Les techniques variationnelles sont intéressantes car elles permettent de considérer des
configurations relativement générales pour lesquelles l’interface et les coefficients ε, ε−1, µ, µ−1

sont lipschitziens. Il est compliqué d’adapter l’approche géométrique présentée dans le Chapitre 1
pour traiter les problèmes vectoriels en raison de la nature des espaces utilisés pour les équations
de Maxwell. C’est pourquoi nous procéderons différemment. Nous recourrons de nouveau à la
technique de la T-coercivité mais sous une forme plus abstraite. Nous allons prouver que l’on peut
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construire des opérateurs de T-coercivité qui permettent de restaurer une certaine positivité dès
lors que les problèmes scalaires 3D associés sont bien posés. Lorsque les contrastes en ε et en µ
sont situés dans les intervalles critiques, l’étude reste à mener pour obtenir un problème bien posé
dans un cadre fonctionnel ad hoc.

Présentons maintenant le plan de ce chapitre. Nous commençons par définir le problème et
introduire les notations dans la Section 9.1. Dans la Section 9.2, nous donnons des formula-
tions équivalentes des équations de Maxwell dans les espaces VN (ε; Ω) pour le champ électrique et
VT (µ; Ω) pour le le champ magnétique. Dans ces espaces, nous imposons la condition de divergence
nulle. La Section 9.3 contient l’idée principale de ce chapitre. Nous montrons comment construire
des opérateurs de T-coercivité pour les équations de Maxwell lorsque les problèmes scalaires 3D
associés sont bien posés. Dans un souci pédagogique, nous présentons d’abord le procédé pour les
configurations canoniques ε = 1 pour le champ électrique et µ = 1 pour le champ magnétique.
Ensuite, nous utilisons ces résultats et une astuce de [41] pour prouver que les espaces VN (ε; Ω)
et VT (µ; Ω) s’injectent de façon compacte dans L2(Ω) := L2(Ω)3, prolongeant ainsi les résultats
de [24]. De nouveau, soulignons que ces résultats n’existent pas dans la littérature lorsque ε et
µ changent de signe. Dans la Section 9.5, nous énonçons et prouvons le résultat principal de ce
travail : les problèmes de transmission pour les équations de Maxwell pour le champ électrique et
le champ magnétique sont bien posés dès lors que les problèmes scalaires associés possèdent une
unique solution. Nous illustrons ce résultat sur une série de géométries canoniques. Enfin, nous
présentons quelques généralisations. Dans la Section 9.7, nous nous intéressons à des configurations
pour lesquelles les problèmes scalaires sont bien posés au sens de Fredholm mais avec un noyau non
réduit à zéro. Dans la Section 9.8, nous considérons le cas d’un domaine non simplement connexe
à frontière non connexe 1. Cette dernière étude permet de traiter les domaines non simplement
connexes à frontière connexe ainsi que les domaines simplement connexes à frontière non connexe.

9.1 Mise en place du problème

Considérons Ω un domaine de R3, i.e. un ouvert borné connexe à frontière ∂Ω lipschitzienne.
Dans l’introduction du Chapitre 7, nous avons vu que les équations de Maxwell en régime périodique
en temps s’écrivent

rotE − iωµH = 0 et rotH + iωεE = J dans Ω. (9.1)

Ci-dessus, E et H désignent respectivement les champs électrique et magnétique. Le terme source
J est la densité de courant. Nous faisons l’hypothèse que le milieu Ω, composé d’un ou plusieurs
matériaux, est plongé dans un conducteur parfait si bien qu’on a les conditions aux limites suivantes

E × n = 0 et µH · n = 0 sur ∂Ω, (9.2)

où n désigne le vecteur unitaire normal à ∂Ω, dirigé vers l’extérieur. Nous supposons que la permit-
tivité diélectrique ε et la perméabilité magnétique µ, à valeurs réelles, appartiennent à L∞(Ω) avec
ε−1 ∈ L∞(Ω) et µ−1 ∈ L∞(Ω). Introduisons quelques espaces usuels dans l’étude des équations de
Maxwell :

L2(Ω) := L2(Ω)3;
H(rot ; Ω) :=

{
u ∈ L2(Ω) | rotu ∈ L2(Ω)

}
;

HN (rot ; Ω) := {u ∈ H(rot ; Ω) |u× n = 0 sur ∂Ω} ;
VN (ξ; Ω) := {u ∈ H(rot ; Ω) | div (ξu) = 0, u× n = 0 sur ∂Ω} , pour ξ ∈ L∞(Ω);
VT (ξ; Ω) := {u ∈ H(rot ; Ω) | div (ξu) = 0, ξu · n = 0 sur ∂Ω} , pour ξ ∈ L∞(Ω).

1. La Figure 9.2 à la fin de ce chapitre présente un exemple de domaine non simplement connexe à frontière non
connexe.
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Nous munirons les espaces H(rot ; Ω), HN (rot ; Ω), VN (ξ; Ω) et VT (ξ; Ω) du produit scalaire

(·, ·)rot = (·, ·)Ω + (rot ·, rot ·)Ω.

La densité de courant J est choisie dans L2(Ω) avec divJ = 0. Nous notons indistinctement (·, ·)Ω
(resp. ∥·∥Ω) les produits scalaires (resp. normes) de L2(Ω) et L2(Ω). Si (E,H) vérifient les équations
(9.1)-(9.2), E et H sont respectivement solutions des problèmes

Trouver E ∈ H(rot ; Ω) tel que :
rot µ−1rotE − ω2εE = iωJ dans Ω
E × n = 0 sur ∂Ω,

(9.3)

Trouver H ∈ H(rot ; Ω) tel que :
rot ε−1rotH − ω2µH = rot ε−1J dans Ω
µH · n = 0 sur ∂Ω
ε−1(rotH − J) × n = 0 sur ∂Ω.

(9.4)

Comme nous l’avons indiqué dans l’introduction, nous souhaitons déterminer des critères sur ε et
µ pour assurer que les problèmes (9.3) et (9.4) sont bien posés au sens de Fredholm (noyau et
conoyau de même dimension finie). Classiquement pour l’étude des équations de Maxwell, notre
stratégie va consister, dans un premier temps en tout cas, à travailler dans l’espace VN (ε; Ω) pour
le champ électrique et dans l’espace VT (µ; Ω) pour le champ magnétique. En effet, par exemple,
si E vérifie (9.3) et si ω ̸= 0, alors div (εE) = 0, et donc E appartient à l’espace VN (ε; Ω). Pour
montrer que le problème pour le champ électrique est bien posé au sens de Fredholm, nous aurons
alors besoin de prouver que l’injection de VN (ε; Ω) dans L2(Ω) est compacte et que l’opérateur
rot µ−1rot · : VN (ε; Ω) → VN (ε; Ω)∗ définit un isomorphisme (ou au moins un opérateur Fredholm
d’indice zéro). De même, pour montrer que le problème en champ magnétique (9.4) est bien posé
au sens de Fredholm, il faut prouver que l’injection de VT (µ; Ω) dans L2(Ω) est compacte et que
l’opérateur rot ε−1rot · : VT (µ; Ω) → VT (µ; Ω)∗ constitue un isomorphisme (ou au moins un
opérateur Fredholm d’indice zéro).

9.2 Formulations équivalentes

Commençons par donner des formulations équivalentes pour le problème (9.1)-(9.2) dans les
espaces VN (ε; Ω) et VT (µ; Ω).

9.2.1 Problème pour le champ électrique

Considérons aε la forme bilinéaire telle que aε(φ,φ′) = (ε∇φ,∇φ′)Ω pour tout φ,φ′ ∈ H1
0(Ω).

Avec le théorème de représentation de Riesz, définissons l’opérateur Aε : H1
0(Ω) → H1

0(Ω) tel
que, pour tout φ,φ′ ∈ H1

0(Ω), (∇(Aεφ),∇φ′)Ω = aε(φ,φ′). Sur H1
0(Ω), nous définissons la norme

∥·∥H1
0(Ω) = ∥∇ · ∥Ω. Maintenant, introduisons une hypothèse portant sur le problème scalaire pour

le champ électrique. Ici, C > 0 est une constante.

(Hε)
Il existe un isomorphisme Tε de H1

0(Ω) tel que
|aε(φ, Tεφ)| ≥ C ∥φ∥2

H1
0(Ω) , ∀φ ∈ H1

0(Ω).

Lemme 9.2.1 L’hypothèse (Hε) est vérifiée si et seulement si Aε : H1
0(Ω) → H1

0(Ω) constitue
un isomorphisme de H1

0(Ω). Dans ce cas, pour tout f ∈ H−1(Ω), il existe une unique solution au
problème

Trouver φ ∈ H1
0(Ω) tel que :

−div (ε∇φ) = f.
(9.5)
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On a alors l’estimation de continuité ∥φ∥H1
0(Ω) ≤ C ∥f∥H−1(Ω), où C > 0 est une constante indé-

pendante de f .

Remarque 9.2.2 Nous avons vu dans le Chapitre 1 comment construire les opérateurs Tε selon les
configurations. Il faut avoir en tête que (Hε) est une hypothèse portant uniquement sur les valeurs
de ε et sur la géométrie du domaine.

Preuve. Le résultat de ce lemme important est fourni par le Théorème 2.1.4 du Chapitre 2. Nous
en redonnons la preuve, très simple, sur ce cas particulier.
Supposons l’hypothèse (Hε) vérifiée. Puisque Tε définit un isomorphisme de H1

0(Ω), φ vérifie (9.5)
si et seulement si φ est une solution du problème « trouver φ ∈ H1

0(Ω) tel que aε(φ, Tεφ′) =
⟨f, Tεφ′⟩Ω , pour tout φ′ ∈ H1

0(Ω) » où ⟨·, ·⟩Ω désigne le crochet de dualité H−1(Ω) × H1
0(Ω). Le

théorème de Lax-Milgram permet de conclure que le problème (9.5) est bien posé car (φ,φ′) 7→
aε(φ, Tεφ′) est coercive sur H1

0(Ω) × H1
0(Ω) par hypothèse. Cette approche montre que Aε constitue

un isomorphisme de H1
0(Ω).

Réciproquement, si Aε définit un isomorphisme de H1
0(Ω), en prenant Tε = Aε, on trouve, pour

φ ∈ H1
0(Ω), |aε(φ, Tεφ)| = ∥Aεφ∥2

H1
0(Ω) ≥ C ∥φ∥2

H1
0(Ω).

Théorème 9.2.3 Supposons ω ̸= 0.
1) Si (E,H) vérifie (9.1)-(9.2) alors E est une solution du problème

Trouver E ∈ VN (ε; Ω) tel que :∫
Ω
µ−1rotE · rotE′ − ω2εE ·E′ = iω

∫
Ω
J ·E′, ∀E′ ∈ VN (ε; Ω). (9.6)

2) Supposons l’hypothèse (Hε) vérifiée. Si E satisfait (9.6) alors (E, (iωµ)−1rotE) est une solution
de (9.1)-(9.2).

Preuve. 1) Si E vérifie (9.1)-(9.2), alors E est une solution de (9.3). D’autre part, puisque ω ̸= 0,
on a div (εE) = 0. Ceci montre que E satisfait (9.6).

2) Maintenant, prouvons que si E ∈ VN (ε; Ω) ⊂ HN (rot ; Ω) vérifie (9.6) alors E est une
solution du problème

Trouver E ∈ HN (rot ; Ω) tel que :∫
Ω
µ−1rotE · rotE′ − ω2εE ·E′ = iω

∫
Ω
J ·E′, ∀E′ ∈ HN (rot ; Ω). (9.7)

Pour tout E′ dans HN (rot ; Ω), le Lemme 9.2.1 indique qu’on peut construire φ ∈ H1
0(Ω) tel que

div (ε∇φ) = div (εE′). L’élément E′ −∇φ appartient à VN (ε; Ω). En remarquant que (εE,∇φ)Ω =
0 et (J ,∇φ)Ω = 0 (rappelons que divJ = 0), on obtient∫

Ω
µ−1rotE · rotE′ − ω2εE ·E′ = iω

∫
Ω
J ·E′.

Mais (9.3) et (9.7) sont équivalents. Par conséquent, si E satisfait (9.6) alors E est solution de
(9.3). Il ne reste plus qu’à observer que dans ce cas, (E, (iωµ)−1rotE) vérifie (9.1)-(9.2).

Avec le théorème de représentation de Riesz, introduisons l’opérateur borné AN (ω) : VN (ε; Ω) →
VN (ε; Ω) tel que

(AN (ω)E,E′)rot = (µ−1rotE, rotE′)Ω − ω2(εE,E′)Ω, ∀E,E′ ∈ VN (ε; Ω). (9.8)
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9.2.2 Problème pour le champ magnétique

Pour l’étude du champ magnétique, introduisons l’espace des fonctions à moyenne nulle

H1
#(Ω) :=

{
φ ∈ H1(Ω) |

∫
Ω
φ = 0

}
.

La seule constante appartenant à H1
#(Ω) est zéro. En utilisant le théorème de Rellich qui indique

que l’injection de H1(Ω) dans L2(Ω) est compacte et puisque, par hypothèse, Ω est connexe, on
montre en raisonnant par l’absurde le
Lemme 9.2.4 L’application (φ,φ′) 7→ (∇φ,∇φ′)Ω définit un produit scalaire sur H1

#(Ω). La norme
associée est notée ∥·∥H1

#(Ω).

Considérons aµ la forme bilinéaire telle que aµ(φ,φ′) = (µ∇φ,∇φ′)Ω pour tout φ,φ′ ∈ H1
#(Ω). Avec

le théorème de représentation de Riesz, définissons l’opérateur Aµ : H1
#(Ω) → H1

#(Ω) tel que, pour
tout φ,φ′ ∈ H1

#(Ω), (∇(Aµφ),∇φ′)Ω = aµ(φ,φ′). Comme pour l’étude du champ électrique, intro-
duisons une hypothèse associée au problème scalaire 3D pour le champ magnétique. De nouveau,
C > 0 est une constante.

(Hµ)
Il existe un isomorphisme Tµ de H1

#(Ω) tel que
|aµ(φ, Tµ)Ω| ≥ C ∥φ∥2

H1
#(Ω) , ∀φ ∈ H1

#(Ω).

Lemme 9.2.5 L’hypothèse (Hµ) est vérifiée si et seulement si Aµ constitue un isomorphisme de
H1

#(Ω). Dans ce cas, pour tout f ∈ L2(Ω) tel que
∫

Ω f = 0, il existe une unique solution au problème

Trouver φ ∈ H1
#(Ω) tel que :

−div (µ∇φ) = f dans Ω
µ∂nφ = 0 sur ∂Ω.

(9.9)

On a alors l’estimation de continuité ∥φ∥H1
#(Ω) ≤ C ∥f∥Ω, où C > 0 est une constante indépendante

de f .

Remarque 9.2.6 Soulignons que (Hµ) constitue une hypothèse portant seulement sur les valeurs
de µ et sur la géométrie du domaine.

Preuve. Supposons l’hypothèse (Hµ) vérifiée. Dans ce cas, Tµ définit un isomorphisme de H1
#(Ω).

Puisque f satisfait la relation de compatibilité
∫

Ω f = 0, la fonction φ est solution de (9.9) si et seule-
ment si elle vérifie le problème « trouver φ ∈ H1

#(Ω) tel que aµ(φ, Tµφ′) = (f, Tµφ′)Ω, pour tout φ′ ∈
H1

#(Ω) ». Mais le Lemme 9.2.4 assure que (φ,φ′) 7→ aµ(φ, Tεφ′) est coercive sur H1
#(Ω) × H1

#(Ω).
On peut alors conclure que le problème (9.9) est bien posé avec le théorème de Lax-Milgram. On
déduit que Aµ constitue un isomorphisme de H1

#(Ω).
Réciproquement, si Aµ définit un isomorphisme de H1

#(Ω), en prenant Tµ = Aµ, on trouve, pour
tout φ ∈ H1

#(Ω), |aµ(φ, Tµφ)| = ∥Aµφ∥2
H1

#(Ω) ≥ C ∥φ∥2
H1

#(Ω).

En adaptant la preuve du Théorème 9.2.3, on obtient le
Théorème 9.2.7 Supposons ω ̸= 0.
1) Si (E,H) vérifie (9.1)-(9.2) alors H est une solution du problème

Trouver H ∈ VT (µ; Ω) tel que :∫
Ω
ε−1rotH · rotH ′ − ω2µH ·H ′ =

∫
Ω
ε−1J · rotH ′, ∀H ′ ∈ VT (µ; Ω). (9.10)

2) Supposons l’hypothèse (Hµ) vérifiée. Si H satisfait (9.10) alors (i(ωε)−1(rotH − J),H) est
une solution de (9.1)-(9.2).
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Avec le théorème de représentation de Riesz, introduisons l’opérateur borné AT (ω) : VT (µ; Ω) →
VT (µ; Ω) tel que

(AT (ω)H,H ′)rot = (ε−1rotH, rotH ′)Ω − ω2(µH,H ′)Ω, ∀H,H ′ ∈ VT (µ; Ω). (9.11)

9.3 Éclairage : T-coercivité dans VN(1; Ω) et VT (1; Ω)
Dans un souci pédagogique, présentons la technique de la T-coercivité pour les équations de

Maxwell 3D sur les cas académiques : ε = 1 pour le champ électrique et µ = 1 pour le champ
magnétique. Cette étude sera utile pour deux raisons. D’une part, les résultats obtenus servi-
ront à prouver les résultats d’injection compacte de VN (ε; Ω) et VT (µ; Ω) dans L2(Ω). D’autre
part, cela donnera un aperçu de la méthode à employer pour étudier les opérateurs AN (0) et AT (0).

Avant de débuter, rappelons ici les propriétés connues pour les espaces VN (1; Ω) et VT (1; Ω)
(cf. [150, 2]).
– L’injection de VN (1; Ω) dans L2(Ω) est compacte. De plus, lorsque ∂Ω est connexe, l’application
(u,v) 7→ (rotu, rot v)Ω définit un produit scalaire sur VN (1; Ω) et la norme associée est équiva-
lente à la norme canonique u 7→ (u,u)1/2

rot .
– L’injection de VT (1; Ω) dans L2(Ω) est compacte. De plus, lorsque Ω est simplement connexe,
l’application (u,v) 7→ (rotu, rot v)Ω définit un produit scalaire sur VT (1; Ω) et la norme associée
est équivalente à la norme canonique u 7→ (u,u)1/2

rot .

9.3.1 Étude pour le champ électrique avec une permittivité ε = 1

Intéressons-nous d’abord au problème pour le champ électrique.

Lemme 9.3.1 Soit Ω un domaine simplement connexe tel que ∂Ω soit connexe. Supposons l’hypo-
thèse (Hµ) vérifiée. Alors, il existe un isomorphisme T : VN (1; Ω) → VN (1; Ω) tel que

(µ−1rotu, rotTv)Ω = (µ−1rotTu, rot v)Ω = (rotu, rot v)Ω, ∀u,v ∈ VN (1; Ω). (9.12)

Preuve. ⋆ Définition de T. Considérons v ∈ VN (1; Ω).
i) Définissons φ l’unique élément de H1

#(Ω) tel que∫
Ω
µ∇φ · ∇φ′ =

∫
Ω
µ rot v · ∇φ′, ∀φ′ ∈ H1

#(Ω).

La fonction φ est bien définie car nous avons supposé l’hypothèse (Hµ) vérifiée.
ii) Observons ensuite que µ(rot v − ∇φ) constitue un élément de L2(Ω) à divergence nulle tel que
µ(rot v−∇φ) ·n = 0 sur ∂Ω. Puisque Ω est simplement connexe et puisque ∂Ω est connexe, d’après
le théorème 3.17 de [2] (voir aussi le théorème 3.6 de [84]), puisque Ω est simplement connexe et
puisque ∂Ω est connexe, il existe un unique potentiel Tv ∈ VN (1; Ω) tel que rotTv = µ(rot v−∇φ).
Ce procédé définit un opérateur continu T : VN (1; Ω) → VN (1; Ω).
⋆ Propriété de positivité. Pour tout u,v ∈ VN (1; Ω), on calcule alors

(µ−1rotu, rotTv)Ω = (µ−1rotu, µ(rot v − ∇φ))Ω = (rotu, rot v)Ω,

car u× n = 0 sur ∂Ω. Notons que nous avons également (µ−1rotTu, rot v)Ω = (rotu, rot v)Ω.
⋆ T est un isomorphisme de VN (1; Ω). Reprenons l’opérateur champ électrique AN (ω) :
VN (1; Ω) → VN (1; Ω) défini en (9.8). L’identité précédente permet d’écrire

(AN (0)(Tu),v)rot = (µ−1rotTu, rot v)Ω = (rotu, rot v)Ω, ∀u,v ∈ VN (1; Ω).

Puisque ∂Ω est connexe, l’application (u,v) 7→ (rotu, rot v)Ω constitue un produit scalaire sur
VN (1; Ω). Par conséquent, l’opérateur AN (0)◦T est un isomorphisme de VN (1; Ω). Puisque AN (0)
est autoadjoint, nous déduisons que AN (0) et T définissent des isomorphismes.
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Nous déduisons la

Proposition 9.3.2 Soit Ω un domaine simplement connexe tel que ∂Ω soit connexe. Supposons
l’hypothèse (Hµ) vérifiée et ε = 1. Alors, le problème pour le champ électrique (9.6) possède une
unique solution qui dépend continûment de la donnée J , pour tout ω ∈ C\S , où S est un ensemble
dénombrable possédant l’infini comme seul point d’accumulation possible.

Preuve. D’après le Lemme 9.3.1, l’opérateur AN (0), avec ε = 1, définit un isomorphisme lorsque
l’hypothèse (Hµ) est vérifiée. Puisque VN (1; Ω) s’injecte de façon compacte dans L2(Ω), AN (ω)
diffère de AN (0) d’une perturbation compacte pour tout ω ∈ C. Le théorème de Fredholm analytique
permet alors de conclure.

Remarque 9.3.3 Tout ce que venons de faire dans ce paragraphe fonctionne également en rem-
plaçant l’hypothèse « ε = 1 » par l’hypothèse « ε ≥ C > 0 ». Pour traiter le cas d’un coefficient
ε présentant un changement de signe, nous aurons besoin de supposer l’hypothèse (Hε) vérifiée
pour pouvoir construire un opérateur T qui soit bien à valeurs dans VN (ε; Ω) et pour montrer que
VN (ε; Ω) s’injecte de façon compacte dans L2(Ω).

9.3.2 Étude pour le champ magnétique avec une perméabilité µ = 1

Étudions maintenant le problème pour le champ magnétique.

Lemme 9.3.4 Soit Ω un domaine simplement connexe tel que ∂Ω soit connexe. Supposons l’hypo-
thèse (Hε) vérifiée. Alors, il existe un isomorphisme T de VT (1; Ω) tel que

(ε−1rotu, rotTv)Ω = (ε−1rotTu, rot v)Ω = (rotu, rot v)Ω, ∀u,v ∈ VT (1; Ω). (9.13)

Preuve. La preuve est très similaire à celle du Lemme 9.3.1, les différences portant uniquement
sur les conditions aux limites.
⋆ Définition de T. Considérons v ∈ VT (1; Ω).
i) Définissons d’abord φ l’unique élément de H1

0(Ω) tel que∫
Ω
ε∇φ · ∇φ′ =

∫
Ω
ε rot v · ∇φ′, ∀φ′ ∈ H1

0(Ω).

La fonction φ est bien définie car nous avons supposé (Hε) vérifiée.
ii) Ensuite, remarquons que ε(rot v − ∇φ) constitue un élément de L2(Ω) à divergence nulle.
D’après le théorème 3.12 de [2], puisque Ω est simplement connexe et puisque ∂Ω est connexe, il
existe un unique potentiel Tv ∈ VT (1; Ω) tel que rotTv = ε(rot v−∇φ). Ceci définit un opérateur
T continu de VT (1; Ω) dans VT (1; Ω).
⋆ Propriété de positivité. Pour tout u,v ∈ VT (1; Ω), on trouve

(ε−1rotu, rotTv)Ω = (ε−1rotu, ε(rot v − ∇φ))Ω = (rotu, rot v)Ω,

car φ = 0 sur ∂Ω. On a également (ε−1rotTu, rot v)Ω = (rotu, rot v)Ω.
⋆ T est un isomorphisme de VT (1; Ω). Reprenons l’opérateur champ magnétique AT (ω) :
VT (1; Ω) → VT (1; Ω) défini en (9.11). Nous pouvons écrire

(AT (0)(Tu),v)rot = (ε−1rotTu, rot v)Ω = (rotu, rot v)Ω, ∀u,v ∈ VT (1; Ω). (9.14)

Puisque Ω est simplement connexe, l’application (u,v) 7→ (rotu, rot v)Ω définit un produit scalaire
sur VT (1; Ω). L’égalité (9.14) prouve donc que AT (0) ◦ T est un isomorphisme. Puisque AT (0) est
autoadjoint, nous pouvons affirmer que AT (0) et T constituent des isomorphismes de VT (1; Ω).
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En procédant comme pour la Proposition 9.3.2, on prouve la

Proposition 9.3.5 Soit Ω un domaine simplement connexe tel que ∂Ω soit connexe. Supposons
l’hypothèse (Hε) vérifiée et µ = 1. Alors, le problème pour le champ magnétique (9.10) possède une
unique solution qui dépend continûment de la donnée J , pour tout ω ∈ C\S , où S est un ensemble
dénombrable possédant l’infini comme seul point d’accumulation possible.

Remarque 9.3.6 Comme dans la Remarque 9.3.3, indiquons que l’analyse que nous avons déve-
loppée dans ce paragraphe est également valide en remplaçant l’hypothèse « µ = 1 » par l’hypothèse
« µ ≥ C > 0 ». Lorsque µ change de signe, il faut supposer l’hypothèse (Hµ) vérifiée pour pouvoir
construire un opérateur T à valeurs dans VT (µ; Ω) et pour prouver le résultat d’injection compacte
de VT (µ; Ω) dans L2(Ω).

9.4 Résultats de compacité

Définissons les espaces, pour ξ ∈ L∞(Ω),

XN (ξ; Ω) :=
{
u ∈ H(rot ; Ω) | div (ξu) ∈ L2(Ω), u× n = 0 sur ∂Ω

}
;

XT (ξ; Ω) :=
{
u ∈ H(rot ; Ω) | div (ξu) ∈ L2(Ω), ξu · n = 0 sur ∂Ω

}
.

Nous les munissons de la norme u 7→ (∥u∥2
Ω + ∥div (ξu)∥2

Ω + ∥rotu∥2
Ω)1/2. Dans ce paragraphe,

nous prouvons que XN (ε; Ω) et XT (µ; Ω) s’injectent de façon compacte dans L2(Ω) lorsque (Hε) et
(Hµ) sont vérifiées, étendant ainsi les théorèmes classiques de [150, 117]. Ceci constitue un résultat
un peu plus général que celui dont nous avons besoin pour notre étude, à savoir l’injection compacte
de VN (ε; Ω) et VT (µ; Ω) dans L2(Ω).

9.4.1 Injection compacte de XN(ε; Ω) dans L2(Ω)

Commençons par étudier l’espace des champs électriques.

Théorème 9.4.1 Soit Ω un domaine simplement connexe tel que ∂Ω soit connexe. Supposons
l’hypothèse (Hε) vérifiée. Alors l’injection de XN (ε; Ω) dans L2(Ω) est compacte.

Preuve. Soit (un) une suite bornée de XN (ε; Ω). Définissons fn := div (εun) et F n := rotun. Les
suites (fn) et (F n) sont respectivement bornées dans L2(Ω) et dans L2(Ω). D’après le Lemme 9.2.1,
il existe, pour tout n ∈ N, φn ∈ H1

0(Ω) tel que div (ε∇φn) = div (εun). La fonction ε(un − ∇φn),
élément de L2(Ω), est à divergence nulle. Puisque ∂Ω est connexe, il existe (voir [2], théorème 3.12)
un potentiel wn appartenant à VT (1; Ω) tel que rotwn = ε(un − ∇φn). Ainsi, pour tout n ∈ N,
on a un = ∇φn + ε−1rotwn. Montrons qu’on peut extraire de (∇φn) et (rotwn) des sous-suites
qui convergent dans L2(Ω).

Le Lemme 9.2.1 assure que (φn) reste bornée dans H1
0(Ω). Puisque Tε est continu de H1

0(Ω)
dans H1

0(Ω), la suite (Tεφn) est également bornée dans H1
0(Ω). Mais H1

0(Ω) s’injecte de façon
compacte dans L2(Ω). Par conséquent, on peut extraire de (φn) une sous-suite (toujours notée
(φn)) telle que (Tεφn) converge dans L2(Ω). Introduisons φnm = φn − φm et fnm = fn − fm. Par
linéarité, on a −(ε∇φnm,∇φ′)Ω = (fnm, φ′)Ω pour tout φ′ ∈ H1

0(Ω). En choisissant φ′ = Tεφnm, on
obtient

C ∥φnm∥2
H1

0(Ω) ≤ |(ε∇φnm,∇(Tεφnm))Ω| = |(fnm, Tεφnm)Ω| .

Ceci montre que la suite (∇φn) est de Cauchy dans L2(Ω), donc qu’elle converge.

Maintenant, travaillons sur la suite (rotwn). Nous savons que w 7→ ∥rotw∥Ω définit une norme
sur VT (1; Ω). Par conséquent, la suite (wn) est bornée dans VT (1; Ω) et nous pouvons en extraire
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une sous-suite, toujours notée (wn), qui converge dans L2(Ω). En vertu du Lemme 9.3.4, il existe
un isomorphisme T de VT (1; Ω) tel que∣∣∣(ε−1rotw, rotTw)Ω

∣∣∣ = ∥rotw∥2
Ω , ∀w ∈ VT (1; Ω).

Comme T est continu, la suite (Twn) est bornée dans VT (1; Ω). Ainsi, nous pouvons extraire
de (wn) une sous-suite, toujours notée (wn), telle que (Twn) converge dans L2(Ω). Introduisons
wnm = wn−wm et F nm = F n−Fm. Puisque rot ε−1rotwn = F n dans Ω et (ε−1rotwn)×n = 0
sur ∂Ω, on a (ε−1rotwnm, rotw′)Ω = (F nm,w

′)Ω pour tout w′ ∈ VT (1; Ω). En testant avec
w′ = Twnm, on trouve :

∥rotwnm∥2
Ω = |(F nm,Twnm)Ω| .

Par conséquent, la suite (rotwn) est une suite de Cauchy dans L2(Ω). Elle converge donc.

Corollaire 9.4.2 Soit Ω un domaine simplement connexe tel que ∂Ω soit connexe. Supposons l’hy-
pothèse (Hε) vérifiée. Alors il existe une constante C telle que

∥u∥2
Ω ≤ C ∥rotu∥2

Ω , ∀u ∈ VN (ε; Ω). (9.15)

Ainsi, l’application (u,v) 7→ (rotu, rot v)Ω définit un produit scalaire sur VN (ε; Ω) et la norme
associée est équivalente à la norme canonique u 7→ (u,u)1/2

rot .

Preuve. Pour prouver ce corollaire, il suffit de montrer l’estimation (9.15). Raisonnons par l’absurde
en supposant qu’il existe une suite (un) d’éléments de VN (ε; Ω) telle que

∀n ∈ N, ∥un∥Ω = 1 et lim
n→∞

∥rotun∥Ω = 0.

D’après le Théorème 9.4.1 d’injection compacte, nous pouvons extraire de (un) une sous-suite
(toujours notée (un)) qui converge vers u dans L2(Ω). Par construction, on a ∥u∥Ω = 1. On vérifie
aisément que rotu = 0 p.p. dans Ω. De plus, un appartient à HN (rot ; Ω) pour tout n et donc, u
est un élément de HN (rot ; Ω). Puisque ∂Ω est simplement connexe, on déduit (cf. [45], théorème
8) qu’il existe un potentiel scalaire φ ∈ H1

0(Ω) tel que u = ∇φ dans Ω. Enfin, on remarque que
div (εu) = 0 et donc div (ε∇φ) = 0. Le Lemme 9.2.1 implique φ = 0 et donc u = 0. Ceci conduit à
une absurdité car on doit avoir ∥u∥Ω = 1.

9.4.2 Injection compacte de XT (µ; Ω) dans L2(Ω)

Travaillons à présent sur l’espace des champs magnétiques.

Théorème 9.4.3 Soit Ω un domaine simplement connexe tel que ∂Ω soit connexe. Supposons
l’hypothèse (Hµ) vérifiée. Alors, l’injection de XT (µ; Ω) dans L2(Ω) est compacte.

Preuve. Soit (un) une suite bornée d’éléments de XT (µ; Ω). Définissons fn := div (µun) et
F n := rotun. La suite (fn) est bornée dans L2(Ω) tandis que (F n) est bornée dans L2(Ω).
Pour tout n ∈ N, puisque

∫
Ω div (µun) =

∫
∂Ω µun · n = 0, le Lemme 9.2.5 permet de construire

φn ∈ H1
#(Ω) tel que div (µ∇φn) = div (µun). Remarquons ensuite que µ(un − ∇φn) constitue

un élément de L2(Ω) à divergence nulle tel que µ(un − ∇φn) · n = 0 sur ∂Ω. Puisque Ω est
simplement connexe, d’après le théorème 3.17 de [2], il existe un potentiel wn ∈ VN (1; Ω) tel que
rotwn = µ(un − ∇φn). Ainsi, pour tout n ∈ N, nous avons un = ∇φn + µ−1rotwn.

On montre ensuite comme dans la preuve du Théorème 9.4.1, en utilisant l’hypothèse (Hµ),
qu’on peut extraire de (∇φn) et (rotwn) des sous-suites qui convergent dans L2(Ω).



9.5. Caractère bien posé des problèmes initiaux 221

Comme précédemment, ce théorème permet d’obtenir le

Corollaire 9.4.4 Soit Ω un domaine simplement connexe tel que ∂Ω soit connexe. Supposons l’hy-
pothèse (Hµ) vérifiée. Alors, il existe une constante C telle que

∥u∥2
Ω ≤ C ∥rotu∥2

Ω , ∀u ∈ VT (µ; Ω). (9.16)

Ainsi, l’application (u,v) 7→ (rotu, rot v)Ω définit un produit scalaire sur VT (µ; Ω) et la norme
associée est équivalente à la norme canonique u 7→ (u,u)1/2

rot .

9.5 Caractère bien posé des problèmes initiaux

Nous étendons les résultats des Lemmes 9.3.1 et 9.3.4 pour pouvoir traiter le problème en champ
électrique (resp. champ magnétique) lorsque ε (resp. µ) change de signe. Nous précisons ainsi la
Remarque 9.3.3 (resp. Remarque 9.3.6).

Lemme 9.5.1 Soit Ω un domaine simplement connexe tel que ∂Ω soit connexe. Supposons les
hypothèses (Hε) et (Hµ) vérifiées. Alors :
• Il existe un isomorphisme Tε de VN (ε; Ω) tel que

(µ−1rotu, rotTεv)Ω = (µ−1rotTεu, rot v)Ω = (rotu, rot v)Ω, ∀u,v ∈ VN (ε; Ω). (9.17)

• Il existe un isomorphisme Tµ de VT (µ; Ω) tel que

(ε−1rotu, rotTµv)Ω = (ε−1rotTµu, rot v)Ω = (rotu, rot v)Ω, ∀u,v ∈ VT (µ; Ω). (9.18)

Preuve. Les premières étapes de construction des opérateurs Tε et Tµ vont être les mêmes que
celles des Lemmes 9.3.1 et 9.3.4. Nous les rappelons néanmoins dans un souci de clarté. Bien sûr,
pour obtenir des champs appartenant à VN (ε; Ω) et VT (µ; Ω) (au lieu de VN (1; Ω) et VT (1; Ω)),
il va falloir rajouter une étape.
⋆ Définition de Tε. Considérons v ∈ VN (ε; Ω).
i) Introduisons φ l’unique élément de H1

#(Ω) tel que∫
Ω
µ∇φ · ∇φ′ =

∫
Ω
µ rot v · ∇φ′, ∀φ′ ∈ H1

#(Ω).

La fonction φ est bien définie car nous avons supposé (Hµ) vérifiée.
ii) Remarquons ensuite que µ(rot v − ∇φ) constitue un élément de L2(Ω) à divergence nulle tel
que µ(rot v − ∇φ) · n = 0 sur ∂Ω. Puisque Ω est simplement connexe et puisque ∂Ω est connexe,
d’après le théorème 3.17 de [2], il existe un unique potentiel ψ appartenant à VN (1; Ω) tel que
rotψ = µ(rot v − ∇φ).
iii) Considérons ζ l’unique élément de H1

0(Ω) tel que∫
Ω
ε∇ζ · ∇ζ ′ =

∫
Ω
εψ · ∇ζ ′, ∀ζ ′ ∈ H1

0(Ω).

La fonction ζ est bien définie puisque nous avons supposé (Hε) vérifiée.
iv) Définissons enfin l’opérateur Tε : VN (ε; Ω) → VN (ε; Ω) tel que Tεv = ψ − ∇ζ pour
v ∈ VN (ε; Ω).

⋆ Définition de Tµ. Considérons v ∈ VT (µ; Ω).
i) Introduisons φ l’unique élément de H1

0(Ω) tel que∫
Ω
ε∇φ · ∇φ′ =

∫
Ω
ε rot v · ∇φ′, ∀φ′ ∈ H1

0(Ω).
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La fonction φ est bien définie puisque nous avons supposé (Hε) vérifiée.
ii) Ensuite, observons que ε(rot v − ∇φ) est dans L2(Ω), à divergence nulle. Puisque Ω est sim-
plement connexe et puisque ∂Ω est connexe, en vertu du théorème 3.12 de [2], il existe un unique
potentiel ψ ∈ VT (1; Ω) tel que rotψ = ε(rot v − ∇φ).
iii) Considérons ζ l’unique élément de H1

#(Ω) tel que∫
Ω
µ∇ζ · ∇ζ ′ =

∫
Ω
µψ · ∇ζ ′, ∀ζ ′ ∈ H1

#(Ω).

La fonction ζ est bien définie car (Hµ) est vérifiée.
iv) Définissons enfin l’opérateur Tµ : VT (µ; Ω) → VT (µ; Ω) tel que Tµv = ψ − ∇ζ pour
v ∈ VT (µ; Ω).

Un calcul simple conduit alors à (9.17) et (9.18). En procédant comme dans les Lemmes 9.3.1 et
9.3.4, en utilisant les Corollaires 9.4.2 et 9.4.4 qui prouvent que (u,v) 7→ (rotu, rot v)Ω constitue
un produit scalaire sur VN (ε; Ω) et sur VT (µ; Ω), on montre a posteriori que Tε et Tµ définissent
respectivement des isomorphismes de VN (ε; Ω) et VT (µ; Ω).

Nous disposons à présent de tous les outils pour démontrer le résultat principal de ce chapitre.

Théorème 9.5.2 Soit Ω un domaine simplement connexe tel que ∂Ω soit connexe. Effectuons les
hypothèses (Hε) et (Hµ) :

(Hε)
Il existe un isomorphisme Tε de H1

0(Ω) tel que
|(ε∇φ,∇(Tεφ))Ω| ≥ C ∥φ∥2

H1
0(Ω) , ∀φ ∈ H1

0(Ω).

(Hµ)
Il existe un isomorphisme Tµ de H1

#(Ω) tel que
|(µ∇φ,∇(Tµφ))Ω| ≥ C ∥φ∥2

H1
#(Ω) , ∀φ ∈ H1

#(Ω).

Alors on a les résultats suivants.
• Il existe une unique solution au problème pour le champ électrique

Trouver E ∈ VN (ε; Ω) tel que :∫
Ω
µ−1rotE · rotE′ − ω2εE ·E′ = iω

∫
Ω
J ·E′, ∀E′ ∈ VN (ε; Ω), (9.19)

qui dépend continûment de la donnée J , pour tout ω ∈ C\S , où S est un ensemble dénombrable
possédant l’infini comme seul point d’accumulation possible.
• Il existe une unique solution au problème pour le champ magnétique

Trouver H ∈ VT (µ; Ω) tel que :∫
Ω
ε−1rotH · rotH ′ − ω2µH ·H ′ =

∫
Ω
ε−1J · rotH ′, ∀H ′ ∈ VT (µ; Ω),

qui dépend continûment de la donnée J , pour tout ω ∈ C\S .
• Les équations de Maxwell (9.1)-(9.2) possèdent une unique solution pour tout ω ∈ C\S .

Preuve. Commençons par le premier point. Le Lemme 9.5.1 assure qu’il existe un isomorphisme
Tε : VN (ε; Ω) → VN (ε; Ω) tel que (u,v) 7→ (µ−1rotu, rotTεv)Ω soit coercive sur VN (ε; Ω) ×
VN (ε; Ω). Maintenant, puisque Tε est un isomorphisme, le champ E vérifie (9.19) si et seulement
si E satisfait le problème

Trouver E ∈ VN (ε; Ω) tel que :∫
Ω
µ−1rotE · rot (TεE′) − ω2εE · (TεE′) = iω

∫
Ω
J · (TεE′), ∀E′ ∈ VN (ε; Ω).

Or d’après le Théorème 9.4.1, l’injection de VN (ε; Ω) dans L2(Ω) est compacte. Par conséquent,
l’alternative de Fredholm est vérifiée pour ce problème. Le second point se montre de la même façon
tandis que le troisième s’obtient à partir des Théorèmes 9.2.3 et 9.2.7.
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9.6 Illustrations

Nous appliquons le Théorème 9.5.2 dans quelques configurations simples. Nous nous intéressons
à des situations pour lesquelles le milieu est constitué de deux matériaux différents. Pour modéliser
ce problème, nous supposons Ω divisé en deux sous-domaines Ω1 et Ω2 avec Ω = Ω1 ∪ Ω2 et
Ω1 ∩Ω2 = ∅. Notons Σ := ∂Ω1 \∂Ω = ∂Ω2 \∂Ω. Introduisons ε1 et µ1 (resp. ε2 et µ2) deux éléments
de L∞(Ω1) (resp. L∞(Ω2)). Définissons les fonctions ε et µ telles que ε|Ωk

= εk et µ|Ωk
= µk pour

k = 1, 2. Nous supposons Ω1 occupé par un matériau positif usuel et Ω2 rempli d’un matériau
possiblement négatif (pour ε et/ou µ). Pour cela, nous effectuons les hypothèses suivantes :
– il existe une constante C telle que ε1 ≥ C > 0 et µ1 ≥ C > 0 p.p. dans Ω1 ;
– il existe une constante C telle que ε2 ≥ C > 0 p.p. dans Ω2 ou ε2 ≤ −C < 0 p.p. dans Ω2 ;
– il existe une constante C telle que µ2 ≥ C > 0 p.p. dans Ω2 ou µ2 ≤ −C < 0 p.p. dans Ω2.

Sous ces hypothèses, on a ε−1 ∈ L∞(Ω) et µ−1 ∈ L∞(Ω). Définissons alors

σ+
1 := sup

Ω1

σ1, σ+
2 := sup

Ω2

|σ2|, σ−
1 := inf

Ω1
σ1 et σ−

2 := inf
Ω2

|σ2|, pour σ = ε, µ.

De façon générale, si v est une fonction mesurable sur Ω, nous utilisons la notation vk := v|Ωk
,

k = 1, 2.

Figure 9.1 – Géométries canoniques : domaine symétrique, arête prismatique, coin de Fichera et
cavité non symétrique.

9.6.1 Domaine symétrique

Soit Ω un domaine symétrique, au sens où Ω1 est l’image de Ω2 par une symétrie. Sans perte
de généralité, nous supposons que l’interface Σ est incluse dans le plan z = 0 (voir la Figure
9.1, à gauche, pour un exemple). Considérons les opérateurs R1 et R2 respectivement définis par
(R1φ1)(x, y, z) = φ1(x, y,−z) et (R2φ2)(x, y, z) = φ2(x, y,−z) pour φ ∈ H1(Ω). Définissons les
opérateurs T1 et T2 tels que :

T1φ =
{
φ1 dans Ω1
−φ2 + 2R1φ1 dans Ω2

; T2φ =
{
φ1 − 2R2φ2 dans Ω1
−φ2 dans Ω2

. (9.20)

En remarquant que T1 ◦ T1 = T2 ◦ T2 = Id, on déduit que T1 et T2 constituent des isomorphismes de
H1(Ω). Les restrictions Tε1 et Tε2 de T1 et T2 à H1

0(Ω) sont des isomorphismes de H1
0(Ω).

Introduisons la forme linéaire γ : H1(Ω) → R telle que γ(φ) =
∫

Ω φ/
∫

Ω 1. Définissons alors les
opérateurs Tµ1 et Tµ2 tels que, pour tout φ ∈ H1

#(Ω), Tµ1φ = T1φ − γ(T1φ) et Tµ2φ = T2φ − γ(T2φ).
Remarquons que Tµ1 et Tµ2 sont bien à valeurs dans H1

#(Ω). De plus, on a

Tµ1 (Tµ1φ) = Tµ1 (T1φ− γ(T1φ)) = T1(T1φ− γ(T1φ)) − γ(T1(T1φ− γ(T1φ)))
= φ− T1(γ(T1φ)) − γ(φ− T1(γ(T1φ)))
= φ− T1(γ(T1φ)) + γ(T1(γ(T1φ))) = φ.
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Ainsi, Tµ1 ◦ Tµ1 = Id. De même, on montre que Tµ2 ◦ Tµ2 = Id. Ceci prouve que Tµ1 et Tµ2 sont des
isomorphismes de H1

#(Ω).

Proposition 9.6.1 (Domaine symétrique)
Supposons que ε vérifie ε ≥ C > 0 p.p. dans Ω ou max(ε−

1 /ε
+
2 , ε

−
2 /ε

+
1 ) > 1.

Supposons que µ vérifie µ ≥ C > 0 p.p. dans Ω ou max(µ−
1 /µ

+
2 , µ

−
2 /µ

+
1 ) > 1.

Alors les équations de Maxwell (9.1)-(9.2) possèdent une unique solution pour tout ω ∈ C\S , où
S est un ensemble dénombrable possédant l’infini comme seul point d’accumulation possible.

Preuve. Pour démontrer ce résultat, il suffit d’appliquer le Théorème 9.5.2. Pour vérifier les hypo-
thèses (Hε) et (Hµ), on travaille avec Tε et Tµ comme dans les tableaux suivants.

Pour ε ≥ C > 0 ε−
1 /ε

+
2 > 1 ε−

2 /ε
+
1 > 1

Prendre Tε égal à Id Tε1 Tε2

Pour µ ≥ C > 0 µ−
1 /µ

+
2 > 1 µ−

2 /µ
+
1 > 1

Prendre Tµ égal à Id Tµ1 Tµ2

Lorsque ε et µ sont constantes de part et d’autre de l’interface, l’énoncé de la Proposition 9.6.1 se
simplifie.

Proposition 9.6.2 (Domaine symétrique : coefficients constants par morceaux)
Supposons que ε1, ε2, µ1 et µ2 soient des constantes. Supposons de plus κε := ε2/ε1 ∈ C∗\{−1}
et κµ := µ2/µ1 ∈ C∗\{−1}. Alors les équations de Maxwell (9.1)-(9.2) possèdent une unique solu-
tion pour tout ω ∈ C\S , où S est un ensemble dénombrable possédant l’infini comme seul point
d’accumulation possible.

9.6.2 Arête prismatique

Considérons la géométrie de la Figure 9.1, milieu-gauche. Introduisons les coordonnées cylin-
driques (r, θ, z) centrées sur l’arête et telles que les coordonnées cartésiennes vérifient (x, y, z) =
(r cos θ, r sin θ, z). Notons H > 0 la hauteur du cylindre, R > 0 son rayon. Pour 0 < α < 2π,
définissons

Ω1 := {(r cos θ, r sin θ, z) | 0 < r < R, 0 < θ < α, 0 < z < H} ;
Ω2 := {(r cos θ, r sin θ, z) | 0 < r < R, α < θ < 2π, 0 < z < H} .

Introduisons les deux opérateurs R1 et R2 tels que (R1φ1)(r, θ, z) = φ1(r, α
α−2π (θ − 2π), z) et

(R2φ2)(r, θ, z) = φ2(r, α−2π
α θ + 2π, z) pour φ ∈ H1(Ω).

En procédant comme pour le domaine symétrique, on obtient la

Proposition 9.6.3 (arête prismatique)
Définissons Iα := max( α

2π−α ,
2π−α
α ).

Supposons que ε vérifie ε ≥ C > 0 p.p. dans Ω ou max(ε−
1 /ε

+
2 , ε

−
2 /ε

+
1 ) > Iα.

Supposons que µ vérifie µ ≥ C > 0 p.p. dans Ω ou max(µ−
1 /µ

+
2 , µ

−
2 /µ

+
1 ) > Iα.

Alors les équations de Maxwell (9.1)-(9.2) possèdent une unique solution pour tout ω ∈ C\S , où
S est un ensemble dénombrable possédant l’infini comme seul point d’accumulation possible.

Proposition 9.6.4 (arête prismatique : coefficients constants par morceaux)
Supposons que ε1, ε2, µ1 et µ2 soient des constantes. Définissons Iα := max( α

2π−α ,
2π−α
α ). Supposons

κε := ε2/ε1 ∈ C∗\[−Iα; −1/Iα] et κµ := µ2/µ1 ∈ C∗\[−Iα; −1/Iα]. Alors les équations de Maxwell
(9.1)-(9.2) possèdent une unique solution pour tout ω ∈ C\S , où S est un ensemble dénombrable
possédant l’infini comme seul point d’accumulation possible.
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9.6.3 Coin de Fichera

Considérons la géométrie de la Figure 9.1, milieu-droite. Plus précisément, définissons
Ω :=] − 1; 1[3, avec Ω1 :=]0; 1[3, et Ω2 := Ω\Ω1.

Introduisons les opérateurs R1, R2, tels que, pour φ ∈ H1(Ω),

(R1φ1)(x, y, z) =



φ1(−x, y, z) dans Ω1
2 :=] − 1; 0[×]0; 1[2

φ1(x,−y, z) dans Ω2
2 :=]0; 1[×] − 1; 0[×]0; 1[

φ1(x, y,−z) dans Ω3
2 :=]0; 1[2×] − 1; 0[

φ1(−x,−y, z) dans Ω4
2 :=] − 1; 0[2×]0; 1[

φ1(−x, y,−z) dans Ω5
2 :=] − 1; 0[×]0; 1[×] − 1; 0[

φ1(x,−y,−z) dans Ω6
2 :=]0; 1[×] − 1; 0[2

φ1(−x,−y,−z) dans Ω7
2 :=] − 1; 0[3

;

(R2φ2)(x, y, z) = φ1
2(−x, y, z) + φ2

2(x,−y, z) + φ3
2(x, y,−z)

−φ4
2(−x,−y, z) − φ5

2(−x, y,−z) − φ6
2(x,−y,−z)

+φ7
2(−x,−y,−z).

Ci-dessus, pour ℓ = 1 . . . 7, φℓ2 désigne la restriction de φ2 à Ωℓ
2.

De nouveau, en procédant comme pour le cas du domaine symétrique, on obtient la

Proposition 9.6.5 (coin de Fichera)
Supposons que ε vérifie ε ≥ C > 0 p.p. dans Ω ou max(ε−

1 /ε
+
2 , ε

−
2 /ε

+
1 ) > 7.

Supposons que µ vérifie µ ≥ C > 0 p.p. dans Ω ou max(µ−
1 /µ

+
2 , µ

−
2 /µ

+
1 ) > 7.

Alors les équations de Maxwell (9.1)-(9.2) possèdent une unique solution pour tout ω ∈ C\S , où
S est un ensemble dénombrable possédant l’infini comme seul point d’accumulation possible.

Proposition 9.6.6 (coin de Fichera : coefficients constants par morceaux)
Supposons que ε1, ε2, µ1 et µ2 soient des constantes. Supposons κε := ε2/ε1 ∈ C∗\[−7; −1/7] et
κµ := µ2/µ1 ∈ C∗\[−7; −1/7]. Alors les équations de Maxwell (9.1)-(9.2) possèdent une unique
solution pour tout ω ∈ C\S , où S est un ensemble dénombrable possédant l’infini comme seul
point d’accumulation possible.

9.6.4 Cavité non symétrique

Considérons la cavité non symétrique de la Figure 9.1. Plus précisément, définissons
Ω := {(x, y, z) ∈] − a; b[×]0; 1[×]0; 1[}, Ω1 :=] − a; 0[×]0; 1[×]0; 1[ et Ω2 :=]0; b[×]0; 1[×]0; 1[
avec a > 0 et b > 0. L’interface Σ est alors égale à {0}×]0; 1[×]0; 1[. Supposons que ε1, ε2, µ1 et µ2
soient des constantes. Nous définissons κε := ε2/ε1 et κµ := µ2/µ1.

Rappelons que dans le §9.2.1, nous avons défini l’opérateur Aε tel que, pour tout φ,φ′ ∈ H1
0(Ω),

(∇(Aεφ),∇φ′)Ω = (ε∇φ,∇φ′)Ω tandis que dans le §9.2.2, nous avons introduit l’opérateur Aµ tel
que, pour tout φ,φ′ ∈ H1

#(Ω), (∇(Aµφ),∇φ′)Ω = (µ∇φ,∇φ′)Ω. Pour cette géométrie particulière,
nous savons (voir le Chapitre 1) que l’opérateur Aε (resp. Aµ) est Fredholm d’indice zéro si et
seulement si κε ̸= −1 (resp. κµ ̸= −1). Pour appliquer le Théorème 9.5.2, nous avons besoin que
Aε et Aµ soient des isomorphismes. Par conséquent, nous allons étudier la question de l’injectivité
de Aε et Aµ. Commençons par Aε. Considérons φ un élément de H1

0(Ω) tel que Aεφ = 0. Le couple
(φ1, φ2) vérifie les équations

∆φ1 = 0 dans Ω1;
∆φ2 = 0 dans Ω2;

φ1 − φ2 = 0 sur Σ;
ε1∂xφ1 − ε2∂xφ2 = 0 sur Σ.
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En décomposant φ1 et φ2 en série de Fourier (la famille {(y, z) 7→ sin(mπy) sin(nπz)}∞
m,n=1 constitue

une base hilbertienne de L2(]0; 1[×]0; 1[)), nous obtenons

φ1(x, y, z) =
∑∞
n=1

∑∞
m=1 φ

mn
1 sinh(

√
m2 + n2π(x+ a)) sin(mπy) sin(nπz)

et φ2(x, y, z) =
∑∞
n=1

∑∞
m=1 φ

mn
2 sinh(

√
m2 + n2π(x− b)) sin(mπy) sin(nπz),

où φmn1 et φmn2 sont des constantes. De plus, les conditions de transmission impliquent,

∀(m,n) ∈ N∗ × N∗,
φmn1 sinh(

√
m2 + n2πa) = −φmn2 sinh(

√
m2 + n2πb)

φmn1 ε1 cosh(
√
m2 + n2πa) = φmn2 ε2 cosh(

√
m2 + n2πb)

. (9.21)

Pour chaque (m,n) ∈ N∗ ×N∗, il existe une solution non triviale au système (9.21) (en (φmn1 , φmn2 ))
si et seulement si

0 = ε2 sinh(
√
m2 + n2πa) cosh(

√
m2 + n2πb) + ε1 sinh(

√
m2 + n2πb) cosh(

√
m2 + n2πa)

⇔ κε = −
tanh(

√
m2 + n2πb)

tanh(
√
m2 + n2πa)

.

Par conséquent, Aε constitue un isomorphisme de H1
0(Ω) si et seulement si κε n’est pas un élément

de
Kε := {− tanh(

√
m2 + n2πb)/ tanh(

√
m2 + n2πa), (m,n) ∈ N∗ × N∗} ∪ {−1}. (9.22)

En procédant de la même façon, en remplaçant les « sin » par des « cos » et les « sinh » par des
« cosh » pour satisfaire la condition de Neumann, on montre que Aµ définit un isomorphisme de
H1

#(Ω) si et seulement si κµ n’appartient pas à

Kµ := {− tanh(
√
m2 + n2πa)/ tanh(

√
m2 + n2πb), (m,n) ∈ N∗ × N∗} ∪ {−1}. (9.23)

Remarque 9.6.7 La fonction g : z 7→ − tanh(zπb)/ tanh(zπa) est continue sur R+, strictement
décroissante si a > b et strictement croissante si a < b. De plus, on a limz→+∞ g(z) = −1.

Remarque 9.6.8 Pour cette géométrie 3D particulière, on retrouve le résultat du Théorème 7.2.1
du Chapitre 7 pour les géométries 2D : le problème avec condition de Dirichlet pour le contraste κε
est bien posé si et seulement si le problème avec condition de Neumann est bien posé pour κµ = κ−1

ε .

Nous déduisons la

Proposition 9.6.9 (cavité non symétrique : coefficients constants par morceaux)
Supposons que ε1, ε2, µ1 et µ2 soient des constantes. Supposons κε = ε2/ε1 ∈ C∗\Kε et κµ =
µ2/µ1 ∈ C∗\Kµ, avec Kε et Kµ définis respectivement en (9.22) et (9.23). Alors les équations
de Maxwell (9.1)-(9.2) possèdent une unique solution pour tout ω ∈ C\S , où S est un ensemble
dénombrable possédant l’infini comme seul point d’accumulation possible.

9.7 Extension : problèmes scalaires non injectifs

Dans les paragraphes précédents, nous avons introduit les formes bilinéaires aε et aµ telles que

aε(φ,φ′) = (ε∇φ,∇φ′)Ω, ∀φ,φ′ ∈ H1
0(Ω),

aµ(φ,φ′) = (µ∇φ,∇φ′)Ω, ∀φ,φ′ ∈ H1
#(Ω).

Avec le théorème de représentation de Riesz, nous avons défini les opérateurs

Aε : H1
0(Ω) → H1

0(Ω) tel que (∇(Aεφ),∇φ′)Ω = aε(φ,φ′), ∀φ,φ′ ∈ H1
0(Ω),

et Aµ : H1
#(Ω) → H1

#(Ω) tel que (∇(Aµφ),∇φ′)Ω = aµ(φ,φ′), ∀φ,φ′ ∈ H1
#(Ω).
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Le Théorème 9.5.2 indique que les équations de Maxwell (9.1)-(9.2) sont bien posées au sens de
Fredholm lorsque Aε et Aµ définissent des isomorphismes. Dans cette section, nous souhaitons
nous intéresser à des configurations pour lesquelles Aε et Aµ sont des opérateurs Fredholm d’in-
dice zéro non injectifs. Dans l’exemple de la cavité non symétrique décrit dans le §9.6.4, ceci
correspond à considérer la situation où κε ∈ Kε\{−1} et κµ ∈ Kµ\{−1}. Par souci de conci-
sion, nous nous concentrerons sur des cas pour lesquels Aε et Aµ possèdent tous les deux un
noyau non réduit à zéro. Lorsqu’un seul des opérateurs n’est pas injectif, la méthode à utiliser
pour étudier les équations de Maxwell se déduit facilement de la démarche que nous allons présenter.

Supposons donc que la géométrie et les paramètres physiques ε, µ soient tels que Aε : H1
0(Ω) →

H1
0(Ω) et Aµ : H1

#(Ω) → H1
#(Ω) constituent des opérateurs Fredholm d’indice zéro non injectifs.

Introduisons {λεi}N
ε

i=1 une base de kerAε telle que (∇λεi ,∇λεj)Ω = δij et {λµi }Nµ

i=1 une base de kerAµ
telle que (∇λµi ,∇λ

µ
j )Ω = δij . Définissons les espaces Sε et Sµ tels que

H1
0(Ω) = kerAε

⊥
⊕ Sε et H1

#(Ω) = kerAµ
⊥
⊕ Sµ.

Considérons les formes bilinéaires ãε et ãµ telles que

ãε(φ,φ′) = (ε∇φ,∇φ′)Ω, ∀φ,φ′ ∈ Sε,
ãµ(φ,φ′) = (µ∇φ,∇φ′)Ω, ∀φ,φ′ ∈ Sµ.

Avec le théorème de représentation de Riesz, définissons les opérateurs

Ãε : Sε → Sε tel que (∇(Ãεφ),∇φ′)Ω = ãε(φ,φ′), ∀φ,φ′ ∈ Sε,
et Ãµ : Sµ → Sµ tel que (∇(Ãµφ),∇φ′)Ω = ãµ(φ,φ′), ∀φ,φ′ ∈ Sµ.

Classiquement (voir [116]), on a la

Proposition 9.7.1 Les opérateurs Ãε : Sε → Sε et Ãµ : Sµ → Sµ définissent des isomorphismes.

À présent, remarquons que pour i = 1 . . . N ε, pour tout ω ∈ C∗, ∇λεi satisfait le problème homogène
pour le champ électrique (9.6) posé dans VN (ε; Ω) mais pas le problème homogène (9.3) posé dans
HN (rot ; Ω). De même, pour i = 1 . . . Nµ, pour tout ω ∈ C∗, ∇λµi vérifie le problème homogène
pour le champ magnétique (9.10) posé dans VT (µ; Ω) mais pas le problème homogène (9.4) posé
dans H(rot ; Ω). Par conséquent, les Théorèmes 9.2.3 et 9.2.7 ne sont manifestement plus valides
lorsque Ãε et Ãµ possèdent un noyau non réduit à zéro.

Cette observation importante nous encourage à écrire des formulations des équations de Max-
well dans des espaces différents de VN (ε; Ω) et VT (µ; Ω). De façon peut-être contre intuitive,
pour éliminer les noyaux vect(∇λε1, . . . ,∇λεNε) et vect(∇λµ1 , . . . ,∇λ

µ
Nµ) des formulations posées

respectivement dans VN (ε; Ω) et VT (µ; Ω), nous allons enrichir les espaces variationnels. La
démarche inverse, consistant à travailler dans des espaces plus restreints, dans lesquels on aurait
éliminer vect(∇λε1, . . . ,∇λεNε) et vect(∇λµ1 , . . . ,∇λ

µ
Nµ), semble poser problème pour prouver un

résultat d’équivalence avec les équations de Maxwell initiales. Introduisons

ṼN (ε; Ω) := {u ∈ HN (rot ; Ω) | (εu,∇φ)Ω = 0, ∀φ ∈ Sε} ;
ṼT (µ; Ω) := {u ∈ H(rot ; Ω) | (µu,∇φ)Ω = 0, ∀φ ∈ Sµ} .

Notons qu’on a VN (ε; Ω) ⊂ ṼN (ε; Ω) et VT (µ; Ω) ⊂ ṼT (µ; Ω). Précisons le lien entre ces espaces
avec les lemmes suivants.

Lemme 9.7.2 Pour i = 1 . . . N ε, il existe Λε
i ∈ ṼN (ε; Ω) tel que (εΛε

i ,∇λεj)Ω = δij, pour j =
1 . . . N ε. On déduit

ṼN (ε; Ω) = VN (ε; Ω) ⊕ vect(Λε
i )N

ε

i=1.
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Preuve. Pour j = 1 . . . N ε, introduisons la forme linéaire ℓj sur ṼN (ε; Ω) définie par ℓj(v) =
(εv,∇λεj)Ω. Montrons que la famille ℓ1, . . . , ℓNε est libre. Donnons-nous N ε constantes α1, . . . , αNε

telles que
∑Nε

j=1 αjℓj = 0. Dans ce cas, pour tout v ∈ ṼN (ε; Ω), on a (εv,
∑Nε

j=1 αj∇λεj)Ω = 0.
Ceci implique (εw,

∑Nε

j=1 αj∇λεj)Ω = 0 pour tout w ∈ HN (rot ; Ω). Pour le voir, pour
w ∈ HN (rot ; Ω), introduisons φ ∈ Sε la fonction telle que (ε∇φ,∇φ′)Ω = (εw,∇φ′)Ω pour
tout φ′ ∈ Sε. On a w − ∇φ ∈ ṼN (ε; Ω). Puisque (ε∇φ,∇λεj)Ω = 0, j = 1 . . . N ε, on obtient bien
(εw,

∑Nε

j=1 αj∇λεj)Ω = 0.

En utilisant la densité de C ∞
0 (Ω)2 ⊂ HN (rot ; Ω) dans L2(Ω), on déduit

∑Nε

j=1 αj∇λεj = 0.
Puisque la famille λε1, . . . , λεNε constitue une base de kerAε, on a α1 = · · · = αNε = 0. Ceci achève
de montrer que ℓ1, . . . , ℓNε est libre. En utilisant le Théorème 7.3.5 de base antéduale du Chapitre
7, on obtient le résultat du lemme.

En procédant de la même façon, on prouve le
Lemme 9.7.3 Pour i = 1 . . . Nµ, il existe Λµ

i ∈ ṼT (µ; Ω) tel que (µΛµ
i ,∇λ

µ
j )Ω = δij, pour j =

1 . . . Nµ. On déduit
ṼT (µ; Ω) = VT (ε; Ω) ⊕ vect(Λµ

i )Nµ

i=1.

9.7.1 Problèmes scalaires non injectifs : formulations équivalentes

Maintenant, nous pouvons donner des formulations équivalentes au problème (9.1)-(9.2) dans
les espaces ṼN (ε; Ω) et ṼT (µ; Ω).
Théorème 9.7.4 Supposons ω ̸= 0. Supposons l’opérateur Aε : H1

0(Ω) → H1
0(Ω) Fredholm d’indice

zéro avec un noyau non réduit à zéro vect{λεi}N
ε

i=1.
1) Si (E,H) vérifie (9.1)-(9.2) alors E est une solution du problème

Trouver E ∈ ṼN (ε; Ω) tel que :∫
Ω
µ−1rotE · rotE′ − ω2εE ·E′ = iω

∫
Ω
J ·E′, ∀E′ ∈ ṼN (ε; Ω). (9.24)

2) Si E satisfait (9.24) alors (E, (iωµ)−1rotE) est solution de (9.1)-(9.2).
Preuve. Concentrons-nous sur la preuve 2) ⇒ 1). Montrons que si E ∈ ṼN (ε; Ω) ⊂ HN (rot ; Ω)
satisfait (9.24) alors E est une solution du problème (9.7) posé dans HN (rot ; Ω). Pour tout E′

dans HN (rot ; Ω), la Proposition 9.7.1 indique qu’on peut construire φ ∈ Sε tel que ãε(φ,φ′) =
(εE′,∇φ′)Ω, pour tout φ′ ∈ Sε. La fonction E′ − ∇φ appartient à ṼN (ε; Ω). En remarquant que
(εE,∇φ)Ω = 0 et (J ,∇φ)Ω = 0 (rappelons que divJ = 0), on obtient∫

Ω
µ−1rotE · rotE′ − ω2εE ·E′ = iω

∫
Ω
J ·E′,

ce qui prouve que E vérifie (9.7). Par conséquent, si le champ E satisfait (9.24) alors
(E, (iωµ)−1rotE) vérifie (9.1)-(9.2).

En adaptant la preuve du Théorème 9.7.4, on obtient le
Théorème 9.7.5 Supposons ω ̸= 0. Supposons l’opérateur Aµ : H1

#(Ω) → H1
#(Ω) Fredholm d’in-

dice zéro avec un noyau non réduit à zéro vect{λµi }Nµ

i=1.
1) Si (E,H) vérifie (9.1)-(9.2) alors H est une solution du problème

Trouver H ∈ ṼT (µ; Ω) tel que :∫
Ω
ε−1rotH · rotH ′ − ω2µH ·H ′ =

∫
Ω
ε−1J · rotH ′, ∀H ′ ∈ ṼT (µ; Ω). (9.25)

2) Si H satisfait (9.25) alors (i(ωε)−1(rotH − J),H) est solution de (9.1)-(9.2).
À présent, nous souhaitons étudier les formulations (9.24) et (9.25). Nous avons pour cela besoin
de nouveaux résultats de compacité.
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9.7.2 Problèmes scalaires non injectifs : résultats de compacité

Commençons par démontrer le résultat de compacité nécessaire à l’étude du problème pour le
champ électrique.
Théorème 9.7.6 Soit Ω un domaine simplement connexe tel que ∂Ω soit connexe. Supposons
l’opérateur Aε : H1

0(Ω) → H1
0(Ω) Fredholm d’indice zéro avec un noyau non réduit à zéro vect{λεi}N

ε

i=1.
Alors l’injection de ṼN (ε; Ω) dans L2(Ω) est compacte.
Preuve. Soit (un) une suite bornée de ṼN (ε; Ω). Pour tout n ∈ N, en utilisant le Lemme 9.7.2,
définissons vn ∈ VN (ε; Ω) et (α1n, . . . , αNεn) ∈ CNε les éléments tels que un = vn +

∑Nε

i=1 αinΛε
i .

Pour montrer le Théorème 9.7.6, il suffit de prouver qu’on peut extraire de (vn) une sous-suite qui
converge dans L2(Ω). Définissons F n = rot vn. La suite (F n) est bornée dans L2(Ω). Pour tout
n ∈ N, on a div (εvn) = 0. Puisque ∂Ω est connexe, il existe (voir [2], théorème 3.12) wn ∈ VT (1; Ω)
tel que rotwn = εvn. Ainsi, pour tout n ∈ N, on a vn = ε−1rotwn. Montrons qu’on peut extraire
de (rotwn) une sous-suite qui converge dans L2(Ω).

Nous savons que w 7→ ∥rotw∥Ω définit une norme sur VT (1; Ω). Par conséquent, la suite
(wn) est bornée dans VT (1; Ω). Puisque rot ε−1rotwn = F n dans Ω et (ε−1rotwn) × n = 0 sur
∂Ω, on a (ε−1rotwn, rotw′)Ω = (F n,w

′)Ω pour tout w′ ∈ VT (1; Ω).
Maintenant, construisons un opérateur continu T de VT (1; Ω) dans VT (1; Ω) pour restaurer une
certaine positivité. Considérons w ∈ VT (1; Ω).
i) Définissons d’abord φ l’unique élément de Sε tel que∫

Ω
ε∇φ · ∇φ′ =

∫
Ω
ε (rotw −

Nε∑
i=1

βiΛε
i ) · ∇φ′, ∀φ′ ∈ Sε,

où βi = (ε rotw,∇λεi )Ω. La fonction φ est bien définie car Ãε définit un isomorphisme de Sε.
ii) Remarquons ensuite que ε(rotw−

∑Nε

i=1 βiΛε
i −∇φ) constitue un élément de L2(Ω) à divergence

nulle. Puisque Ω est simplement connexe et puisque ∂Ω est connexe, d’après le théorème 3.12 de
[2], il existe un unique potentiel Tw ∈ VT (1; Ω) tel que rotTw = ε(rotw −

∑Nε

i=1 βiΛε
i − ∇φ).

Ceci définit un opérateur T continu de VT (1; Ω) dans VT (1; Ω).
Puisque T est continu, la suite (Twn) est bornée dans VT (1; Ω). On peut donc extraire une sous-
suite de (wn), toujours notée (wn), telle que (Twn) converge dans L2(Ω). Puisque pour i = 1 . . . N ε,
la suite (βin), avec βin = (ε rotwn,∇λεi ), est bornée dans C, on peut extraire une sous-suite de (wn),
toujours notée (wn), telle que (βin) converge. Introduisons wnm := wn −wm, F nm := F n −Fm et
βinm := βin − βim. On a

|(F nm, Twnm)Ω| =
∣∣(ε−1rotwnm, rotTwnm)Ω

∣∣
≥ ∥rotwnm∥2

Ω −
∑Nε

i=1 |βinm||(rotwnm,Λε
i )Ω|.

Cette estimation montre que (rotwn) constitue une suite de Cauchy de L2(Ω). Par conséquent, elle
converge. Ainsi, on peut extraire de (vn) = (ε−1rotwn) une sous-suite qui converge dans L2(Ω).

En travaillant de la même manière, on prouve le
Théorème 9.7.7 Soit Ω un domaine simplement connexe tel que ∂Ω soit connexe. Supposons l’opé-
rateur Aµ : H1

#(Ω) → H1
#(Ω) Fredholm d’indice zéro avec un noyau non réduit à zéro vect{λµi }Nµ

i=1.
Alors l’injection de ṼT (µ; Ω) dans L2(Ω) est compacte.

9.7.3 Problèmes scalaires non injectifs : retour aux problèmes initiaux

Avec le théorème de représentation de Riesz, introduisons les opérateurs bornés ÃN (ω) :
ṼN (ε; Ω) → ṼN (ε; Ω) et ÃT (ω) : ṼT (µ; Ω) → ṼT (µ; Ω) tels que

(ÃN (ω)E,E′)rot = (µ−1rotE, rotE′)Ω − ω2(εE,E′)Ω, ∀E,E′ ∈ ṼN (ε; Ω),
(ÃT (ω)H,H ′)rot = (ε−1rotH, rotH ′)Ω − ω2(µH,H ′)Ω, ∀H,H ′ ∈ ṼT (µ; Ω).
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Énonçons maintenant le résultat principal lorsque la géométrie et les coefficients physiques ε, µ sont
tels que les problèmes scalaires sont bien posés au sens de Fredholm avec un noyau non réduit à
zéro.

Théorème 9.7.8 Soit Ω un domaine simplement connexe tel que ∂Ω soit connexe. Considérons
J ∈ L2(Ω) tel que divJ = 0.
Supposons l’opérateur Aε : H1

0(Ω) → H1
0(Ω) Fredholm avec un noyau non trivial vect{λεi}N

ε

i=1.
Supposons l’opérateur Aµ : H1

#(Ω) → H1
#(Ω) Fredholm avec un noyau non trivial vect{λµi }Nµ

i=1.
Alors on a le résultat suivant.
• Pour tout ω ∈ C, l’opérateur ÃN (ω) : ṼN (ε; Ω) → ṼN (ε; Ω) constitue un opérateur Fredholm
d’indice zéro. De plus, pour ω ∈ C∗, E ∈ ṼN (ε; Ω) satisfait (ÃN (ω)E,E′)rot = iω(J ,E′)Ω, pour
tout E′ ∈ ṼN (ε; Ω), si et seulement si le couple (E, (iωµ)−1rotE) vérifie les équations de Maxwell
(9.1)-(9.2).
• Pour tout ω ∈ C, ÃT (ω) : ṼT (µ; Ω) → ṼT (µ; Ω) constitue un opérateur Fredholm d’indice
zéro. De plus, pour ω ∈ C∗, H ∈ ṼT (µ; Ω) satisfait (ÃT (ω)H,H ′)rot = (ε−1J , rotH ′)Ω, pour
tout H ′ ∈ ṼT (µ; Ω), si et seulement si le couple (i(ωε)−1(rotH − J),H) vérifie les équations de
Maxwell (9.1)-(9.2).

Preuve. Prouvons que ÃN (ω) constitue un opérateur Fredholm d’indice zéro. Pour tout ω ∈ C,
en utilisant le Théorème 9.7.6, on prouve que ÃN (ω) − ÃN (0) constitue un opérateur compact
de ṼN (ε; Ω). Par conséquent, d’après [116, théorème 2.26], ÃN (ω) est Fredholm d’indice zéro si
seulement si ÃN (0) est Fredholm d’indice zéro. Dans la suite de la preuve, nous travaillons sur
l’opérateur ÃN (0). Nous allons construire un opérateur continu T̃ε : ṼN (ε; Ω) → ṼN (ε; Ω) pour
recouvrer une certaine positivité, à une perturbation compacte près. Considérons u ∈ ṼN (ε; Ω).
i) Définissons d’abord φ l’unique élément de Sµ tel que

∫
Ω
µ∇φ · ∇φ′ =

∫
Ω
µ (rotu−

Nµ∑
i=1

βiΛµ
i ) · ∇φ′, ∀φ′ ∈ Sµ,

où βi = (µ rotu,∇λµi )Ω. La fonction φ est bien définie puisque Ãµ est un isomorphisme de Sµ.
ii) Remarquons ensuite que µ(rotu−

∑Nµ

i=1 βiΛ
µ
i −∇φ) constitue un élément de L2(Ω) à divergence

nulle tel que µ(rotu−
∑Nµ

i=1 βiΛ
µ
i −∇φ)·n = 0 sur ∂Ω. Puisque Ω est simplement connexe et puisque

∂Ω est connexe, en vertu du théorème 3.17 de [2], il existe un unique potentiel ψ ∈ VN (1; Ω) tel
que rotψ = µ(rotu−

∑Nµ

i=1 βiΛ
µ
i − ∇φ).

iii) Considérons ζ l’unique élément de Sε tel que∫
Ω
ε∇ζ · ∇ζ ′ =

∫
Ω
εψ · ∇ζ ′, ∀ζ ′ ∈ Sε.

La fonction ζ est bien définie puisque Ãε est un isomorphisme de Sε.
iv) Enfin, définissons l’opérateur T̃ε : ṼN (ε; Ω) → ṼN (ε; Ω) qui à u ∈ ṼN (ε; Ω) fait correspondre
T̃εu = ψ − ∇ζ ainsi que l’opérateur K̃ε : ṼN (ε; Ω) → ṼN (ε; Ω) tel que

(K̃εu,v)rot = (u,v)Ω +
Nµ∑
i=1

(µ rotu,∇λµi )Ω(Λµ
i , rot v)Ω, ∀v ∈ ṼN (ε; Ω).

D’après le Théorème 9.7.6, nous savons que l’injection de ṼN (ε; Ω) dans L2(Ω) est compacte. Par
conséquent, K̃ε est la somme d’un opérateur compact et d’un opérateur de rang fini. C’est donc un
opérateur compact de ṼN (ε; Ω). Maintenant, pour tout u,v ∈ ṼN (ε; Ω), on obtient

(ÃN (0)(T̃εu),v)rot = (µ−1rot (T̃εu), rot v)Ω

= (rotu, rot v)Ω + (u,v)Ω − (K̃εu,v)rot .
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Nous déduisons ÃT (0) ◦ T̃ε + K̃ε = Id. Ceci prouve que T̃ε constitue une paramétrix à droite pour
ÃN (0). Par conséquent, l’opérateur autoadjoint ÃN (0) est bien Fredholm d’indice zéro. On montre
de la même façon que ÃT (ω) : ṼT (µ; Ω) → ṼT (µ; Ω) est un opérateur Fredholm d’indice zéro
pour tout ω ∈ C. Finalement, l’équivalence avec les équations de Maxwell (9.1)-(9.2) provient des
Théorèmes 9.7.4 et 9.7.5.

Remarque 9.7.9 Pour appliquer le théorème de Fredholm analytique et prouver que les équations
de Maxwell (9.1)-(9.2) possèdent une unique solution pour tout ω ∈ C\S , où S est un ensemble
dénombrable possédant l’infini comme seul point d’accumulation possible, il reste à montrer qu’il
existe ω ∈ C tel que ÃN (ω) ou ÃT (ω) est inversible. Ceci ne semble pas évident à démontrer.

9.8 Extension : géométries non triviales

Figure 9.2 – Un exemple de domaine non simplement connexe à frontière non connexe. Le domaine
est constitué du tore privé des inclusions violettes. Il est non simplement connexe en raison de la
structure toroïdale. Il est à frontière non connexe car les frontières du tore et des sphères sont dis-
jointes. Le disque vert représente une coupure Σ1 telle que Ω\Σ1 constitue un domaine simplement
connexe.

Pour les applications, l’on est souvent conduit à étudier les équations de Maxwell dans des géo-
métries non topologiquement triviales et des domaines à frontière non connexe. Dans cette section,
nous souhaitons étendre les résultats que nous avons obtenus dans les paragraphes précédents pour
pouvoir traiter ce genre de configurations. Pour éviter de multiplier les sous-cas, nous travaillons
directement dans un domaine Ω ⊂ R3 à la fois non simplement connexe et à frontière non connexe.
La Figure 9.2 présente un exemple de domaine possédant ces propriétés. Dans ces géométries, les élé-
ments u de VN (ε; Ω) (resp. VT (µ; Ω)) ne s’écrivent pas nécessairement sous la forme u = ε−1rotψ
(resp. u = µ−1rotψ) où ψ appartient à VT (1; Ω) (resp. VN (1; Ω)). C’est un problème car l’étude
que nous avons menée précédemment repose de façon fondamentale sur ces propositions qui sont
vraies lorsque Ω est simplement connexe à frontière connexe. Tout n’est pas perdu pour autant. En
effet, en imposant des conditions un peu plus restrictives aux éléments de VN (ε; Ω) et VT (µ; Ω),
on peut retrouver ces résultats d’existence de potentiels.
Pour introduire les espaces adaptés à l’étude des équations de Maxwell dans ce type de domaines,
reprenons les notations de [2].

Notations liées au caractère non connexe de la frontière

Nous notons Γi, i = 0 . . . I, les composantes connexes de la frontière ∂Ω. Puisque nous supposons
∂Ω non connexe, nous avons I ≥ 1. Introduisons

H1
Γ(Ω) :=

{
φ ∈ H1(Ω) |φ|Γ0 = 0, φ|Γi

= cste, i = 1 . . . I
}
.

Commençons par caractériser cet espace. En utilisant un relèvement, on montre sans difficulté la
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Proposition 9.8.1 Supposons l’hypothèse (Hε) vérifiée. Alors pour i = 1 . . . I, il existe une unique
solution pi au problème

Trouver pi ∈ H1
Γ(Ω) tel que :

div (ε∇pi) = 0 dans Ω
pi = δik sur Γk, k = 1 . . . I.

On a alors
H1

Γ(Ω) = H1
0(Ω) ⊕ vect(pi)Ii=1.

Définissons
V̂N (ε; Ω) :=

{
u ∈ HN (rot ; Ω) | (εu,∇φ)Ω = 0, ∀φ ∈ H1

Γ(Ω)
}
.

Remarquons qu’on a V̂N (ε; Ω) ⊂ VN (ε; Ω). Précisons le lien entre ces deux espaces.

Lemme 9.8.2 Pour i = 1 . . . I, il existe P i ∈ VN (ε; Ω) tel que (εP i,∇pk)Ω = δik, pour k = 1 . . . I.
On déduit

VN (ε; Ω) = V̂N (ε; Ω) ⊕ vect(P i)Ii=1

et HN (rot; Ω) = V̂N (ε; Ω) ⊕ vect(P i)Ii=1 ⊕ ∇H1
0(Ω).

Preuve. Pour k = 1 . . . I, définissons la forme linéaire ℓk sur VN (ε; Ω) telle que ℓk(v) = (εv,∇pk)Ω
pour tout v ∈ VN (ε; Ω). Montrons que la famille ℓ1, . . . , ℓI est libre. Considérons I constantes
α1, . . . , αI telles que

∑I
k=1 αkℓk = 0. Pour tout v ∈ VN (ε; Ω), on a (εv,

∑I
k=1 αk∇pk)Ω = 0.

On déduit (εw,
∑I
k=1 αk∇pk)Ω = 0 pour tout w ∈ HN (rot ; Ω). En effet, si w ∈ HN (rot ; Ω),

définissons φ ∈ H1
0(Ω) la fonction telle que (ε∇φ,∇φ′)Ω = (εw,∇φ′)Ω pour tout φ′ ∈ H1

0(Ω). On a
w−∇φ ∈ VN (ε; Ω). Puisque (ε∇φ,∇pk)Ω = 0, k = 1 . . . I, on trouve bien (εw,

∑I
k=1 αk∇pk)Ω = 0.

Puisque C ∞
0 (Ω)2 ⊂ HN (rot ; Ω) est dense dans L2(Ω), on obtient

∑I
k=1 αk∇pk = 0. Mais la

famille p1, . . . , pI est libre. Par conséquent, on a α1 = · · · = αI = 0 et la famille ℓ1, . . . , ℓI est
également libre. Le Théorème 7.3.5 de base antéduale du Chapitre 7 conduit alors au résultat de
ce lemme.

Notations liées au caractère non simplement connexe du domaine

En ce qui concerne le caractère non simplement connexe du domaine, nous supposerons qu’il existe
des surfaces ouvertes connexes Σj , j = 1 . . . J appelées « coupures » telles que :
i) chaque surface Σj est une partie ouverte d’une variété régulière ;
ii) la frontière de Σj est contenue dans ∂Ω, j = 1 . . . J ;
iii) l’intersection Σj ∩ Σk est vide pour j ̸= k ;
iv) l’ensemble ouvert Ω̇ := Ω \

∪J
i=1 Σj est pseudo-lipschitzien et simplement connexe.

Le domaine Ω est dit topologiquement trivial quand on peut prendre J = 0. L’opérateur de pro-
longement de L2(Ω̇) dans L2(Ω) est noté ·̃ tandis que [·]Σj désigne le saut à travers Σj , j = 1 . . . J .
Dans cette définition du saut, nous supposons qu’une convention a été déterminée pour le signe.
Nous supposons également qu’un vecteur unitaire n normal à ∂Ω̇ a été fixé sur Σj , j = 1 . . . J .
Introduisons l’espace des potentiels scalaires

Θ(Ω̇) :=
{
φ ∈ H1(Ω̇) |

∫
Ω
φ̃ = 0 et [φ]Σj = cste, j = 1 . . . J

}
.

Présentons un résultat de décomposition de cet espace.
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Proposition 9.8.3 Supposons l’hypothèse (Hµ) vérifiée. Alors pour j = 1 . . . J , il existe une unique
solution qj au problème

Trouver qj ∈ Θ(Ω̇) tel que :
div (µ∇qj) = 0 dans Ω̇

µ∂nqj = 0 sur ∂Ω
[qj ]Σk

= δjk, k = 1 . . . J
[µ∂nqj ]Σk

= 0, k = 1 . . . J.

(9.26)

On a alors
Θ(Ω̇) = H1

#(Ω) ⊕ vect(qj)Jj=1.

Preuve. Puisque nous avons supposé l’hypothèse (Hµ) vérifiée, le problème (9.26) possède au plus
une solution. Construisons cette solution. Pour 1 ≤ j ≤ J , donnons-nous une fonction rj ∈ Θ(Ω̇)
telle que [rj ]Σk

= δjk pour k = 1 . . . J . Définissons alors qj = rj − φ où φ est l’unique élément de
H1

#(Ω) tel que ∫
Ω
µ∇φ · ∇φ′ =

∫
Ω
µ∇̃rj · ∇φ′, ∀φ′ ∈ H1

#(Ω).

On vérifie classiquement que qj vérifie le problème (9.26). Ceci permet d’obtenir le résultat de
décomposition de l’espace Θ(Ω̇).

Introduisons
V̂T (µ; Ω) :=

{
u ∈ H(rot ; Ω) | (εu, ∇̃φ)Ω = 0, ∀φ ∈ Θ(Ω̇)

}
.

Observons qu’on a V̂T (µ; Ω) ⊂ VT (µ; Ω). En travaillant comme dans la preuve du Lemme 9.8.2,
nous pouvons préciser la relation entre ces deux espaces.

Lemme 9.8.4 Pour j = 1 . . . J , il existe Qj ∈ VT (µ; Ω) tel que (µQj , ∇̃qk)Ω = δjk, pour k =
1 . . . J . On déduit

VT (µ; Ω) = V̂T (µ; Ω) ⊕ vect(Qj)Jj=1

et H(rot; Ω) = V̂T (µ; Ω) ⊕ vect(Qj)Jj=1 ⊕ ∇H1
#(Ω).

Remarque 9.8.5 Le théorème 3.12 de [2] indique que tout élément u de V̂N (ε; Ω) s’écrit de façon
unique sous la forme u = ε−1rotψ avec ψ appartenant à V̂T (1; Ω). De façon analogue, le théorème
3.17 de [2] assure que pour tout u ∈ V̂T (µ; Ω), il existe un unique ψ ∈ V̂N (1; Ω) tel que u =
µ−1rotψ. Dans la suite, nous allons adapter les preuves des sections précédentes en utilisant ces
résultats d’existence de potentiels vecteurs.

Supposons les hypothèses (Hε) et (Hµ) vérifiées. Remarquons que les Théorèmes 9.2.3, 9.2.7 d’équi-
valence entre les équations de Maxwell initiales et les formulations dans VN (ε; Ω), VT (µ; Ω) ne
nécessitent pas d’hypothèse sur la topologie du domaine. Ils sont donc vrais pour la géométrie que
nous sommes en train de considérer. Dans la suite, nous travaillerons avec ces formulations dans
VN (ε; Ω), VT (µ; Ω). Nous aurons besoin de prouver les résultats de compacité des Théorèmes
9.4.1, 9.4.3 dans le cas où Ω n’est pas simplement connexe à frontière non connexe. Ce sera l’objet
du paragraphe suivant.

Remarque 9.8.6 Est-il possible de travailler avec des formulations posées dans V̂N (ε; Ω),
V̂T (µ; Ω) ? A priori, le champ électrique solution des équations de Maxwell n’a pas de raison d’ap-
partenir à l’espace V̂N (ε; Ω). Pour le voir, utilisons le Lemme 9.8.2 et décomposons E sous la
forme

E = Ê +
I∑
i=1

αiP i,
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avec Ê ∈ V̂N (ε; Ω) et (α1, . . . , αI) ∈ CI . Pour i = 1 . . . I, en testant avec ∇pi dans (9.6), on trouve

αi = (εE,∇pi)Ω = (iω)−1(J ,∇pi)Ω = (iω)−1(J · n, 1)Γi

Ci-dessus, nous avons utilisé les propriétés divJ = 0 dans Ω et pi = δik sur Γk, k = 1 . . . I. Ainsi,
s’il existe 0 ≤ i ≤ I tel que (J ·n, 1)Γi ̸= 0, alors E n’appartient pas à V̂N (ε; Ω). Mais ceci montre
aussi que pour connaître le champ E, il suffit de déterminer Ê. En suivant le même raisonnement,
on vérifie que le champ magnétique constitue toujours un élément de V̂T (µ; Ω), indépendamment
du terme source J . Cependant, il ne semble pas évident qu’on puisse écrire des formulations dans
V̂N (ε; Ω), V̂T (µ; Ω) équivalentes aux équations de Maxwell initiales. Nous n’approfondirons donc
pas cette piste.

9.8.1 Géométries non triviales : résultats de compacité

Travaillons d’abord sur l’espace des champs électriques.
Théorème 9.8.7 Soit Ω un ouvert borné connexe à frontière lipschitzienne. Supposons l’hypothèse
(Hε) vérifiée. Alors l’injection de VN (ε; Ω) dans L2(Ω) est compacte.
Preuve. Soit (un) une suite bornée de VN (ε; Ω). Pour tout n ∈ N, en utilisant le Lemme 9.8.2,
définissons vn ∈ V̂N (ε; Ω) et (α1n, . . . , αIn) ∈ CI les éléments tels que un = vn +

∑I
i=1 αinP i.

Pour montrer le Théorème 9.8.7, il suffit de prouver qu’on peut extraire de (vn) une sous-suite qui
converge dans L2(Ω). Définissons F n = rot vn. La suite (F n) est bornée dans L2(Ω). Pour tout
n ∈ N, on a (εvn,∇φ)Ω = 0 pour tout φ ∈ H1

Γ(Ω). D’après le théorème 3.12 de [2], il existe donc
wn ∈ V̂T (1; Ω) tel que rotwn = εvn. Ainsi, pour tout n ∈ N, on a vn = ε−1rotwn. Montrons
qu’on peut extraire de (rotwn) une sous-suite qui converge dans L2(Ω).

Nous savons que w 7→ ∥rotw∥Ω définit une norme sur V̂T (1; Ω) (cf. [2, corollaire 3.16]). Par
conséquent, la suite (wn) est bornée dans V̂T (1; Ω). Puisque rot ε−1rotwn = F n dans Ω et
(ε−1rotwn) × n = 0 sur ∂Ω, on a (ε−1rotwn, rotw′)Ω = (F n,w

′)Ω pour tout w′ ∈ V̂T (1; Ω).
Maintenant, construisons un opérateur continu T̂ de V̂T (1; Ω) dans V̂T (1; Ω) pour restaurer une
certaine positivité. Considérons w ∈ V̂T (1; Ω).
i) Définissons d’abord φ l’unique élément de H1

0(Ω) tel que∫
Ω
ε∇φ · ∇φ′ =

∫
Ω
ε rotw · ∇φ′, ∀φ′ ∈ H1

0(Ω).

La fonction φ est bien définie car nous avons supposé l’hypothèse (Hε) vérifiée.
ii) Définissant βi := (ε rotw,∇pi)Ω pour i = 1 . . . I, remarquons ensuite qu’on a (ε(rotw −∑I
i=1 βiP i − ∇φ),∇φ′)Ω = 0 pour tout φ′ ∈ H1

Γ(Ω). Par conséquent, d’après le théorème 3.12 de
[2], il existe un unique potentiel T̂w ∈ V̂T (1; Ω) tel que rot T̂w = ε(rotw −

∑I
i=1 βiP i − ∇φ).

Ceci définit un opérateur T̂ continu de V̂T (1; Ω) dans V̂T (1; Ω).
Puisque T̂ est continu, la suite (T̂wn) est bornée dans V̂T (1; Ω). On peut donc extraire une sous-
suite de (wn), toujours notée (wn), telle que (T̂wn) converge dans L2(Ω). Puisque pour i = 1 . . . I,
la suite (βin), avec βin = (ε rotwn,∇pi), est bornée dans C, on peut extraire une sous-suite de (wn),
toujours notée (wn), telle que (βin) converge. Introduisons wnm := wn −wm, F nm := F n −Fm et
βinm := βin − βim. On a∣∣∣(F nm, T̂wnm)Ω

∣∣∣ =
∣∣∣(ε−1rotwnm, rot T̂wnm)Ω

∣∣∣
≥ ∥rotwnm∥2

Ω −
∑I
i=1 |βinm||(rotwnm,P i)Ω|.

Cette estimation montre que (rotwn) constitue une suite de Cauchy de L2(Ω). Par conséquent, elle
converge. Ainsi, on peut extraire de (vn) = (ε−1rotwn) une sous-suite qui converge dans L2(Ω).

En procédant de façon analogue, on montre le
Théorème 9.8.8 Soit Ω un ouvert borné connexe à frontière lipschitzienne. Supposons l’hypothèse
(Hµ) vérifiée. Alors l’injection de VT (µ; Ω) dans L2(Ω) est compacte.
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9.8.2 Géométries non triviales : retour aux problèmes initiaux

Énonçons maintenant le résultat principal de cette section concernant le caractère bien posé des
équations de Maxwell dans un domaine non simplement connexe à frontière non connexe.

Théorème 9.8.9 Soit Ω un ouvert borné connexe à frontière lipschitzienne. Considérons J ∈
L2(Ω) tel que divJ = 0. Supposons les hypothèses (Hε) et (Hµ) vérifiées. Alors on a le résultat
suivant.
• Pour tout ω ∈ C, l’opérateur champ électrique AN (ω) : VN (ε; Ω) → VN (ε; Ω) défini en
(9.8) constitue un opérateur Fredholm d’indice zéro. De plus, pour ω ∈ C∗, E ∈ VN (ε; Ω) sa-
tisfait (AN (ω)E,E′)rot = iω(J ,E′)Ω, pour tout E′ ∈ VN (ε; Ω), si et seulement si le couple
(E, (iωµ)−1rotE) vérifie les équations de Maxwell (9.1)-(9.2).
• Pour tout ω ∈ C, l’opérateur champ magnétique AT (ω) : VT (µ; Ω) → VT (µ; Ω) défini en
(9.11) constitue un opérateur Fredholm d’indice zéro. De plus, pour ω ∈ C∗, H ∈ VT (µ; Ω) satis-
fait (AT (ω)H,H ′)rot = (ε−1J , rotH ′)Ω, pour tout H ′ ∈ VT (µ; Ω), si et seulement si le couple
(i(ωε)−1(rotH − J),H) vérifie les équations de Maxwell (9.1)-(9.2).

Preuve. Montrons que AN (ω) est un opérateur Fredholm d’indice zéro. En utilisant le Théorème
9.8.7, on prouve que AN (ω) − AN (0) constitue un opérateur compact de VN (ε; Ω) pour tout
ω ∈ C. Il suffit donc de montrer que AN (0) est Fredholm d’indice zéro. De nouveau, nous allons
construire une paramétrix à droite Tε : VN (ε; Ω) → VN (ε; Ω) pour l’opérateur AN (0). Considérons
u ∈ VN (ε; Ω).
i) Définissons d’abord φ l’unique élément de H1

#(Ω) tel que∫
Ω
µ∇φ · ∇φ′ =

∫
Ω
µ rotu · ∇φ′, ∀φ′ ∈ H1

#(Ω).

La fonction φ est bien définie puisque nous avons supposé l’hypothèse (Hµ) vérifiée.
ii) Définissant βj := (µ rotw, ∇̃qj)Ω pour j = 1 . . . J , remarquons ensuite qu’on a (µ(rotw −∑J
j=1 βjQj − ∇φ), ∇̃φ′)Ω = 0 pour tout φ′ ∈ Θ(Ω̇). Par conséquent, d’après le théorème 3.17 de

[2], il existe un unique potentiel ψ ∈ V̂N (1; Ω) tel que rotψ = µ(rotw −
∑J
j=1 βjQj − ∇φ).

iii) Considérons ζ l’unique élément de H1
0(Ω) tel que∫

Ω
ε∇ζ · ∇ζ ′ =

∫
Ω
εψ · ∇ζ ′, ∀ζ ′ ∈ H1

0(Ω).

La fonction ζ est bien définie puisque nous avons supposé l’hypothèse (Hε) vérifiée.
iv) Enfin, définissons l’opérateur Tε : VN (ε; Ω) → VN (ε; Ω) qui à u ∈ VN (ε; Ω) fait correspondre
Tεu = ψ − ∇ζ ainsi que l’opérateur Kε : VN (ε; Ω) → VN (ε; Ω) tel que

(Kεu,v)rot = (u,v)Ω +
J∑
j=1

(µ rotu, ∇̃qj)Ω(Qj , rot v)Ω, ∀v ∈ VN (ε; Ω).

D’après le Théorème 9.8.7, nous savons que l’injection de VN (ε; Ω) dans L2(Ω) est compacte. Par
conséquent, Kε : VN (ε; Ω) → VN (ε; Ω) est la somme d’un opérateur compact et d’un opérateur
de rang fini. C’est donc un opérateur compact de VN (ε; Ω). Par ailleurs, pour tout v ∈ VN (ε; Ω),
on trouve

(AN (0)(Tεu),v)rot = (µ−1rot (Tεu), rot v)Ω

= (rotu, rot v)Ω + (u,v)Ω − (Kεu,v)rot .

Ainsi, nous avons AT (0) ◦ Tε +Kε = Id. Nous déduisons que Tε constitue une paramétrix à droite
pour AN (0). Ceci prouve que l’opérateur autoadjoint AN (0) est Fredholm d’indice zéro. On montre
de la même façon que AT (ω) : VT (µ; Ω) → VT (µ; Ω) est un opérateur Fredholm d’indice zéro
pour tout ω ∈ C. Finalement, l’équivalence avec les équations de Maxwell (9.1)-(9.2) provient des
Théorèmes 9.2.3 et 9.2.7.
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Remarque 9.8.10 De nouveau, pour appliquer le théorème de Fredholm analytique et prouver que
les équations de Maxwell (9.1)-(9.2) possèdent une unique solution pour tout ω ∈ C\S , où S est
un ensemble dénombrable possédant l’infini comme seul point d’accumulation possible, il reste à
montrer qu’il existe ω ∈ C tel que AN (ω) ou AT (ω) est inversible. Ce résultat ne paraît pas simple
à obtenir. Observons tout de même, d’après la Remarque 9.8.6, que les éléments du noyau de
AN (ω) (resp. AT (ω)) appartiennent à V̂N (ε; Ω) (resp. V̂T (µ; Ω)). D’autre part, l’application u 7→
∥rotu∥Ω définit une norme sur V̂N (ε; Ω) et sur V̂T (µ; Ω). Mais il manque encore un ingrédient
pour conclure.

Profitons de cette fin de chapitre pour présenter un exemple particulièrement surprenant prouvant
la nécessité de la condition d’inversibilité en un point dans l’énoncé du théorème de Fredholm
analytique. D’après [151, p.211], cet exemple est dû à Seeley.

⋄ Exemple. Considérons l’anneau Ω := {(r cos θ, r sin θ) |π < r < 2π et 0 ≤ θ < 2π} ⊂ R2.
Introduisons l’opérateur A : H1

0(Ω) → H−1(Ω) tel que

Au = e−2iθ
(∂2u

∂r2 +
∂2u

∂θ2 + u
)

pour tout u ∈ H1
0(Ω).

Puisque nous avons exclu l’origine en travaillant sur un anneau, on peut montrer que A est
un opérateur Fredholm d’indice zéro. Notons

J0(t) :=
1

2π

∫ 2π

0
eit sin s ds

la fonction de Bessel d’ordre 0. Pour tout λ ∈ C, définissons alors la fonction uλ ∈ H1
0(Ω)

telle que
uλ(r, θ) := J0(λ1/2eiθ) sin r.

On peut vérifier que Auλ = λuλ pour tout λ ∈ C. Autrement dit, le spectre ponctuel
de l’opérateur A couvre tout le plan complexe. Pour tout λ ∈ C, l’opérateur B(λ) =
A − λId est Fredholm d’indice zéro. La famille {B(λ)}λ∈C dépend analytiquement de λ.
Cependant, il n’existe pas de paramètre λ0 ∈ C tel que B(λ0) soit inversible.

Lorsque ε et µ changent de signe, l’étude du problème spectral « trouver (λ, u) ∈ C × H1
0(Ω) \ {0}

tel que div (µ−1∇u) + λεu = 0 » semble compliquée. Peut-on rencontrer ce phénomène de spectre
ponctuel couvrant tout le plan complexe ? La question est ouverte.



QUATRIÈME PARTIE

PROBLÈMES DE TRANSMISSION
INTÉRIEURS





CHAPITRE DIX

APPLICATION AU PROBLÈME DE
TRANSMISSION INTÉRIEUR

Les résultats de ce chapitre ont fait l’objet des publications :
[22] A.-S. Bonnet-Ben Dhia, L. Chesnel et H. Haddar : On the use of T -coercivity to

study the Interior Transmission Eigenvalue Problem. C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I, 340(11-
12):647–651, 2011.

[48] L. Chesnel : Interior transmission eigenvalue problem for Maxwell’s equations : the T -
coercivity as an alternative approach. Inverse Problems, 28(6):065005, 2012.

Sommaire
Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239
10.1 Étude du problème de Transmission Intérieur scalaire . . . . . . . . . . 241

10.1.1 La T-coercivité pour le problème de transmission intérieur . . . . . . . . . . 242
10.1.2 Cas A ≤ A⋆Id < Id dans un voisinage de ∂Ω . . . . . . . . . . . . . . . . . 243
10.1.3 Cas Id < A⋆Id ≤ A dans un voisinage de ∂Ω . . . . . . . . . . . . . . . . . 245

10.2 Étude du problème de Transmission Intérieur vectoriel . . . . . . . . . 245
10.2.1 Définitions et présentation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246
10.2.2 Propriétés pour le problème scalaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247
10.2.3 Une condition suffisante pour le caractère discret des valeurs propres de

transmission . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248
10.2.4 Étude de l’espace X0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248
10.2.5 Cas A ≤ A⋆Id, avec A⋆ < 1, dans un voisinage de la frontière . . . . . . . . 251
10.2.6 Caractère Fredholm de l’opérateur AT

k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251
10.2.7 Caractère discret des valeurs propres de transmission . . . . . . . . . . . . . 252
10.2.8 Localisation des valeurs propres de transmission . . . . . . . . . . . . . . . 253
10.2.9 Une estimation pour la première valeur propre de transmission . . . . . . . 253
10.2.10 Cas A⋆Id ≤ A, avec 1 < A⋆, dans un voisinage de la frontière . . . . . . . . 254

10.3 Quelques questions ouvertes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254

Introduction

J
usqu’à présent, dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés au problème de transmis-
sion en électromagnétisme entre un matériau positif (vide, diélectrique,...) et un matériau
négatif (métal, métamatériau,...). Dans les Parties I et II, nous nous sommes concentrés

sur la version scalaire de ce problème, permettant notamment d’étudier les équations de Maxwell
dans une géométrie 3D invariante dans une direction. Dans la Partie III, nous avons travaillé sur
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le cas vectoriel. Dans cette dernière partie, nous souhaitons examiner un problème a priori assez
éloigné de notre centre d’intérêt principal. Nous travaillerons sur le problème de transmission
intérieur que l’on rencontre dans la théorie des problèmes inverses de diffraction.

En réalité, l’appellation « problème de transmission intérieur » recouvre toute une famille de
problèmes spectraux. On les rencontre notamment lorsqu’on cherche à reconstruire le support
d’une inclusion noyée dans un milieu de référence à partir de la mesure de champs lointains à
fréquence donnée. Décrivons brièvement la problématique. Imaginons que l’on dispose d’un milieu
de référence (corps humains, câble, mer,...) comportant un défaut localisé, i.e. à support borné
(caillot, fissure, sous-marin,...). En envoyant des ondes dans toutes les directions à fréquence fixée
et en mesurant le champ diffracté, nous voulons déterminer la position de l’inclusion et si possible,
obtenir des informations concernant les propriétés physiques des matériaux la constituant. Pour
mettre en place de telles techniques, il est important de savoir montrer qu’à fréquence fixée, i.e. à
nombre d’onde fixé, il n’existe pas d’onde incidente qui ne rayonne pas.

À partir de cette question relativement simple, formulons un problème spectral. Nous allons
nous concentrer sur l’étude du problème de transmission intérieur en électromagnétisme mais
indiquons qu’il apparaît également en élasticité (cf. [9, 89, 10]). Le milieu de référence, caractérisé
par les constantes physiques ε0 et µ0, occupe tout l’espace R3. Pour simplifier la présentation, nous
supposons ε0 = 1 et µ0 = 1. Travaillons dans une configuration pour laquelle l’inclusion (le défaut)
Ω est pénétrable. Introduisons les coefficients A,N ∈ C3×3 tels que ε = ε0N , µ = µ0A

−1 dans
Ω. Notons ui le champ incident (les ondes envoyées), us le champ diffracté (les ondes réfléchies
dont on mesure l’amplitude) et u := ui + us le champ total. Pour fixer les idées, considérons le
problème pour les modes TE-TM en 2D. Pour ce problème scalaire, nous supposons que N = nId
où n est une fonction à valeurs dans R. Dans le milieu de référence R2, le champ incident vérifie
l’équation ∆ui + k2ui = 0. Ici, k désigne le nombre d’onde. Le champ total satisfait l’équation
div (A∇u) + k2nu = 0 dans R2 avec A = Id, n = 1 en dehors de l’inclusion et A ̸= Id et/ou n ̸= 1
dans Ω. Enfin, le champ diffracté obéit à une condition d’onde sortante, aussi appelée condition de
radiation, de la forme limr→∞

√
r(∂us/∂r − ikus) = 0. À présent, écrivons ce qui se passe lorsqu’il

existe une onde ui qui ne rayonne pas. Dans Ω, on a div (A∇u) + k2nu = 0 et ∆ui + k2ui = 0. Le
champ total, cherché dans H1

loc(R2) avec div (A∇u) ∈ L2
loc(R2) vérifie les conditions de transmission

[u]|∂Ω = [ν · A∇u]|∂Ω = 0 où [·]|∂Ω désigne le saut sur ∂Ω. Puisque us = 0 dans R2\Ω (nous
cherchons un champ incident qui ne diffracte pas), on déduit u = ui et ν · A∇u = ν · ∇ui sur ∂Ω.
Ici, ν désigne la normale unitaire à ∂Ω dirigée vers l’extérieur de Ω. Pour ne pas avoir à écrire
l’indice i, notons w la restriction à Ω du champ incident qui ne rayonne pas. Le couple (u,w) vérifie
alors le problème de transmission intérieur

Trouver (u,w) ∈ H1(Ω) × H1(Ω) tel que :
div (A∇u) + k2nu = 0 dans Ω
∆w + k2w = 0 dans Ω
u− w = 0 sur ∂Ω
ν ·A∇u− ν · ∇w = 0 sur ∂Ω.

En suivant la même démarche, on peut formuler un problème de transmission intérieur pour les
équations de Maxwell qui s’écrit :

Trouver (u,w) ∈ H(rot ; Ω) × H(rot ; Ω) tel que :
rot (Arotu) − k2Nu = 0 dans Ω
rot rotw − k2w = 0 dans Ω
ν × (u−w) = 0 sur ∂Ω
ν × (Arotu− rotw) = 0 sur ∂Ω

avec, pour le champ électrique, ε = ε0N et µ = µ0A
−1. Notons bien que dans ce problème, les

conditions de transmission sont écrites sur toute la frontière du domaine.
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Les premières recherches, pour des raisons techniques ou physiques, ça ne semble pas clair,
ont porté sur le cas où l’inclusion est caractérisée par un seul paramètre : A ̸= Id,N = Id ou
A = Id,N ̸= Id. Les problèmes scalaires [58, 139, 59, 60] et vectoriels [90, 39, 35] associés ont été
largement étudiés. Il reste néanmoins de nombreuses questions ouvertes que nous évoquerons au fil
de ce chapitre (pour un aperçu récent des techniques utilisées, voir également [38]). En pratique, il
est restrictif de modéliser le matériau de l’inclusion par un seul coefficient. C’est pourquoi certains
auteurs se sont mis à étudier le problème de transmission intérieur avec A ̸= Id et N ̸= Id
[34, 99, 40]. D’un point de vue mathématique, comme nous allons nous en rendre compte dans la
suite, la forme sesquilinéaire associée à ce problème présente un changement de signe dans sa partie
principale. Par conséquent, l’opérateur associé n’est pas fortement elliptique et son étude n’est pas
standard. Mais pour faire face à ce genre de problèmes, nous pouvons utiliser la technique de la
T-coercivité. Rappelons que l’idée consiste à tester dans les formulations variationnelles, non pas
directement contre le champ, mais contre une transformation simple du champ de façon à retrouver
une certaine positivité. Dans ce chapitre, nous allons voir comment développer cette méthode pour
étudier le problème de transmission intérieur. Nous renvoyons également le lecteur à [36] pour une
application à un problème de transmission intérieur différent de celui traité ici.

Nous travaillons sur le problème scalaire dans la Section 10.1 et sur le problème vectoriel dans
la Section 10.2, complétant ainsi les résultats de [34, 40]. Nous prouvons que le problème de
transmission intérieur est bien posé au sens de Fredholm et que les valeurs propres de transmission
forment au plus un ensemble discret dans des configurations pour lesquelles A− Id et N − Id sont
positifs ou négatifs dans un voisinage de la frontière mais peuvent changer de signe à l’intérieur du
domaine. C’est là un apport de la technique de la T-coercivité par rapport aux approches existantes
dans la littérature. Sous des conditions un peu plus restrictives sur les paramètres A et N , nous
fournissons également des estimations pour la première valeur propre.

10.1 Étude du problème de Transmission Intérieur scalaire

Dans cette section, Ω désigne un domaine borné connexe de Rd, d = 2, 3, à frontière ∂Ω
lipschitzienne. Notons ν le vecteur unitaire normal à ∂Ω dirigé vers l’extérieur de Ω. Considérons
A ∈ L∞(Ω,Cd×d) une fonction à valeurs matricielles telle que A(x) soit hermitienne pour presque
tout x ∈ Ω. Introduisons également n ∈ L∞(Ω,R) une fonction à valeurs réelles scalaires. Nous
supposons

A− := inf
x∈Ω

inf
ξ∈C2, |ξ|=1

(ξ ·A(x)ξ) > 0 ; A+ := sup
x∈Ω

sup
ξ∈C2, |ξ|=1

(ξ ·A(x)ξ) < ∞ ;

n− := inf
x∈Ω

n(x) > 0 et n+ := sup
x∈Ω

n(x) < ∞.
(10.1)

Si O est un ouvert de Rd, nous notons (·, ·)O les produits scalaires de L2(O), (L2(O))d et ∥ · ∥O les
normes associées. Nous nous intéressons au problème de transmission intérieur :

Trouver (u,w) ∈ H1(Ω) × H1(Ω) tel que :
div (A∇u) + k2nu = 0 dans Ω
∆w + k2w = 0 dans Ω
u− w = 0 sur ∂Ω
ν ·A∇u− ν · ∇w = 0 sur ∂Ω.

(10.2)

Définition 10.1.1 Les valeurs de k ∈ C pour lesquelles le problème (10.2) possède une solution
non-nulle (u,w) sont appelées valeurs propres de transmission.
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Le couple (u,w) vérifie le problème fort (10.2) si et seulement si (u,w) vérifie le problème variationnel

Trouver (u,w) ∈ X tel que, pour tout (u′, w′) ∈ X,
ak((u,w), (u′, w′)) := (A∇u,∇u′)Ω − (∇w,∇w′)Ω − k2 ((nu, u′)Ω − (w,w′)Ω) = 0,

(10.3)

avec X := {(u,w) ∈ H1(Ω) × H1(Ω) |u − w ∈ H1
0(Ω)}. À l’aide du théorème de représentation de

Riesz, définissons l’opérateur Ak : X → X tel que

(Ak(u,w), (u′, w′))H1(Ω)×H1(Ω) = ak((u,w), (u′, w′)), ∀((u,w), (u′, w′)) ∈ X × X

Notons que ak n’est ni coercive sur X × X ni même de la forme « coercive+compacte ».

10.1.1 La T-coercivité pour le problème de transmission intérieur

Pour présenter la technique de la T-coercivité dans le cadre de l’étude du problème de transmis-
sion intérieur, travaillons sur le cas A+ < 1 et n+ < 1. L’idée consiste à considérer une formulation
équivalente à (10.3) où ak est remplacée par aT

k définie par

aT
k((u,w), (u′, w′)) := ak((u,w), T(u′, w′)), ∀((u,w), (u′, w′)) ∈ X × X, (10.4)

T étant un isomorphisme ad hoc de X. Le couple (u,w) ∈ X satisfait ak((u,w), (u′, w′)) = 0 pour
tout (u′, w′) ∈ X si et seulement s’il vérifie aT

k((u,w), (u′, w′)) = 0 pour tout (u′, w′) ∈ X. Prenons
T tel que T(u,w) := (u − 2w,−w) . Notons que T constitue bien un isomorphisme car T ◦ T = Id.
En utilisant l’inégalité de Young, on trouve pour k = iκ avec κ ∈ R∗, pour α, β > 0 et pour tout
(u,w) ∈ X,

|aT
k((u,w), (u,w))|

=
∣∣(A∇u,∇u)Ω + (∇w,∇w)Ω − 2(A∇u,∇w)Ω + κ2 ((nu, u)Ω + (w,w)Ω − 2(nu,w)Ω)

∣∣
≥ (A∇u,∇u)Ω + (∇w,∇w)Ω + κ2 ((nu, u)Ω + (w,w)Ω) − 2 |(A∇u,∇w)Ω| − 2κ2 |(nu,w)Ω|

≥ ((1 − α)A∇u,∇u)Ω + ((1 − α−1A+)∇w,∇w)Ω + κ2 (((1 − β)nu, u)Ω + ((1 − β−1n+)w,w)Ω
)
.

En choisissant α et β tels que A+ < α < 1 et n+ < β < 1, cette estimation prouve que aT
k est

coercive sur X × X. En utilisant le théorème de Lax-Milgram et puisque T est un isomorphisme de
X, on déduit que Ak définit un isomorphisme de X pour k = iκ avec κ ∈ R∗. Or pour tout k ∈ C,
l’injection de X dans L2(Ω) × L2(Ω) étant compacte, l’opérateur Ak diffère de l’isomorphisme Ai

d’une perturbation compacte. Par conséquent, d’après le théorème de Fredholm analytique, lorsque
A+ < 1 et n+ < 1, l’ensemble des valeurs propres de transmission est discret et dénombrable dans
C.

Remarque 10.1.2 Pour ce problème de transmission intérieur, les deux fonctions mises en jeu
« vivent » sur le même domaine. Il n’est donc pas nécessaire d’utiliser les opérateurs de trans-
fert géométriques introduits dans le Chapitre 1 pour étudier le problème de transmission entre un
matériau positif et un matériau négatif.

Dans la suite de cette première section, nous allons chercher à affaiblir les hypothèses portant sur
A et n. Dans le Chapitre 1, nous avons prouvé que le problème de transmission entre un matériau
positif et un matériau négatif est bien posé au sens de Fredholm lorsque le contraste est plus grand
ou plus petit que −1 au voisinage de l’interface. Dans le problème de transmission intérieur, c’est
la frontière du domaine qui joue le rôle d’interface. Assez naturellement, nous allons montrer que
le problème de transmission intérieur est bien posé au sens de Fredholm lorsque A est plus grand
ou plus petit que l’identité, au sens des matrices hermitiennes, dans un voisinage de ∂Ω.
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10.1.2 Cas A ≤ A⋆Id < Id dans un voisinage de ∂Ω

Supposons dans ce paragraphe qu’il existe un voisinage V de ∂Ω, i.e. un ouvert de Rd tel que
∂Ω ⊂ V, et une constante A⋆ tels que, au sens des matrices hermitiennes (cf. (10.1)), A(x) ≤ A⋆Id <
Id p.p. sur Ω ∩ V.

Lemme 10.1.3 Supposons A(x) ≤ A⋆Id < Id et n(x) ≤ n⋆ < 1 p.p. sur Ω ∩ V. Alors il existe
k = iκ, avec κ ∈ R, tel que l’opérateur Ak : X → X définisse un isomorphisme.

Remarque 10.1.4 Dans ce lemme, nous n’effectuons pas d’hypothèse quant au signe de A− Id et
n− 1 sur Ω\V.

Preuve. Introduisons χ ∈ C ∞(Ω, [0; 1]) une fonction de troncature égale à 1 dans un voisinage de
∂Ω et à support dans V ∩ Ω. Considérons l’opérateur T : X → X tel que T(u,w) = (u− 2χw,−w).
De nouveau, on calcule T ◦ T = Id ce qui montre que T constitue un isomorphisme. Prouvons que
aT
iκ défini en (10.4) est coercive pour un certain κ ∈ R. Pour tout (u,w) ∈ X, on a,

|aT
iκ((u,w), (u,w))| = |(A∇u,∇u)Ω + (∇w,∇w)Ω − 2(A∇u,∇(χw))Ω

+ κ2 ((nu, u)Ω + (w,w)Ω − 2(nu, χw)Ω)
∣∣ . (10.5)

En utilisant l’inégalité de Young, nous pouvons écrire, pour tout α > 0, β > 0, η > 0,

2 |(A∇u,∇(χw))Ω| ≤ 2 |(χA∇u,∇w)V | + 2 |(A∇u,∇(χ)w)V |
≤ η(A∇u,∇u)V + η−1(A∇w,∇w)V

+α(A∇u,∇u)V + α−1(A∇(χ)w,∇(χ)w)V

et 2 |(nu, χw)Ω| ≤ β(nu, u)V + β−1(nw,w)V .

(10.6)

En injectant (10.6) dans (10.5), on obtient

|aT
iκ((u,w), (u,w))| ≥ (A∇u,∇u)Ω\V + (∇w,∇w)Ω\V + κ2((nu, u)Ω\V + (w,w)Ω\V)

+((1 − η − α)A∇u,∇u)V + ((Id − η−1A)∇w,∇w)V

+κ2((1 − β)nu, u)V + ((κ2(1 − β−1n) − sup
V

|∇χ|2A⋆α−1)w,w)V .

En prenant η, β et α tels que A⋆ < η < 1, n⋆ < β < 1 et 0 < α < 1 − η, nous obtenons la coercivité
de aT

iκ pour κ suffisamment grand.

Considérons κ0 ∈ R tel que Aiκ0 : X → X définisse un isomorphisme. Puisque Ak − Aiκ0 constitue
un opérateur compact de X pour tout k ∈ C, en utilisant le théorème de Fredholm analytique, nous
déduisons le théorème suivant.

Théorème 10.1.5 Supposons A(x) ≤ A⋆Id < Id et n(x) ≤ n⋆ < 1 p.p. sur Ω∩V. Alors l’ensemble
des valeurs propres de transmission est discret dans C.

Du Lemme 10.1.3, on déduit également directement la proposition suivante.

Proposition 10.1.6 Supposons seulement A(x) ≤ A⋆Id < Id p.p. sur Ω∩V. Alors pour tout k ∈ C,
l’opérateur Ak : X → X est un opérateur Fredholm d’indice zéro.

À présent, énonçons un théorème de localisation des valeurs propres de transmission. Dans [94], les
auteurs donnent un résultat plus précis pour la formulation en bilaplacien (voir le Chapitre 11) du
problème de transmission intérieur.

Théorème 10.1.7 Supposons A(x) ≤ A⋆Id < Id et n(x) ≤ n⋆ < 1 p.p. sur Ω ∩ V. Il existe deux
constantes positives ρ et δ telles que si k ∈ C vérifie |k| > ρ et |ℜe k| < δ |ℑmk|, alors k n’est pas
une valeur propre de transmission.
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Figure 10.1 – Position des valeurs propres dans le plan complexe lorsque A(x) ≤ A⋆Id < Id et
n(x) ≤ n⋆ < 1 p.p. sur Ω ∩ V.

Preuve. Considérons de nouveau l’isomorphisme T défini par T(u,w) = (u− 2χw,−w). le Lemme
10.1.3 prouve que pour κ ∈ R avec |κ| suffisamment grand, on a l’estimation∣∣aT

iκ((u,w), (u,w))
∣∣ ≥ C1(∥u∥2

H1(Ω) + ∥w∥2
H1(Ω)) + C2κ

2(∥u∥2
Ω + ∥w∥2

Ω), (10.7)

où les constantes C1, C2 > 0 sont indépendantes de κ. Prenons maintenant k = iκeiθ avec θ ∈
[−π/2;π/2]. On a∣∣aT

k((u,w), (u,w)) − aT
iκ((u,w), (u,w))

∣∣ ≤ C3
∣∣∣1 − e2iθ

∣∣∣κ2(∥u∥2
Ω + ∥w∥2

Ω), (10.8)

avec C3 > 0 indépendant de κ. En combinant (10.7) et (10.8), on trouve

|aT
k((u,w), (u,w))| ≥ |aT

iκ((u,w), (u,w))| − C3κ
2
∣∣∣1 − e2iθ

∣∣∣ (∥u∥2
Ω + ∥w∥2

Ω)
≥ C1(∥u∥2

H1(Ω) + ∥w∥2
H1(Ω)) + (C2 − C3

∣∣∣1 − e2iθ
∣∣∣)κ2(∥u∥2

Ω + ∥w∥2
Ω).

En choisissant θ assez petit pour avoir, par exemple, C3
∣∣∣1 − e2iθ

∣∣∣ ≤ C2/2, on obtient le résultat
désiré.

Avec une hypothèse plus forte sur A, on peut affaiblir la condition sur n. En prenant u′ = w′ = 1
dans (10.3), nous remarquons d’abord que les vecteurs propres de transmission (u,w) (i.e. les
vecteurs propres du problème (10.2)) vérifient k2 ∫

Ω nu − w = 0. Ceci nous conduit à introduire
l’espace Y := {(u,w) ∈ X |

∫
Ω nu − w = 0}. Maintenant, supposons

∫
Ω(n − 1) ̸= 0. En procédant

par contradiction, on prouve l’existence d’une constante CP > 0 (qui dépend de Ω et aussi de n par
l’intermédiaire de Y) telle que

∥u∥2
Ω + ∥w∥2

Ω ≤ CP (∥∇u∥2
Ω + ∥∇w∥2

Ω), ∀(u,w) ∈ Y. (10.9)

De plus, on peut vérifier que k ̸= 0 est une valeur propre de transmission si, et seulement si il existe
un élément non nul (u,w) ∈ Y tel que ak((u,w), (u′, w′)) = 0 pour tout (u′, w′) ∈ Y.

Théorème 10.1.8 Supposons
∫

Ω(n − 1) ̸= 0 et A+ < 1. Alors l’ensemble des valeurs propres
de transmission est discret dénombrable dans C. En outre, si k ∈ C∗ vérifie l’estimation |k|2 <
(A−(1−

√
A+))/(CP max(n+, 1) (1+√

n+)), avec CP définie en (10.9), alors k n’est pas une valeur
propre de transmission.
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Preuve. Notons λ(w) := 2
∫

Ω(n − 1)w/
∫

Ω(n − 1) et considérons l’isomorphisme de Y défini par
T(u,w) = (u− 2w+λ(w),−w+λ(w)) (en remarquant que λ(λ(w)) = 2λ(w), on prouve T ◦ T = Id).
Pour tout (u,w) ∈ Y, on a

|aT
k((u,w), (u,w))|

=
∣∣(A∇u,∇u)Ω + (∇w,∇w)Ω − 2(A∇u,∇w)Ω − k2 ((nu, u)Ω + (w,w)Ω − 2(nu,w)Ω)

∣∣
≥ (A∇u,∇u)Ω + (∇w,∇w)Ω − 2 |(A∇u,∇w)Ω| − |k|2 ((nu, u)Ω + (w,w)Ω + 2 |(nu,w)Ω|)
≥ (1 −

√
A+)((A∇u,∇u)Ω + (∇w,∇w)Ω) − |k|2 (1 + √

n+)((nu, u)Ω + (w,w)Ω).

Par conséquent, pour k ∈ C tel que |k|2 < (A−(1 −
√
A+))/(CP max(n+, 1) (1 + √

n+)), aT
k est

coercive sur Y × Y. On peut alors conclure grâce au théorème de Fredholm analytique.

Remarque 10.1.9 En particulier, si n+ < 1 ou si 1 < n−, alors
∫

Ω(n − 1) ̸= 0 et le Théorème
10.1.8 prouve que l’ensemble des valeurs propres de transmission est discret. De plus, si 1 < n−,
en observant que pour k2 ∈ R,

ℜe aT
k((u,w), (u,w))

= (A∇(u− w),∇(u− w))Ω + ((Id −A)∇w,∇w)Ω − k2((n(u− w), (u− w))Ω + ((1 − n)w,w)Ω),

on peut vérifier que la première valeur propre de transmission réelle k1 non nulle vérifie |k1|2 ≥
(A−Λ1(Ω)/n+) où Λ1(Ω) est la première valeur propre de l’opérateur −∆ avec condition de Dirichlet
homogène sur Ω. C’est l’un des résultats de [40].

Résumons maintenant les résultats lorsque A est plus grand que l’identité dans un voisinage de la
frontière.

10.1.3 Cas Id < A⋆Id ≤ A dans un voisinage de ∂Ω

Supposons Id < A⋆Id ≤ A(x) p.p. sur Ω ∩ V. En travaillant comme dans la section précédente,
avec cette fois-ci un isomorphisme T : X → X défini par T(u,w) = (u,−w + 2χu), on obtient le
résultat suivant.

Théorème 10.1.10 Supposons Id < A⋆Id ≤ A(x) p.p. sur Ω∩V. Alors pour tout k ∈ C, l’opérateur
Ak : X → X est de type Fredholm.
Supposons Id < A⋆Id ≤ A(x) et 1 < n⋆ ≤ n(x) p.p. sur Ω ∩ V. Alors l’ensemble des valeurs propres
de transmission est discret dénombrable dans C. De plus, il existe deux constantes positives ρ et
δ telles que si k ∈ C vérifie |k| > ρ et |ℜe k| < δ |ℑmk|, alors k n’est pas une valeur propre de
transmission.

Notons λ̃(u) := −2
∫

Ω(n − 1)u/
∫

Ω(n − 1). Avec l’isomorphisme T : Y → Y défini par T(u,w) =
(u+ λ̃(u),−w + 2u+ λ̃(u)), on peut prouver le théorème suivant.

Théorème 10.1.11 Supposons
∫

Ω(n − 1) ̸= 0 et 1 < A−. Alors l’ensemble des valeurs propres
de transmission est discret dénombrable dans C. En outre, si k ∈ C∗ vérifie l’estimation |k|2 <
(1−1/

√
A−)/(CP max(n+, 1) (1+1/√n−)), avec CP définie en (10.9), alors k n’est pas une valeur

propre de transmission.

10.2 Étude du problème de Transmission Intérieur vectoriel

Nous allons passer à l’étude du problème de transmission intérieur pour les équations de Maxwell.
Dans toute cette section, Ω ⊂ R3 désigne un domaine borné simplement connexe à frontière ∂Ω
lipschitzienne connexe. Le vecteur unitaire normal à ∂Ω, dirigé vers l’extérieur de Ω, est noté ν.
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10.2.1 Définitions et présentation du problème

Nous travaillerons sur le problème de diffraction du champ électrique par une inclusion dont la
perméabilité et la permittivité sont données par ε(x) = ε0N(x) et µ(x) = µ0A(x)−1. Pour simplifier
la présentation, nous supposons ε0 et µ0 constantes en espace. Ici, A,N ∈ L∞(Ω,C3×3) sont des
fonctions à valeurs matricielles telle que A(x), N(x) sont hermitiennes pour presque tout x ∈ Ω.
Nous faisons l’hypothèse que A−1, N−1 appartiennent à L∞(Ω,C3×3). Nous notons

A− := inf
x∈Ω

inf
ξ∈C3, |ξ|=1

(ξ ·A(x)ξ) > 0 ; A+ := sup
x∈Ω

sup
ξ∈C3, |ξ|=1

(ξ ·A(x)ξ) < ∞ ;

N− := inf
x∈Ω

inf
ξ∈C3, |ξ|=1

(ξ ·N(x)ξ) > 0 et N+ := sup
x∈Ω

sup
ξ∈C3, |ξ|=1

(ξ ·N(x)ξ) < ∞.
(10.10)

Dans l’étude qui va suivre, A⋆ > 1, A⋆ < 1, N⋆ > 1 et N⋆ < 1 seront des constantes qui permettent
de formuler des hypothèses sur les valeurs de A et N dans un voisinage de la frontière. Par ailleurs,
V désignera toujours un voisinage de ∂Ω, i.e. un ouvert de R3 tel que ∂Ω ⊂ V.
Si O est un ouvert de R3, nous notons L2(O) := L2(O,C3). L’espace H(rot ; Ω) est défini comme
la fermeture de C ∞(Ω,C3) pour la norme

∥u∥H(rot ; Ω) := (u,u)1/2
H(rot ; Ω) avec (u,v)H(rot ; Ω) := (u,v)Ω + (rotu, rot v)Ω.

Le sous-ensemble des éléments de H(rot ; Ω) dont la trace tangentielle s’annule sur ∂Ω est notée
H0(rot ; Ω).

H0(rot ; Ω) := {v ∈ H(rot ; Ω) |v × ν = 0 sur ∂Ω}.

Définissons la notion de valeur propre de transmission pour les équations de Maxwell.

Définition 10.2.1 Les éléments k ∈ C pour lesquels il existe un couple (u,w) ̸= (0, 0) vérifiant

Trouver (u,w) ∈ H(rot ; Ω) × H(rot ; Ω) tel que :
rot (Arotu) − k2Nu = 0 dans Ω
rot rotw − k2w = 0 dans Ω
ν × (u−w) = 0 sur ∂Ω
ν × (Arotu− rotw) = 0 sur ∂Ω

(10.11)

sont appelés valeurs propres de transmission.

Rappelons que w et u correspondent respectivement au champ incident qui ne rayonne pas et au
champ total à l’intérieur de l’inclusion. Le couple (u,w) vérifie (10.11) si et seulement si (u,w)
satisfait le problème variationnel

Trouver (u,w) ∈ X tel que, pour tout (u′,w′) ∈ X,∫
Ω
Arotu · rotu′ − rotw · rotw′ = k2

∫
Ω
Nu · u′ −w ·w′,

(10.12)

avec X := {(u,w) ∈ H(rot ; Ω) × H(rot ; Ω) |u−w ∈ H0(rot ; Ω)}. Introduisons la forme sesqui-
linéaire sur X × X

ak((u,w), (u′,w′)) := (Arotu, rotu′)Ω − (rotw, rotw′)Ω − k2 ((Nu,u′)Ω − (w,w′)Ω
)
.

Nous remarquons que si (u,w) vérifie le problème (10.12), alors pour tout (φ,ψ) ∈ H1(Ω) × H1(Ω)
tel que φ− ψ ∈ H1

0(Ω) (dans ce cas, (∇φ,∇ψ) ∈ X car (∇φ− ∇ψ) × ν = 0 sur ∂Ω), on a

k2 ((Nu,∇φ)Ω − (w,∇ψ)Ω) = 0. (10.13)

Ceci nous conduit à introduire les espaces

S := {(φ,ψ) ∈ H1(Ω) × H1(Ω) |φ− ψ ∈ H1
0(Ω) et (φ, 1)∂Ω = (ψ, 1)∂Ω = 0};

X0 := {(u,w) ∈ X | (Nu,∇φ)Ω − (w,∇ψ)Ω = 0, ∀(φ,ψ) ∈ S}. (10.14)
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Ici, (·, ·)∂Ω désigne le produit scalaire de L2(∂Ω). La condition (φ, 1)∂Ω = (ψ, 1)∂Ω = 0 pour les
éléments (φ,ψ) de S est imposée pour éliminer les constantes : si (C1, C2) ∈ S∩C2 alors C1 = C2 = 0.
On peut vérifier que ((φ,ψ), (φ′, ψ′)) 7→ ((φ,ψ), (φ′, ψ′))S := (∇φ,∇φ′)Ω + (∇ψ,∇ψ′)Ω définit un
produit scalaire sur S. Énonçons un lemme caractérisant les éléments de X0.

Lemme 10.2.2 Soit (u,w) un élément de X. Le couple (u,w) appartient à X0 si et seulement si
div (Nu) = divw = 0 dans Ω et ν · (Nu−w) = 0 sur ∂Ω.

Preuve. Considérons (u,w) un élément de X0. Par définition, on a

(Nu,∇φ)Ω − (w,∇ψ)Ω = 0, ∀(φ,ψ) ∈ S.

En prenant, (φ,ψ) = (ζ, 0) (resp. (φ,ψ) = (0, ζ)) pour ζ ∈ C ∞
0 (Ω), on trouve div (Nu) = 0 (resp.

divw = 0). Maintenant, si ζ ∈ H1(Ω), nous pouvons écrire

⟨ν · (Nu−w), ζ⟩H−1/2(∂Ω),H1/2(∂Ω) = (div (Nu−w), ζ)Ω + (Nu−w,∇ζ)Ω
= (Nu,∇(ζ − λζ))Ω − (w,∇(ζ − λζ))Ω = 0.

Ci-dessus, λζ désigne le nombre (ζ, 1)∂Ω/(1, 1)∂Ω.
Réciproquement, si (u,w) ∈ X vérifie div (Nu) = divw = 0 dans Ω et ν · (Nu − w) = 0, alors
pour (φ,ψ) ∈ S, on a

(Nu,∇φ)Ω − (w,∇ψ)Ω = ⟨ν ·Nu, φ⟩H−1/2(∂Ω),H1/2(∂Ω) − ⟨ν ·w, ψ⟩H−1/2(∂Ω),H1/2(∂Ω)
= ⟨ν · (Nu−w), φ⟩H−1/2(∂Ω),H1/2(∂Ω) = 0.

Ceci termine la preuve.

Maintenant considérons le problème scalaire,

Trouver (φ,ψ) ∈ S tel que, pour tout (φ′, ψ′) ∈ S,∫
Ω
N∇φ · ∇φ′ − ∇ψ · ∇ψ′ = f((φ′, ψ′)), (10.15)

où f ∈ S∗ (le dual topologique de S). Dans la suite, nous aurons besoin d’informations concernant
X0 ∩∇S, espace précisément égal à l’ensemble des gradients des éléments du noyau de (10.15). Nous
allons donc énoncer dans le paragraphe suivant quelques résultats pour ce problème qui seront utiles
dans la suite de l’analyse. Nous renvoyons le lecteur à la Section 10.1 pour les démonstrations.

10.2.2 Propriétés pour le problème scalaire

Avec le théorème de représentation de Riesz, définissons l’opérateur B : S → S tel que

(B(φ,ψ), (φ′, ψ′))S =
∫

Ω
N∇φ · ∇φ′ − ∇ψ · ∇ψ′, ∀((φ,ψ), (φ′, ψ′)) ∈ S × S.

En travaillant comme dans les preuves du Lemme 10.1.3 et du Théorème 10.1.10, on montre les
deux résultats suivants.

Proposition 10.2.3 Supposons N+ < 1 ou 1 < N−. Alors l’opérateur B : S → S associé au
problème scalaire (10.15) définit un isomorphisme.

Proposition 10.2.4 Supposons qu’il existe un voisinage V de ∂Ω tel que la fonction N satisfasse
N ≤ N⋆Id < Id ou Id < N⋆Id ≤ N p.p. sur Ω ∩ V. Alors l’opérateur B : S → S associé au problème
scalaire (10.15) vérifie l’égalité B = I + K où I : S → S est un isomorphisme et K : S → S un
opérateur compact.



248 Chapitre 10. Application au problème de transmission intérieur

Remarque 10.2.5 Sous les hypothèses de la Proposition 10.2.4, on a classiquement l’alternative
de Fredholm :
– ou bien B : S → S est injectif et dans ce cas B constitue un isomorphisme ;
– ou bien B : S → S possède un noyau non réduit à zéro ker B = vect((φ1, ψ1), . . . , (φM , ψM ))
et dans ce cas le problème (10.15) possède une solution, définie à une combinaison linéaire des
élements de ker B près, si et seulement si f vérifie la condition de compatibilité f((φk, ψk)) = 0
pour k = 1 . . .M .

10.2.3 Une condition suffisante pour le caractère discret des valeurs propres de
transmission

Revenons à l’étude du problème (10.12). Si T est un isomorphisme de X, alors (u,w) est une
solution de (10.12) si et seulement si (u,w) vérifie

aT
k ((u,w), (u′,w′)) := ak((u,w),T(u′,w′)) = 0, ∀(u′,w′) ∈ X. (10.16)

Comme pour le problème scalaire, l’idée consiste à trouver le bon isomorphisme T : X → X qui
permet de recouvrer une propriété de positivité pour la partie principale de aT

k . Cependant, ce
n’est pas suffisant pour appliquer le théorème de Fredholm analytique car l’injection de X dans
L2(Ω)×L2(Ω) n’est pas compacte. Classiquement pour les équations de Maxwell, la compacité sera
obtenue en prenant en compte la condition de divergence nulle en travaillant dans l’espace X0. Si
k est une valeur propre de transmission non nulle, nous savons, d’après (10.13), que le couple de
vecteurs propres associé appartient à X0. Ceci conduit à introduire le problème

Trouver (u,w) ∈ X0 tel que, pour tout (u′,w′) ∈ X0,

aT
k ((u,w), (u′,w′)) = l((u′,w′)),

(10.17)

où l ∈ X∗
0 (le dual topologique de X0). Définissons l’opérateur AT

k : X0 → X0 tel que, pour tout
((u,w), (u′,w′)) ∈ X0 × X0,

(AT
k (u,w), (u′,w′))H(rot ; Ω)2 = aT

k ((u,w), (u′,w′)). (10.18)

Si (u,w) est un couple de vecteurs propres associé à la valeur propre de transmission k ̸= 0, alors on
a AT

k (u,w) = 0. Par conséquent, pour montrer que l’ensemble des valeur propres de transmission
est discret dénombrable, il est suffisant de prouver que AT

k est injectif pour tout k ∈ C\S où S
est un ensemble discret dénombrable du plan complexe. Dans la prochaine section, nous prouvons
un résultat d’injection compacte de X0 dans L2(Ω) × L2(Ω) qui permettra, comme nous l’avons
annoncé, d’utiliser le théorème de Fredholm analytique.

Remarque 10.2.6 Supposons l’opérateur scalaire B : S → S inversible (il suffit pour cela de faire
l’hypothèse N+ < 1 ou 1 < N−). Alors on vérifie aisément que si AT

k n’est pas injectif, alors k
constitue une valeur propre de transmission. Dans ce cas, k ̸= 0 est une valeur propre de transmis-
sion si et seulement si AT

k n’est pas injectif.

10.2.4 Étude de l’espace X0

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’étudier les propriétés de l’espace X0.

Résultat de compacité

Commençons par démontrer un résultat de compacité de l’injection de X0 dans L2(Ω) × L2(Ω).

Théorème 10.2.7 Supposons qu’il existe un voisinage V de ∂Ω tel que la fonction N satisfasse
N ≤ N⋆Id < Id ou Id < N⋆Id ≤ N p.p. sur Ω ∩ V. Alors X0 s’injecte de façon compacte dans
L2(Ω) × L2(Ω).
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Preuve. Définissons les espaces classiques, pour ξ ∈ L∞(Ω,C),

VN (ξ; Ω) := {u ∈ H(rot ; Ω) | div (ξu) = 0 dans Ω, u× n = 0 sur ∂Ω} ,
VT (ξ; Ω) := {u ∈ H(rot ; Ω) | div (ξu) = 0 dans Ω, ξu · n = 0 sur ∂Ω} .

Considérons une suite bornée (um,wm) d’éléments de X0. D’après le Lemme 10.2.2, on a
div (Num +wm) = 0 dans Ω qui possède une frontière connexe. Par conséquent, d’après [2, théo-
rème 3.12], il existe un élément sm ∈ VT (1; Ω) tel que Num+wm = rot sm. D’autre part, puisque
div (Num−wm) = 0 dans le domaine simplement connexe Ω et puisque ν ·(Num−wm) = 0 sur ∂Ω
(de nouveau, d’après le Lemme 10.2.2), il existe en vertu de [2, théorème 3.17] un élément
dm ∈ VN (1; Ω) tel que Num − wm = rot dm. Définissons alors φm := (sm + dm)/2 et
ψm := (sm − dm)/2. On a um = N−1 rotφm et wm = rotψm.

Montrons qu’on peut extraire de (rotφm) et (rotψm) des sous-suites qui convergent dans
L2(Ω). Définissons l’espace

X̃0 := {(φ,ψ) ∈ X | divφ = divψ = 0 dans Ω, ν · (φ+ψ) = 0 sur ∂Ω}. (10.19)

Dans le Lemme 10.2.8 ci-dessous, nous prouvons que X̃0 s’injecte de façon compacte dans L2(Ω) ×
L2(Ω) et que l’application (φ,ψ) 7→ (∥rotφ∥2

Ω + ∥rotψ∥2
Ω)1/2 définit sur cet espace une norme

équivalente à la norme canonique. Par conséquent, la suite (φm,ψm) est bornée dans X̃0, et il
existe une sous-suite (notée également (φm,ψm)) qui converge dans L2(Ω) × L2(Ω). Définissons
φlm := φl −φm, ψlm := ψl −ψm, ulm := ul −um et wlm := wl −wm. Alors, nous pouvons écrire

rotN−1rotφlm = rotulm
rot rotψlm = rotwlm.

(10.20)

Considérons, comme lors de l’étude du problème scalaire, une fonction de troncature χ ∈
C ∞(Ω, [0; 1]) à support dans V ∩ Ω et égale à 1 dans un voisinage de ∂Ω. Étudions le cas
Id < N⋆Id ≤ N p.p. sur Ω ∩ V. Multiplions les équations (10.20) respectivement par φlm − 2χψlm
et ψlm (pour traiter le cas N ≤ N⋆Id < Id p.p. sur Ω ∩ V, il suffit de multiplier par φlm et
ψlm − 2χψlm). En intégrant par parties, on trouve

(N−1rotφlm, rot (φlm − 2χψlm))Ω +
⟨
ν × (N−1rotφlm), (ν × (φlm − 2χψlm)) × ν

⟩
∂Ω

= (rotulm,φlm − 2χψlm)Ω
(10.21)

et
(rotψlm, rotψlm)Ω + ⟨ν × rotψlm, (ν ×ψlm) × ν⟩∂Ω = (rotwlm,ψlm)Ω. (10.22)

Puisque N−1rotφlm − rotψlm = ulm − wlm, la fonction N−1rotφlm − rotψlm appartient à
H0(rot, D). En se souvenant que φlm − ψlm constitue un élément de H0(rot, D), nous pouvons
écrire ⟨

ν × (N−1rotφlm), (ν × (φlm − 2χψlm)) × ν
⟩
∂D + ⟨ν × rotψlm, (ν ×ψlm) × ν⟩∂D

= ⟨ν × rotψlm, (ν × (−φlm)) × ν⟩∂D + ⟨ν × rotψlm, (ν ×φlm) × ν⟩∂D = 0.

En additionnant (10.21) et (10.22), on obtient alors

(N−1rotφlm, rotφlm)Ω + (rotψlm, rotψlm)Ω − 2|(N−1rotφlm, rot (χψlm))Ω|

≤ C (∥rotulm∥Ω∥φlm∥Ω + ∥rotulm∥Ω∥ψlm∥Ω + ∥rotwlm∥Ω∥ψlm∥Ω).
(10.23)
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Mais, pour tout α > 0, β > 0, nous avons, d’après l’inégalité de Young,

2
∣∣(N−1 rotφlm, rot (χψlm))Ω

∣∣
≤ 2

∣∣(χN−1 rotφlm, rotψlm)Ω
∣∣+ 2

∣∣(N−1 rotφlm,∇χ×ψlm)Ω
∣∣

≤ α (N−1 rotφlm, rotφlm)V + α−1 (N−1 rotψlm, rotψlm)V

+β (N−1 rotφlm, rotφlm)V + β−1 (N−1(∇χ×ψlm),∇χ×ψlm)V

≤ α (N−1 rotφlm, rotφlm)V + α−1N−1
⋆ (rotψlm, rotψlm)V

+β (N−1 rotφlm, rotφlm)V + C β−1 (ψlm,ψlm)V

(10.24)

avec C > 0 qui dépend seulement de χ et N . En injectant (10.24) dans (10.23), nous obtenons

(N−1rotφlm, rotφlm)Ω\V + (rotψlm, rotψlm)Ω\V

+(1 − α− β)(N−1rotφlm, rotφlm)V + (1 − α−1N−1
⋆ )(rotψlm, rotψlm)V

≤ C (∥rotulm∥Ω∥φlm∥Ω + ∥rotwlm∥Ω∥ψlm∥Ω + ∥rotulm∥Ω∥ψlm∥Ω + β−1∥ψlm∥2
Ω).

(10.25)

Puisque 1 < N⋆, nous pouvons choisir α < 1 tel que (1 − α−1N−1
⋆ ) > 0. En prenant 0 < β < 1 − α,

nous obtenons l’estimation

∥rotφlm∥2
Ω + ∥rotψlm∥2

Ω ≤ C (∥rotulm∥Ω∥φlm∥Ω + ∥rotulm∥Ω∥ψlm∥Ω

+ ∥rotwlm∥Ω∥ψlm∥Ω + ∥ψlm∥2
Ω).

Ainsi, les suites (rotφm) et (rotψm) sont de Cauchy dans L2(Ω). Ceci prouve que (um,wm) =
(N−1rotφm, rotψm) converge dans L2(Ω) × L2(Ω).

Lemme 10.2.8 L’espace X̃0 défini en (10.19) s’injecte de façon compacte dans L2(Ω)×L2(Ω). De
plus, l’application (φ,ψ) 7→ (∥rotφ∥2

Ω + ∥rotψ∥2
Ω)1/2 définit sur X̃0 une norme équivalente à la

norme canonique.

Preuve. Soit (φm,ψm) une suite bornée d’éléments de X̃0. Les suites (φm − ψm) et (φm + ψm)
sont respectivement bornées dans VN (1; Ω) et VT (1; Ω). D’après le théorème de Weber [150], nous
pouvons extraire de (φm − ψm) et (φm + ψm) des sous-suites qui convergent dans L2(Ω). En
écrivant, φm = (φm +ψm)/2 + (φm −ψm)/2 et ψm = (φm +ψm)/2 − (φm −ψm)/2, ceci prouve
qu’on peut extraire de (φm,ψm) une sous-suite qui converge dans L2(Ω) × L2(Ω). De plus, puisque
l’application v 7→ ∥rot v∥Ω définit une norme sur VN (1; Ω) et VT (1; Ω), nous obtenons la seconde
partie de ce lemme.

Normes équivalentes sur X0

Dans ce paragraphe, nous donnons une condition suffisante pour que l’application (u,w) 7→
(∥rotu∥2

Ω + ∥rotw∥2
Ω)1/2 définisse sur X0 une norme équivalente à la norme canonique.

Proposition 10.2.9 Supposons qu’il existe un voisinage V de ∂Ω tel que la fonction N satisfasse
N ≤ N⋆Id < Id ou Id < N⋆Id ≤ N p.p. sur Ω ∩ V. Supposons également que l’opérateur B
associé au problème scalaire (10.15) soit injectif (∇ker B = X0 ∩ ∇S = {0}). Alors l’application
(u,w) 7→ (∥rotu∥2

Ω + ∥rotw∥2
Ω)1/2 définit sur X0 une norme équivalente à la norme canonique.

Définition 10.2.10 Sous les hypothèses de la Proposition 10.2.9, nous notons CP > 0 la plus petite
constante telle que

∥u∥2
Ω + ∥w∥2

Ω ≤ CP (∥rotu∥2
Ω + ∥rotw∥2

Ω), ∀(u,w) ∈ X0. (10.26)
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Preuve de la Proposition 10.2.9

Il suffit de prouver que (10.26) est vraie pour un certain CP > 0. Supposons qu’il existe une suite
(um,wm) d’éléments de X0 telle que

∀m ∈ N, ∥um∥2
Ω + ∥wm∥2

Ω = 1 et lim
m→∞

∥rotum∥2
Ω + ∥rotwm∥2

Ω = 0.

En vertu du Théorème 10.2.7, nous pouvons extraire de (um,wm) une suite (toujours notée
(um,wm)) qui converge vers (u,w) ∈ X0 dans L2(Ω)×L2(Ω). Par construction, on a ∥u∥2

Ω+∥w∥2
Ω =

1 et rotu = rotw = 0. Puisque ∂Ω est simplement connexe, on déduit (voir [45, théorème
8]) qu’il existe un couple (φ,ψ) ∈ S tel que (u,w) = (∇φ,∇ψ). Nous remarquons alors que
B(∇φ,∇ψ) = (0, 0). Puisque nous avons supposé B injectif, nous déduisons (u,w) = (0, 0). Ceci
conduit à une contradiction car nous devons avoir ∥u∥2

Ω + ∥w∥2
Ω = 1.

10.2.5 Cas A ≤ A⋆Id, avec A⋆ < 1, dans un voisinage de la frontière

Revenons à l’étude de l’opérateur AT
k défini en (10.18), où, pour le moment, T est un isomor-

phisme abstrait de X. Dans ce paragraphe, nous supposerons qu’il existe un voisinage V de ∂Ω
tel que A ≤ A⋆Id p.p. dans V, avec A⋆ < 1. De nouveau, χ ∈ C ∞(Ω, [0; 1]) désigne une fonction
de troncature à support dans V ∩ Ω et égale à 1 dans un voisinage de ∂Ω. Définissons l’opérateur
T : X → X tel que

T(u,w) = (u− 2χw,−w). (10.27)

C’est un isomorphisme car T ◦ T = Id.

10.2.6 Caractère Fredholm de l’opérateur AT
k

Lemme 10.2.11 Supposons A ≤ A⋆Id < Id et N ≤ N⋆Id < Id p.p. sur Ω ∩ V. Alors il existe
k = iκ, avec κ ∈ R, tel que l’opérateur AT

k : X0 → X0 soit un isomorphisme.

Preuve. Montrons que la forme sesquilinéaire aT
iκ est coercive pour un certain κ ∈ R. Pour tout

(u,w) ∈ X0, nous pouvons écrire∣∣aT
iκ((u,w), (u,w))

∣∣
= |(Arotu, rotu)Ω + (rotw, rotw)Ω − 2(Arotu, rot (χw))Ω

+ κ2 ((Nu,u)Ω + (w,w)Ω − 2(Nu, χw)Ω)
∣∣

≥ (Arotu, rotu)Ω + (rotw, rotw)Ω + κ2 ((Nu,u)Ω + (w,w)Ω)
−2 |(Arotu, rot (χw))Ω| − 2κ2 |(Nu, χw)Ω| .

(10.28)

Mais, pour tout η > 0, α > 0, on a, d’après l’inégalité de Young,

2 |(Arotu, rot (χw))Ω|
≤ 2 |(χArotu, rotw)Ω| + 2 |(Arotu,∇χ×w)Ω|
≤ η (Arotu, rotu)V + η−1 (Arotw, rotw)V

+α (Arotu, rotu)V + α−1 (A(∇χ×w),∇χ×w)V

≤ η (Arotu, rotu)V + η−1A∗ (rotw, rotw)V

+α (Arotu, rotu)V + C α−1 (w,w)V

(10.29)

avec C > 0 qui dépend uniquement de χ et de A. De même, pour tout β > 0, on a

2 |(Nu, χw)Ω| ≤ β(Nu,u)V + β−1(Nw,w)V
≤ β(Nu,u)V + β−1N∗(w,w)V .

(10.30)



252 Chapitre 10. Application au problème de transmission intérieur

Ainsi, en injectant (10.29) et (10.30) dans (10.28), on obtient, pour tout η > 0, α > 0, β > 0,∣∣aT
iκ((u,w), (u,w))

∣∣ ≥ (Arotu, rotu)Ω\V + (rotw, rotw)Ω\V

+κ2
(
(Nu,u)Ω\V + (w,w)Ω\V

)
+(1 − η − α)(Arotu, rotu)V + (1 − η−1A∗)(rotw, rotw)V

+κ2(1 − β)(Nu,u)V + (κ2(1 − β−1N∗) − C α−1)(w,w)V .

(10.31)

Choisissons d’abord η > 0 de sorte qu’on ait à la fois (1 − η) > 0 et (1 − η−1A⋆) > 0 (rappelons
que A⋆ < 1). Puis, prenons α > 0 tel que (1 − η−α) > 0. Enfin, fixons β > 0 tel que (1 − β) > 0 et
(1 − β−1N⋆) > 0 (rappelons que N⋆ < 1). Il ne reste plus qu’à prendre un κ suffisamment grand
(en valeur absolue) pour obtenir∣∣∣aT

iκ((u,w), (u,w))
∣∣∣ ≥ c (∥u∥2

H(rot ; Ω) + ∥w∥2
H(rot ; Ω))

où c est une constante indépendante de (u,w) ∈ X0. Ainsi, pour une valeur de κ assez grande,
aT
iκ est coercive. Avec le théorème de Lax-Milgram, on peut alors conclure que AT

iκ constitue un
isomorphisme de X0 pour un tel κ.

Nous déduisons le

Théorème 10.2.12 Supposons A ≤ A⋆Id < Id p.p. sur Ω∩V. Supposons également N ≤ N⋆Id < Id
ou Id < N⋆Id ≤ N p.p. sur Ω∩V. Alors pour tout k ∈ C, l’opérateur AT

k vérifie l’égalité AT
k = I+Kk

où I est un isomorphisme de X0 indépendant de k, et Kk est un opérateur compact de X0.

Preuve. Définissons I : X0 → X0 l’opérateur satisfaisant, pour tout ((u,w), (u′,w′)) ∈ X0 × X0,

(I(u,w), (u′,w′))H(rot ; Ω)2 = aiκ,1/2((u,w),T(u′,w′)),

avec T défini en (10.27) et

aiκ,1/2((u,w), (u′,w′)) = (Arotu, rotu′)Ω − (rotw, rotw′)Ω + κ2
(
(2−1u,u′)Ω − (w,w′)Ω

)
.

D’après le Lemme 10.2.11 (remarquer que 2−1Id < Id), nous pouvons choisir κ ∈ R tel que I soit
un isomorphisme de X0. Puisque, par hypothèse, N ≤ N⋆Id < Id ou Id < N⋆Id ≤ N p.p. sur Ω∩V,
le Théorème 10.2.7 indique que l’injection de X0 dans L2(Ω) × L2(Ω) est compacte. Ceci prouve
que AT

k − I constitue un opérateur compact de X0.

10.2.7 Caractère discret des valeurs propres de transmission

Sous les hypothèses du Théorème 10.2.12, grâce au théorème de Fredholm analytique, on dis-
tingue deux possibilités pour la famille d’opérateurs {AT

k }k∈C. Ou bien, pour tout k ∈ C, AT
k n’est

pas injectif (cette situation peut se présenter, cf. exemple de la fin du Chapitre 9). Ou bien il existe
k ∈ C tel que AT

k soit injectif et alors AT
k est injectif pour tout k ∈ C\S où S est un ensemble

discret dénombrable du plan complexe.

Théorème 10.2.13 Supposons A ≤ A⋆Id < Id et N ≤ N⋆Id < Id p.p. sur Ω ∩ V. Alors l’ensemble
des valeurs propres de transmission est discret dans C.

Preuve. Le Lemme 10.2.11 assure qu’il existe κ ∈ R tel que AT
iκ soit un isomorphisme de X0. Ainsi,

AT
k est injectif pour tout k ∈ C\S où S est un ensemble discret du plan complexe. Pour k ∈ C\S ,

ceci implique que l’unique solution du problème (10.16) (et par conséquent des problèmes (10.11)
et (10.12)) est la solution nulle.
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Théorème 10.2.14 Supposons A+ < 1. Supposons également l’opérateur B associé au problème
scalaire (10.15) injectif (il suffit pour cela de faire l’hypothèse N+ < 1 ou 1 < N−). Alors l’ensemble
des valeurs propres de transmission est discret dans C.

Preuve. En utilisant la preuve du Lemme 10.2.11 avec χ = 1, on obtient l’existence de deux
constantes C1, C2 > 0 indépendantes de k telles que, pour tout (u,w) ∈ X0,∣∣∣aT

k ((u,w), (u,w))
∣∣∣ ≥ C1(∥rotu∥2

Ω + ∥rotw∥2
Ω) − C2|k|2(∥u∥2

Ω + ∥w∥2
Ω).

En utilisant la Proposition 10.2.9 d’équivalence de normes sur X0, on déduit que aT
k est coercive

sur X0 × X0 pour |k|2 < C1/(C2CP ), où CP est définie en (10.26). Ainsi, l’opérateur AT
k est un

isomorphisme de X0 pour de petites valeurs (en module) de k. On peut alors conclure avec le
théorème de Fredholm analytique.

10.2.8 Localisation des valeurs propres de transmission

Réutilisons une nouvelle fois l’astuce de la preuve du théorème 3.6.1 de [102] pour montrer un
résultat de localisation des valeurs propres de transmission.

Théorème 10.2.15 Supposons A ≤ A⋆Id < Id et N ≤ N⋆Id < Id p.p. sur Ω ∩ V. Il existe deux
constantes positives ρ et δ telles que si k ∈ C vérifie |k| > ρ et |ℜe k| < δ |ℑmk|, alors k n’est pas
une valeur propre de transmission.

Preuve. Soit k = iκ, κ ∈ R. Le Lemme 10.2.11 montre que, pour |κ| suffisamment grand, on a
l’estimation, pour tout (u,w) ∈ X0,∣∣∣aT

k ((u,w), (u,w))
∣∣∣ ≥ C1(∥rotu∥2

Ω + ∥rotw∥2
Ω) + C2 κ

2(∥u∥2
Ω + ∥w∥2

Ω), (10.32)

où les constantes C1 > 0, C2 > 0 sont indépendantes de κ.
Considérons maintenant k = iκ eiθ avec θ ∈ [−π/2;π/2]. On vérifie que∣∣∣aT

k ((u,w), (u,w)) − aT
iκ((u,w), (u,w))

∣∣∣ ≤ C3 κ
2
∣∣∣1 − e2iθ

∣∣∣ (∥u∥2
Ω + ∥w∥2

Ω), (10.33)

avec C3 > 0 indépendante de κ. En combinant (10.32) et (10.33), on trouve∣∣aT
k ((u,w), (u,w))

∣∣ ≥
∣∣aT
iκ((u,w), (u,w))

∣∣− C3 κ
2
∣∣∣1 − e2iθ

∣∣∣ (∥u∥2
Ω + ∥w∥2

Ω)
≥ C1(∥rotu∥2

Ω + ∥rotw∥2
Ω) + (C2 − C3

∣∣∣1 − e2iθ
∣∣∣)κ2(∥u∥2

Ω + ∥w∥2
Ω).

En prenant θ assez petit pour avoir, par exemple, C3
∣∣∣1 − e2iθ

∣∣∣ ≤ C2/2, on déduit le résultat.

10.2.9 Une estimation pour la première valeur propre de transmission

Comme pour le problème scalaire, nous pouvons fournir une estimation pour la première valeur
propre de transmission. Précisons que ce genre de résultats peut servir à obtenir des informations
concernant les caractéristiques physiques de l’inclusion lorsqu’on dispose des valeurs propres de
transmission.

Théorème 10.2.16 Supposons A+ < 1. Supposons également l’opérateur B associé au problème
(10.15) injectif (il suffit pour cela de faire l’hypothèse N+ < 1 ou 1 < N−). Alors si k ∈ C∗ vérifie
l’estimation |k|2 < (A−(1 −

√
A+))/(CP max(N+, 1)(1 +

√
N+)), avec CP définie en (10.26), alors

k n’est pas une valeur propre de transmission.
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Preuve. En reprenant la preuve du Lemme 10.2.11 avec χ = 1, on peut écrire, pour tout (u,w) ∈
X0, ∣∣aT

k ((u,w), (u,w))
∣∣ = |(Arotu, rotu)Ω + (rotw, rotw)Ω − 2(Arotu, rotw)Ω

−k2 ((Nu,u)Ω + (w,w)Ω − 2(Nu,w)Ω)
∣∣

≥ (Arotu, rotu)Ω + (rotw, rotw)Ω − 2|(Arotu, rotw)Ω|
−|k|2 ((Nu,u)Ω + (w,w)Ω + 2|(Nu,w)Ω|)

≥ (1 −
√
A+)((Arotu, rotu)Ω + (rotw, rotw)Ω)

−|k|2(1 +
√
N+)((Nu,u)Ω + (w,w)Ω).

Par conséquent, pour k ∈ C tel que |k|2 < (A−(1 −
√
A+))/(CP max(N+, 1)(1 +

√
N+)), la forme

aT
k est coercive.

10.2.10 Cas A⋆Id ≤ A, avec 1 < A⋆, dans un voisinage de la frontière

Dans ce paragraphe, nous supposons qu’il existe un voisinage V de ∂Ω tel que A⋆Id ≤ A
p.p. dans V, avec 1 < A⋆. De nouveau, χ ∈ C ∞(Ω, [0; 1]) désigne une fonction de troncature à
support dans V ∩ Ω égale à 1 dans un voisinage de ∂Ω. Définissons l’opérateur T : X → X tel
que T(u,w) = (u,−w + 2χu). C’est un isomorphisme car T ◦ T = Id. Comme dans la section
précédente, on prouve successivement les résultats suivants.

Théorème 10.2.17 Supposons Id < A⋆Id ≤ A p.p. sur Ω ∩ V. Supposons aussi N ≤ N⋆Id < Id ou
Id < N⋆Id ≤ N p.p. sur Ω ∩ V. Alors pour tout k ∈ C, l’opérateur AT

k vérifie l’égalité AT
k = I + Kk

où I est un isomorphisme de X0 indépendant de k, et Kk est un opérateur compact de X0.

Théorème 10.2.18 Supposons Id < A⋆Id ≤ A et Id < N⋆Id ≤ N p.p. sur Ω ∩ V. Alors l’ensemble
des valeurs propres de transmission est discret et dénombrable dans C. De plus, il existe deux
constantes positives ρ et δ telles que si k ∈ C vérifie |k| > ρ et |ℜe k| < δ |ℑmk|, alors k n’est pas
une valeur propre de transmission.

Théorème 10.2.19 Supposons 1 < A−. Supposons également l’opérateur B associé au problème
(10.15) injectif (il suffit pour cela de faire l’hypothèse N+ < 1 ou 1 < N−). De plus si k ∈ C∗ vérifie
l’estimation |k|2 < (1 − 1/

√
A−)/(CP max(N+, 1)(1 + 1/

√
N−)), avec CP définie en (10.26), alors

k n’est pas une valeur propre de transmission.

10.3 Quelques questions ouvertes pour le problème de transmission
intérieur

Tout au long de ce chapitre, nous avons dû supposer A − Id et N − Id positifs ou négatifs
dans un voisinage de la frontière pour utiliser la technique de T-coercivité. Naturellement, on peut
se poser la question suivante : qu’advient-il lorsque A − Id et/ou N − Id changent de signe ou
s’annulent dans un voisinage de la frontière ? Pour répondre à cette question, nous allons nous
servir de l’analogie entre le problème de transmission intérieur (PTI) et le problème de transmission
matériau positif/matériau négatif (PTPN). Rappelons que la frontière du domaine ∂Ω pour (PTI)
joue le rôle d’interface Σ pour (PTPN).

Tout d’abord, la situation dans laquelle A − Id s’annule dans un voisinage de ∂Ω pour (PTI)
correspond à un cas de contraste égal à −1 au voisinage de Σ pour (PTPN). Dans cette configu-
ration, nous savons d’après les résultats du Chapitre 1 que H1 ne constitue pas un « bon » cadre
fonctionnel pour poser les problèmes, les opérateurs associés n’étant pas de type Fredholm en
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Problème de transmission intérieur

A > IdA < Id

O
∂Ω

Problème de transmission
matériau positif/matériau négatif

σ > Idσ < Id

σ = −1

O
Σ

Figure 10.2 – Le problème de transmission intérieur présente de fortes analogies avec le problème
de transmission entre un matériau positif et un matériau négatif.

raison de l’existence de singularités localisées sur la frontière/interface. Dans le prochain chapitre,
nous verrons comment l’on peut définir un nouveau cadre fonctionnel pour retrouver le caractère
Fredholm pour le problème de transmission intérieur lorsque A est identiquement égale à l’identité.
Cette démarche, connue depuis fort longtemps pour (PTI), devrait permettre d’étudier (PTPN)
dans le cas d’un contraste égal à −1. Cependant, l’adaptation n’est pas si directe. Mais laissons
ce cas de côté et supposons dans la suite de la discussion A ̸= Id. La détermination d’un cadre
fonctionnel pour étudier le problème de transmission intérieur scalaire lorsque A− Id s’annule sur
une partie non vide de la frontière mais pas sur tout ∂Ω constitue pour le moment un problème
ouvert.

Intéressons-nous maintenant à la configuration où A− Id et/ou N − Id s’annulent ou « passent par
zéro » en un point de la frontière (voir un exemple sur la Figure 10.2). Dans [106], en utilisant le
critère de Shapiro-Lopatinskii, les auteurs fournissent une condition nécessaire et suffisante pour
garantir l’ellipticité du problème de transmission scalaire associé à (10.2) dans le cas où A et N
sont régulières. La situation où A− Id change de signe au voisinage de ∂Ω pour (PTI) est analogue
au cas d’un contraste « passant » par −1 pour (PTPN). Il peut alors apparaître les singularités
propagatives rencontrées dans les Chapitres 5 et 6. Pour obtenir un problème bien posé au sens de
Fredholm, nous savons qu’il est nécessaire de modifier le cadre fonctionnel en ajoutant à l’espace
une des singularités propagatives. Cette fois-ci, on peut imaginer utiliser les résultats obtenus lors
de l’étude de (PTPN) pour traiter (PTI). Malheureusement, la question de l’injectivité pour une
fréquence, essentielle pour appliquer le théorème de Fredholm analytique, semble difficile à résoudre
dans le cas du problème de transmission intérieur.

Pour le problème de transmission intérieur pour les équations de Maxwell, les questions ou-
vertes semblent encore plus nombreuses. En effet, le coefficient N importe également dans le
caractère Fredholm car il détermine si oui ou non la perturbation de l’opérateur principal est
compacte. La détermination d’un cadre fonctionnel adapté à l’étude du problème de transmission
intérieur vectoriel lorsque A − Id et/ou N − Id changent de signe ou s’annulent dans un voisinage
de la frontière est loin d’être claire. Néanmoins, l’analogie entre (PTPN) et (PTI) demeure vraie
pour les équations de Maxwell.

Terminons par quelques mots concernant la question de l’existence de valeurs propres de transmis-
sion réelles, question qui revêt une grande importance pour les applications. Le constat est aussi
simple qu’accablant : nous ne sommes pas en mesure d’y répondre par la méthode de la T-coercivité.
Cette technique permet de retrouver une certaine positivité mais elle présente l’inconvénient majeur
de conduire à une perte de symétrie de la forme sesquilinéaire. Ceci empêche d’utiliser les jolis
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arguments basés sur le principe du min-max (cf. [60, 37]) pour démontrer l’existence de valeurs
propres de transmission. À l’heure actuelle, il n’existe pas de tel résultat d’existence lorsque A− Id
et/ou N − Id changent de signe ou s’annulent dans un voisinage de la frontière.



CHAPITRE ONZE

BILAPLACIEN AVEC CHANGEMENT DE
SIGNE

Sommaire
Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257
11.1 Formulation du quatrième ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258
11.2 Étude de la formulation du quatrième ordre . . . . . . . . . . . . . . . . 260

11.2.1 Une première approche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260
11.2.2 Caractère Fredholm de l’opérateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262
11.2.3 Étude de l’injectivité en 1D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264

11.3 Utilisation de la T-coercivité géométrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266
11.4 Bilaplacien avec conditions mixtes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271

11.4.1 Le paradoxe de Sapongyan pour le cas σ positif . . . . . . . . . . . . . . . . 271
11.4.2 Étude dans le cas où σ change de signe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273
11.4.3 Résultats en dimension supérieure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280
11.4.4 Problème posé dans H1

0(∆) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285

Introduction

D
ans le chapitre précédent, nous avons introduit le problème de transmission intérieur qui
apparaît dans la théorie de la diffraction. Ce problème intervient lorsqu’on cherche à
reconstruire le support d’une inclusion noyée dans un milieu homogène à partir de la

mesure de champs lointains à fréquence fixée. On peut le résumer ainsi : pour une fréquence donnée,
existe-t-il un champ incident tel que le champ réfléchi par l’inclusion soit nul ? Les fréquences pour
lesquelles la réponse à cette question est positive posent problème pour les méthodes de recons-
truction. Une question importante dans la théorie consiste donc à prouver le caractère discret de
ces fréquences très particulières.

Lorsqu’on écrit la formulation variationnelle associée à ce problème de transmission intérieur,
il apparaît un changement de signe dans la partie principale. Les techniques spectrales usuelles
sont inopérantes et l’étude de ce problème n’est pas triviale. Pour faire face à cette difficulté du
changement de signe, nous avons employé la technique de la T-coercivité. L’utilisation de cette
approche se révèle très simple car les deux fonctions mises en jeu dans ce problème vivent sur le
même domaine. Il n’est donc pas nécessaire de recourir aux opérateurs de transfert géométriques
comme nous l’avons fait dans le Chapitre 1 relatif à l’étude du problème de transmission entre un
matériau positif et un matériau négatif. Cependant, le point important du travail que nous avons
mené reste de tout de même l’analogie forte existant entre le problème de transmission intérieur
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(PTI) et le problème de transmission matériau positif/matériau négatif (PTPN), la frontière du
domaine pour (PTI) jouant le rôle d’interface pour (PTPN). Pour (PTI), si nous modélisons le
matériau de l’inclusion Ω par deux coefficients physiques A et n avec ε = ε0n, µ = µ0A

−1, le
problème scalaire pour la composante Ez du champ électrique est bien posé au sens de Fredholm
lorsque A est plus grand ou plus petit que l’identité au voisinage de ∂Ω. Ceci est équivalent à
imposer un contraste supérieur ou inférieur à -1 dans un voisinage de l’interface pour (PTPN).
Lorsque A− Id s’annule sur un ouvert non vide rencontrant l’interface, le problème de transmission
intérieur n’est pas bien posé au sens de Fredholm en raison de singularités fortes localisées sur la
frontière. Ceci empêche d’utiliser le théorème de Fredholm analytique pour prouver le caractère
discret des valeurs propres de transmission.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cas où A est identiquement égale à l’identité. Au-
trement dit, nous considérons que le matériau de l’inclusion diffère du matériau de référence
uniquement par sa permittivité et non par sa perméabilité. Ce cas de figure semble pouvoir être
rencontré en physique et l’intérêt de notre problème n’est pas simplement mathématique même
si bien entendu, c’eût été suffisant ! Lorsque A = Id, pour obtenir un problème bien posé au sens
de Fredholm, on peut modifier le cadre fonctionnel en écrivant une formulation du quatrième
ordre pour le champ diffracté dans l’inclusion. Celui-ci est alors cherché dans H2

0(Ω), fermeture de
C ∞

0 (Ω) pour la norme H2 (cf. Section 11.1). Pour justifier la condition sur la frontière, rappelons
que le champ diffracté doit être nul en dehors du support de l’inclusion Ω. La partie principale de
l’opérateur associé à cette formulation est égale à ∆(n − 1)−1∆·. Lorsque n est plus petit ou plus
grand que un sur tout le domaine, cet opérateur est elliptique et son étude s’effectue sans difficulté.
Lorsque n − 1 change de signe sur Ω, l’on voit apparaître un nouveau problème de transmission.
La question du caractère discret des valeurs propres de transmission dans cette configuration est
restée ouverte pendant longtemps. Récemment, dans [146], J. Sylvester a réalisé une jolie avancée
en démontrant ce résultat lorsque n − 1 est positif (ou négatif) dans un voisinage de la frontière.
Son travail est basé sur une formulation encore différente. Dans ce chapitre, nous souhaitons nous
concentrer sur l’étude du problème de bilaplacien avec changement de signe dans la partie principale.

Décrivons à présent le plan. Dans la Section 11.1, nous précisons les notations et introduisons
la formulation du quatrième ordre. Dans un second temps, nous étudions cette formulation. Nous
prouvons que l’opérateur de H2

0(Ω) dans H2
0(Ω) naturellement associé à cette formulation est

toujours de type Fredholm lorsque n − 1 ∈ L∞(Ω) reste positif ou négatif dans un voisinage de la
frontière et vérifie (n−1)−1 ∈ L∞(Ω). Ceci constitue un résultat surprenant car les hypothèses sont
relativement faibles. En particulier, la quantité n − 1 peut présenter les changements de signe les
plus divers à l’intérieur du domaine. Dans la Section 11.3, en utilisant la T-coercivité géométrique,
nous montrons le caractère discret des valeurs propres de transmission dans des cas où n−1 change
de signe dans un voisinage de la frontière, complétant ainsi [146]. Malheureusement, le critère de
validité de ce résultat n’est pas très explicite. Dans la dernière section, nous nous intéressons à
un problème de bilaplacien avec changement de signe avec des conditions aux limites mixtes. Ce
problème n’est pas en lien avec le problème de transmission intérieur mais présente des propriétés
mathématiques amusantes.

11.1 Une formulation du quatrième ordre pour le problème de
transmission intérieur

Commençons par introduire les notations que nous utiliserons dans ce chapitre. Considérons
Ω ⊂ Rd, d > 0, un domaine borné à frontière ∂Ω lipschitzienne connexe. De façon générale,
si O est un ouvert de Rd, nous notons indifféremment (·, ·)O les produits scalaires de L2(O) et
L2(O) := (L2(O))d, ainsi que ∥ · ∥O les normes associées. L’espace H2

0(Ω) est défini comme la
fermeture de C ∞

0 (Ω) pour la norme H2. En utilisant le théorème de Lax-Milgram, on vérifie que
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l’application (u, v) 7→ (u, v)H2
0(Ω) := (∆u,∆v)Ω définit un produit scalaire sur H2

0(Ω). Définissons
∥u∥H2

0(Ω) := ∥∆u∥Ω pour tout u ∈ H2
0(Ω).

Reprenons le problème de transmission intérieur du chapitre précédent avec A identiquement
égale à l’identité. Notons w le champ incident et u le champ total. Dans Ω, on a ∆u+ k2n(x)u = 0
et ∆w+ k2w = 0 où k désigne le nombre d’onde. Imposons à u de satisfaire les relations physiques
de continuité du champ et de continuité du flux [u]|∂Ω = [ν · ∇u]|∂Ω = 0. Ici, [·]|∂Ω désigne un
saut sur ∂Ω, arbitrairement fixé. Si w est un champ qui ne rayonne pas, alors on a u = w et
ν · ∇u − ν · ∇w = 0 sur ∂Ω. Ici, ν note la normale unitaire à ∂Ω dirigée vers l’extérieur de Ω. En
résumé, si w est tel que le champ diffracté est nul, le couple (u,w) vérifie le problème

∆u+ k2nu = 0 dans Ω
∆w + k2w = 0 dans Ω
u− w = 0 sur ∂Ω
ν · ∇u− ν · ∇w = 0 sur ∂Ω.

(11.1)

Le coefficient n est un élément de L∞(Ω) à valeurs réelles tel que n ̸= 1 dans Ω. Nous supposons
de plus que (n− 1)−1 appartient à L∞(Ω).

Le problème (11.1) est analogue à un problème de transmission entre un matériau positif et
un matériau négatif dans le cas d’un contraste dans la partie principale égal à −1. Cela vient du
fait que nous avons choisi A = Id. Nous savons que pour ce cas, H1 ne constitue pas un « bon »
cadre fonctionnel, les opérateurs associés à ces problèmes n’étant pas de type Fredholm. Ceci
empêche l’utilisation du théorème de Fredholm analytique pour prouver le caractère discret des
valeurs propres. Nous allons donc modifier ce cadre fonctionnel.

Définition 11.1.1 Les éléments k ∈ C pour lesquels il existe une solution non triviale au problème

Trouver (u,w) ∈ L2(Ω) × L2(Ω) avec u− w ∈ H2
0(Ω) tel que :

∆u+ k2nu = 0 dans Ω
∆w + k2w = 0 dans Ω

(11.2)

sont appelés des valeurs propres de transmission.

Remarque 11.1.2 Physiquement, il peut paraître étrange de travailler avec des champs apparte-
nant à L2(Ω) et non à H1(Ω). Est-ce simplement un artifice mathématique ? En réalité, les champs
incidents w sont des superpositions d’ondes planes. Ils sont donc très réguliers. Mais il est possible
de montrer des résultats de densité de cet « espace d’ondes planes » dans H1(Ω) et L2(Ω). Autre-
ment dit, toute fonction de H1(Ω) ou L2(Ω) peut être approchée avec une précision arbitraire par
une superposition d’ondes planes. Par conséquent, si k est une valeur propre de transmission, on
peut toujours trouver une combinaison linéaire d’ondes planes qui rayonne « très peu », le « très
peu » pouvant être choisi aussi petit que l’on veut. Le message important de cette remarque est donc
le suivant. Pour mettre en place les méthodes de reconstruction, il suffit de savoir prouver que les
valeurs propres de transmission forment un ensemble discret dénombrable, lesdites valeurs propres
de transmission étant définies dans un cadre fonctionnel dans lequel l’espace des ondes planes est
dense. Nous renvoyons le lecteur à [61] pour plus de détails concernant ce point.

Écrivons à présent une formulation du quatrième ordre pour le problème (11.2). Considérons (u,w)
un couple d’éléments vérifiant (11.2). Définissons v := u−w. Notons que v n’est rien d’autre que le
champ diffracté dans l’inclusion. Il satisfait la relation ∆v+k2nv = k2(1 −n)w dans Ω. En divisant
de part et d’autre de l’égalité par (1 − n) et en utilisant l’équation ∆w + k2w = 0, on obtient, au
sens des distributions,

(∆ + k2)
1

n− 1
(∆v + k2nv) = 0.
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On déduit que si le couple (u,w) satisfait le problème (11.2) alors v = u− w vérifie le problème

Trouver v ∈ H2
0(Ω) tel que∫

Ω

1
n− 1

(∆v + k2nv)(∆φ+ k2φ) = 0, ∀φ ∈ H2
0(Ω).

(11.3)

Réciproquement, on montre (voir [139, lemme 3.1] pour les détails) que si v est solution de (11.3)
alors le couple (u,w) := ((n − 1)−1 (∆v + k2nv) − k2v, (n − 1)−1 (∆v + k2nv)) vérifie le problème
(11.2). Sur H2

0(Ω) × H2
0(Ω), définissons la forme sesquilinéaire

ak(v, φ) = ((n− 1)−1(∆v + k2nv), (∆φ+ k2φ))Ω, ∀(v, φ) ∈ H2
0(Ω) × H2

0(Ω).

Avec le théorème de représentation de Riesz, introduisons l’opérateur continu Ak : H2
0(Ω) → H2

0(Ω)
associé à ak tel que

(Akv, φ)H2
0(Ω) = ak(v, φ), ∀(v, φ) ∈ H2

0(Ω) × H2
0(Ω). (11.4)

Supposons pour un court moment qu’il existe k0 ∈ C tel que Ak0 définisse un isomorphisme de
H2

0(Ω). Pour tout k ∈ C, il est aisé de prouver que Ak diffère de Ak0 d’une perturbation compacte.
Avec le théorème de Fredholm analytique, on conclut alors, puisque Ak0 est injectif, que Ak est
un isomorphisme de H2

0(Ω) pour tout k ∈ C\S , où S est un ensemble discret dénombrable dans
C. Autrement dit, pour montrer que l’ensemble des valeurs propres de transmission est discret dé-
nombrable, il est suffisant de montrer qu’il existe k0 ∈ C tel que Ak0 soit un isomorphisme de H2

0(Ω).

Lorsque n(x) > 1 p.p. sur Ω, la forme bilinéaire a0 est coercive sur H2
0(Ω) × H2

0(Ω) et donc
A0 est un isomorphisme de H2

0(Ω). Dans cette configuration, le raisonnement précédent s’ap-
plique et l’ensemble des valeurs propres de transmission est discret dénombrable. Lorsque
0 < C1 ≤ n(x) ≤ C2 < 1, où C1, C2 sont des constantes, ce résultat est également vrai car
−a0 est coercive sur H2

0(Ω) × H2
0(Ω). Ces résultats sont connus depuis [139]. Lorsque n− 1 change

de signe, la forme ak n’est ni coercive ni « coercive+compacte » sur H2
0(Ω) × H2

0(Ω). Les valeurs
propres du problème (11.3) constituent-elles encore un ensemble discret dénombrable dans ce cas
de figure ?

Pour tenter de répondre à cette question, nous allons nous concentrer sur la partie principale
(la partie qui contient les dérivées d’ordre le plus élevé) de l’opérateur Ak. Introduisons la forme
sesquilinéaire

b(v, φ) := ((n− 1)−1∆v,∆φ)Ω, ∀(v, φ) ∈ H2
0(Ω) × H2

0(Ω)

ainsi que l’opérateur continu B : H2
0(Ω) → H2

0(Ω) associé tel que

(Bv, φ)H2
0(Ω) = b(v, φ), ∀(v, φ) ∈ H2

0(Ω) × H2
0(Ω). (11.5)

Pour simplifier la présentation, nous notons σ := (n− 1)−1 ∈ L∞(Ω).

11.2 Étude de la formulation du quatrième ordre

Avant d’étudier l’opérateur B, intéressons-nous au problème obtenu en remplaçant dans (11.3)
la condition « ∂νv = 0 sur ∂Ω » par la condition « σ∆v = 0 sur ∂Ω ».

11.2.1 Une première approche

Pour f ∈ (H1
0(Ω) ∩ H2(Ω))∗, considérons le problème

Trouver u ∈ H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) tel que :

∆σ∆u = f
σ∆u = 0 sur ∂Ω

. (11.6)
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Ici, nous imposons des conditions aux limites mixtes : la condition u = 0 sur ∂Ω est qualifiée
d’essentielle, elle apparaît dans l’espace, tandis que la condition σ∆u = 0 sur ∂Ω est dite naturelle.
La trace σ∆u = 0 est définie au sens faible. Nous dirons que la fonction v ∈ L2(Ω) telle que
∆v ∈ (H1

0(Ω) ∩ H2(Ω))∗ vérifie v = 0 sur ∂Ω si et seulement si on a

⟨
∆v, v′⟩

Ω =
∫

Ω
v∆v′, ∀v′ ∈ H1

0(Ω) ∩ H2(Ω),

la notation ⟨·, ·⟩Ω désignant ici le crochet de dualité (H1
0(Ω) ∩ H2(Ω))∗ × H1

0(Ω) ∩ H2(Ω). Avec ces
conditions aux limites, nous allons voir qu’il est très facile de résoudre le problème (11.6) en deux
étapes. Pour fixer les idées, supposons Ω de classe C 2 et donnons-nous f ∈ H−1(Ω). Il existe un
unique v ∈ H1

0(Ω) vérifiant ∆v = f . Notons ensuite u l’unique fonction vérifiant u ∈ H1
0(Ω) et

∆u = σ−1v. Puisque Ω est régulier, nous savons que u appartient à H2(Ω). Cet élément satisfait
donc le problème (11.6). Remarquons bien que pour obtenir ce résultat, les seules hypothèses faites
sur σ sont σ ∈ L∞(Ω) et σ−1 ∈ L∞(Ω). Ainsi, σ peut très bien changer de signe. Cependant,
ce changement de signe ne semble pas avoir les conséquences du changement de signe de σ pour
l’opérateur div (σ∇·) : H1

0(Ω) → H−1(Ω). Précisons l’étude du problème (11.6).

Avec le théorème de Lax-Milgram, on montre que le produit scalaire (u, v) 7→ (u, v)H2
0(Ω) =

(∆u,∆v)Ω que nous avons défini sur H2
0(Ω) × H2

0(Ω) constitue également un produit scalaire sur
H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) × H1
0(Ω) ∩ H2(Ω). Introduisons la forme sesquilinéaire

b̃(v, φ) := (σ∆v,∆φ)Ω, ∀(v, φ) ∈ H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) × H1

0(Ω) ∩ H2(Ω),

ainsi que l’opérateur continu de H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) associé, défini par

(B̃v, φ)H2
0(Ω) = b̃(v, φ), ∀(v, φ) ∈ H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) × H1
0(Ω) ∩ H2(Ω).

Nous allons voir qu’il est très facile de construire l’inverse de l’opérateur B̃.

Théorème 11.2.1 Supposons l’ouvert Ω de classe C 2. Pour tout σ ∈ L∞(Ω) tel que σ−1 ∈ L∞(Ω),
l’opérateur B̃ constitue un isomorphisme de H1

0(Ω) ∩ H2(Ω).

Preuve. Définissons l’opérateur T : H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) → H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) tel que, pour tout u ∈
H1

0(Ω)∩H2(Ω), Tu est défini comme l’unique solution du problème « trouver Tu ∈ H1
0(Ω) satisfaisant

∆(Tu) = σ−1∆u ». Puisque nous avons supposé Ω de classe C 2, Tu est bien un élément de H2(Ω).
Pour tout u, v ∈ H1

0(Ω) ∩ H2(Ω), nous pouvons écrire

(B̃(Tu), v)H2
0(Ω) = (σ∆(Tu),∆v)Ω = (∆u,∆v)Ω.

Par conséquent, l’opérateur B̃ ◦ T est égal à l’identité de H1
0(Ω) ∩ H2(Ω). Puisque B̃ est autoadjoint,

on déduit que B̃ définit un isomorphisme avec B̃−1 = T.

Proposons une autre preuve de ce résultat, légèrement différente, en revenant à la résolution du
problème (11.6) en deux étapes. Cela constituera un avant goût de la fin de ce chapitre. Commençons
par démontrer le

Lemme 11.2.2 Supposons l’ouvert Ω de classe C 2. Alors pour tout f ∈ (H1
0(Ω)∩H2(Ω))∗, il existe

une unique solution au problème

Trouver v ∈ L2(Ω) tel que :∫
Ω
v∆v′ =

⟨
f, v′⟩

Ω , ∀v′ ∈ H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) , (11.7)

la notation ⟨·, ·⟩Ω désignant le crochet de dualité (H1
0(Ω) ∩ H2(Ω))∗ × H1

0(Ω) ∩ H2(Ω).
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Preuve. Considérons v ∈ L2(Ω) tel que
∫

Ω v∆v′ = 0 pour tout v′ ∈ H1
0(Ω)∩H2(Ω). En testant avec v′

l’unique solution du problème « trouver v′ ∈ H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) tel que ∆v′ = v », on déduit

∫
Ω v

2 = 0.
Ainsi, le problème (11.7) possède au plus une solution. Maintenant, considérons f ∈ (H1

0(Ω) ∩
H2(Ω))∗. D’après le théorème de représentation de Riesz, il existe un unique F ∈ H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) tel
que

∫
Ω ∆F∆v′ = ⟨f, v′⟩Ω pour tout v′ ∈ H1

0(Ω) ∩ H2(Ω). La fonction v = ∆F ∈ L2(Ω) est alors une
solution du problème (11.7). Ceci termine la preuve.

Preuve du Théorème 11.2.1 (bis). Considérons u ∈ H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) tel que∫

Ω
σ∆u∆v′ = 0, ∀v′ ∈ H1

0(Ω) ∩ H2(Ω).

D’après le Lemme 11.2.2, on a alors nécessairement σ∆u = 0 et donc ∆u = 0. Ceci implique
u = 0 et prouve que le problème (11.6) possède au plus une solution. Considérons ensuite f ∈
(H1

0(Ω) ∩ H2(Ω))∗. D’après le Lemme 11.2.2, il existe un unique v ∈ H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) tel que∫

Ω
v∆v′ =

⟨
f, v′⟩

Ω , ∀v′ ∈ H1
0(Ω) ∩ H2(Ω).

Définissons alors u l’unique solution du problème « trouver u ∈ H1
0(Ω)∩H2(Ω) tel que ∆u = σ−1v ».

Cette fonction est une solution du problème (11.6).

Remarque 11.2.3 Pour démontrer le Théorème 11.2.1, nous avons supposé Ω de classe C 2. Bien
entendu, cette hypothèse peut-être affaiblie. Il suffit en fait que l’ouvert Ω soit tel que l’opérateur
Laplacien avec condition de Dirichlet homogène soit un isomorphisme de H1

0(Ω)∩H2(Ω) dans L2(Ω).
C’est par exemple le cas lorsque Ω est convexe à frontière lipschitzienne. Par contre, en 2D, lorsque
Ω présente un ou plusieurs coins rentrants, le Laplacien avec condition de Dirichlet homogène
n’est pas un isomorphisme de H1

0(Ω) ∩ H2(Ω). Dans ce cas, nous verrons dans la Section 11.4 que
l’opérateur B̃ : H1

0(Ω)∩H2(Ω) → H1
0(Ω)∩H2(Ω) ne définit pas toujours un isomorphisme. Un noyau

de dimension finie peut apparaître.

11.2.2 Caractère Fredholm de l’opérateur

Revenons à l’étude de l’opérateur B introduit en (11.5). Nous allons prouver qu’il est Fredholm
d’indice zéro sous l’hypothèse

(Hσ)
Supposons σ ∈ L∞(Ω) avec σ−1 ∈ L∞(Ω). Supposons de plus que σ(x) ≥ C1 > 0 p.p.
sur Ω\O ou σ(x) ≤ C2 < 0 p.p. sur Ω\O, où C1, C2 sont des constantes et O un ouvert
tel que O ⊂ Ω.

∂ΩΩ\O

O

Figure 11.1 – La fonction σ est supposée uniformément positive ou uniformément négative dans
la région verte Ω\O.
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En d’autres termes, nous supposons qu’il existe un voisinage de ∂Ω sur lequel on a n > 1 presque
partout ou n < 1 presque partout. Par contre, en dehors de ce voisinage, n − 1 peut changer de
signe. Pour prouver que B définit un opérateur Fredholm d’indice zéro, nous allons construire une
paramétrix à droite pour B, i.e. un opérateur borné T tel que B ◦ T = I + K où I : H2

0(Ω) → H2
0(Ω)

est un isomorphisme et K : H2
0(Ω) → H2

0(Ω) un opérateur compact.

Théorème 11.2.4 Supposons que σ satisfasse l’hypothèse (Hσ). Alors l’opérateur B : H2
0(Ω) →

H2
0(Ω) vérifiant (Bv, φ)H2

0(Ω) = (σ∆v,∆φ)Ω, pour tout (v, φ) ∈ H2
0(Ω)×H2

0(Ω), est Fredholm d’indice
zéro.

Preuve. Présentons la preuve dans le cas σ ≥ C1 > 0 dans un voisinage de la frontière ∂Ω. En
travaillant sur l’opérateur −B lorsque σ ≤ C2 < 0 dans un voisinage de ∂Ω, on peut en effet se
ramener à cette configuration. Introduisons ζ ∈ C ∞

0 (Ω, [0; 1]) une fonction de troncature égale à
1 sur O. Remarquons que 1 − ζ est un élément de C ∞(Ω, [0; 1]) qui vaut 1 dans un voisinage de
∂Ω. Considérons à présent v un élément de H2

0(Ω). La fonction (1 − ζ)v appartient à H2
0(Ω) et par

définition, on a pour tout φ ∈ H2
0(Ω),

(σ∆((1 − ζ)v),∆φ)Ω = b((1 − ζ)v, φ) = (B((1 − ζ)v), φ)H2
0(Ω).

Ceci permet d’écrire, en développant ∆((1 − ζ)v),

((1 − ζ)σ∆v,∆φ)Ω = (B((1 − ζ)v), φ)H2
0(Ω) + (σ(2∇v · ∇ζ + v∆ζ),∆φ)Ω. (11.8)

Sur le support de ζ, il faut procéder un peu différemment car σ change de signe. Définissons ψ
l’unique élément de H1

0(Ω) tel que ∆ψ = σ−1∆v ∈ L2(Ω). Les résultats classiques de régularité
intérieure (voir [88, théorème 2.1.3]) indiquent qu’on a, pour tout χ ∈ C ∞

0 (Ω), χψ ∈ H2
0(Ω) avec

l’estimation ∥χψ∥H2
0(Ω) ≤ C∥σ−1∆v∥Ω ≤ C∥v∥H2

0(Ω). En particulier, la fonction ζψ appartient à
H2

0(Ω) et dépend continûment de v. Puisque (σ∆(ζψ),∆φ)Ω = (B(ζψ), φ)H2
0(Ω), l’on déduit, en

développant ∆(ζψ),

(ζ∆v,∆φ)Ω = (σζ∆ψ,∆φ)Ω = (B(ζψ), φ)H2
0(Ω) − (σ(2∇ψ · ∇ζ + ψ∆ζ),∆φ)Ω. (11.9)

Définissons l’opérateur T : H2
0(Ω) → H2

0(Ω) tel que Tv = ζψ + (1 − ζ)v pour tout v ∈ H2
0(Ω).

Avec le théorème de représentation de Riesz, introduisons les opérateurs I : H2
0(Ω) → H2

0(Ω) et
K : H2

0(Ω) → H2
0(Ω) tels que, pour tout (v, φ) ∈ H2

0(Ω) × H2
0(Ω),

(Iv, φ)H2
0(Ω) = ((ζ + (1 − ζ)σ)∆v,∆φ)Ω

(Kv, φ)H2
0(Ω) = (σ(2∇(ψ − v) · ∇ζ + (ψ − v)∆ζ),∆φ)Ω. (11.10)

Avec ces définitions, nous avons la relation B ◦ T = I + K. On vérifie sans mal que I : H2
0(Ω) →

H2
0(Ω) définit un isomorphisme car la forme (v, φ) 7→ ((ζ + (1 − ζ)σ)∆v,∆φ)Ω est coercive sur

H2
0(Ω) × H2

0(Ω). Le Lemme 11.2.5 ci-dessous indique que K : H2
0(Ω) → H2

0(Ω) est compact. Par
conséquent, l’opérateur T définit bien une paramétrix à droite pour B. Puisque B est autoadjoint,
nous déduisons que c’est un opérateur Fredholm d’indice zéro.

Lemme 11.2.5 L’opérateur K : H2
0(Ω) → H2

0(Ω) défini en (11.10) est compact.

Preuve. Considérons (φn) une suite bornée d’éléments de H2
0(Ω). Montrons qu’on peut en extraire

une sous-suite telle que (Kφn) converge dans H2
0(Ω). D’après la définition (11.10) de l’opérateur K,

nous pouvons écrire

∥Kφn∥2
H2

0(Ω) ≤ C ∥φn∥H2
0(Ω)

(
∥φn∥H1(Ω) + ∥ψn∥H1(supp ζ)

)
.
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Ci-dessus « supp ζ » désigne le support de ζ. Rappelons qu’en vertu du résultat de régularité
intérieure, on a l’estimation ∥ψn∥H2(supp ζ) ≤ C ∥φn∥H2

0(Ω). Puisque l’injection de H2(Ω) (resp.
H2(supp ζ)) dans H1(Ω) (resp. H1(supp ζ)) est compacte, nous pouvons extraire de (φn) une sous-
suite telle que (φn) et (ψn) convergent respectivement dans H1(Ω) et H1(supp ζ) fortement. Défi-
nissons φmn := φm − φn pour tout m, n ∈ N. En utilisant l’estimation

∥Kφmn∥2
H2

0(Ω) ≤ C ∥φmn∥H2
0(Ω)

(
∥φmn∥H1(Ω) + ∥ψmn∥H1(supp ζ)

)
,

nous déduisons que (Kφn) est une suite de Cauchy de H2
0(Ω). Par conséquent, (Kφn) converge.

Pour tout k ∈ C, l’opérateur Ak défini en (11.4) diffère de B d’une perturbation compacte. Nous
pouvons donc énoncer le

Corollaire 11.2.6 Supposons que σ satisfasse l’hypothèse (Hσ). Alors pour tout k ∈ C, l’opérateur
Ak défini en (11.4) est Fredholm d’indice zéro.

Remarque 11.2.7 De façon quelque peu surprenante, ces résultats indiquent que l’opérateur ∆σ∆·,
contrairement à l’opérateur div (σ∇·), n’est pas sensible aux changements de signe de σ tant que
ceux-ci ont lieu à l’intérieur du domaine Ω. Notons que les changements de signe de σ peuvent
s’effectuer de façon très irrégulière. Ainsi, supposons Ω divisé en deux sous-domaines Ω1, Ω2 avec
Ω = Ω1 ∪ Ω2, Ω1 ∩ Ω2 = ∅, σ(x) = σ1(x) ≥ C1 > 0 p.p. dans Ω1 et σ(x) = σ2(x) ≤ C2 < 0
p.p. dans Ω2. Définissons l’interface Σ = ∂Ω1 \ ∂Ω = ∂Ω2 \ ∂Ω. L’opérateur ∆σ∆· reste de type
Fredholm même lorsque Σ présente des coins ou des « cusps ». Maintenant, considérons un domaine
symétrique par rapport à l’interface située, pour fixer les idées, en y = 0. Supposons qu’on ait
σ1(x, y) = −σ2(x,−y). Dans ce cas, on ne peut utiliser le principe de symétrie pour construire
un noyau de dimension infinie pour l’opérateur ∆σ∆· comme nous l’avons fait pour l’opérateur
div (σ∇·) (cf. Théorème 1.5.1). Le lecteur vérifiera en effet que les conditions de transmission à
l’interface [u]|Σ = [νΣ · ∇u]|Σ = [σ∆u]|Σ = [νΣ · ∇(∆u)]|Σ = 0 sont trop « rigides ».

Remarque 11.2.8 Lorsque σ change de signe dans tout voisinage de ∂Ω, il semble qu’il existe des
configurations pour lesquelles l’opérateur B ne soit pas de type Fredholm en raison de l’existence de
singularités ponctuelles qui « sortent » de H2. Le calcul de ces singularités fait actuellement l’objet
du stage de Jérémy Firozaly.

11.2.3 Étude de l’injectivité en 1D

Dans ce paragraphe, nous souhaitons savoir si le résultat que nous venons d’obtenir est sous-
optimal ou non. Plus précisément, nous avons prouvé que l’opérateur B est Fredholm d’indice 0
lorsque σ reste positif ou négatif dans un voisinage de ∂Ω. Comme pour l’opérateur B̃, il se pourrait
qu’on ait une propriété plus forte du type : B définit un isomorphisme de H2

0(Ω) dès lors que σ
reste positif ou négatif dans un voisinage de ∂Ω. Nous allons voir sur des exemples en 1D pour
lesquels on peut effectuer tous les calculs explicitement que ceci n’est pas vrai.

⋄ Exemple 1. Définissons les domaines Ω =]a; b[, Ω1 =]a; 0[, Ω2 =]0; b[, avec a < 0 et b > 0.
Introduisons la fonction σ telle que σ = σ1 sur Ω1, σ = σ2 sur Ω2. Ici, σ1 > 0 et σ2 < 0 sont des
constantes. On s’intéresse au problème

Trouver u ∈ H2
0(Ω) tel que :

∆σ∆u = f ∈ H−2(Ω). (11.11)

En utilisant la preuve du Théorème 11.2.4, on montre que l’opérateur borné de H2
0(Ω) canoniquement

associé à ce problème est Fredholm d’indice zéro. Pour savoir si c’est un isomorphisme, il est donc
suffisant d’étudier la question de l’injectivité. Considérons donc u un élément de H2

0(Ω) vérifiant le
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problème (11.11) avec f = 0. Puisque ∆∆u = 0 de part et d’autre de l’interface, en utilisant les
conditions aux limites u(a) = u(b) = u(1)(a) = u(1)(b) = 0, on peut écrire

u1(x) = A1(x− a)3 +B1(x− a)2 pour x ∈ Ω1 et u2(x) = A2(x− b)3 +B2(x− b)2 pour x ∈ Ω2.

Les conditions de transmission à l’interface u1(0) = u2(0), u(1)
1 (0) = u

(1)
2 (0), σ1u

(2)
1 (0) = σ2u

(2)
2 (0)

et σ1u
(3)
1 (0) = σ2u

(3)
2 (0) imposent :

−a3A1 + a2B1 = −b3A2 + b2B2 ; 3a2A1 − 2aB1 = 3b2A2 − 2b2B2 ;
σ1(−6aA1 + 2B1) = σ2(−6bA2 + 2B2) ; 6σ1A1 = 6σ2A2.

On trouve qu’il existe une solution non nulle si et seulement si le contraste κσ = σ2/σ1 satisfait

κ2
σ +

(
−4(b/a) + 6(b/a)2 − 4(b/a)3

)
κσ + (b/a)4 = 0.

On peut vérifier que le déterminant de ce polynôme est toujours positif pour (b/a) ∈ R∗
−. Ainsi,

pour tout (b/a) ∈ R∗
−, il existe deux valeurs du contraste

κσ =
(

2 − 3(b/a) + 2(b/a)2 ± 2|(b/a) − 1|
√

((b/a)2 − (b/a) + 1)
)

(b/a)

pour lesquelles il existe une solution non nulle au problème (11.11). Par un calcul de routine, on
montre que ces deux racines sont strictement négatives pour (b/a) ∈ R∗

−. Ceci est plutôt rassurant
car la forme bilinéaire associée au problème (11.11) est coercive lorsque κσ > 0. Dans le cas d’un
domaine symétrique par rapport à l’interface, i.e. pour b = −a, l’opérateur n’est pas injectif pour
κσ = −4 ±

√
3. Résumons l’idée apportée par ces calculs : à géométrie fixée, l’opérateur borné

canoniquement associé au problème (11.11) est Fredholm d’indice 0 mais n’est pas toujours injectif.

⋄ Exemple 2. Étudions à présent un problème plus proche de celui présenté dans le §11.2.2,
avec un changement de signe de σ à l’intérieur du domaine. Définissons les ouverts Ω =] − 1; 1[,
Ω1 =] − 1; −δ[∪]δ; 1[, Ω2 =] − δ; δ[, avec 0 < δ < 1. Introduisons la fonction σ telle que σ = σ1 sur
Ω1, σ = σ2 sur Ω2. De nouveau, σ1 > 0 et σ2 < 0 sont des constantes. D’après le Théorème 11.2.4,
pour tout contraste κσ ∈ R∗

−, l’opérateur borné de H2
0(Ω) canoniquement au problème (11.11) est

Fredholm d’indice zéro. En procédant comme dans l’Exemple 1, on prouve que c’est en fait un
isomorphisme si et seulement si

κσ /∈ {δ3/(δ3 − 1), δ/(δ − 1)}.

De nouveau, ceci montre que le résultat du paragraphe précédent n’est pas sous-optimal au sens
où B n’est pas toujours un isomorphisme de H2

0(Ω).

⋄ Exemple 3. Reprenons la géométrie de l’Exemple 1 ci-dessus. Intéressons-nous au problème

Trouver u ∈ H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) tel que :

∆σ∆u = f ∈ H−1(Ω)
σ∆u = 0 sur ∂Ω .

(11.12)

Étudions l’injectivité du problème (11.12). Considérons u un élément de H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) vérifiant le

problème (11.11) avec f = 0. En utilisant les conditions aux limites, nous pouvons écrire

u1(x) = A1(x− a)3 +B1(x− a) pour x ∈ Ω1 et u2(x) = A2(x− b)3 +B2(x− b) pour x ∈ Ω2.

Les conditions de transmission à l’interface u1(0) = u2(0), u(1)
1 (0) = u

(1)
2 (0), σ1u

(2)
1 (0) = σ2u

(2)
2 (0)

et σ1u
(3)
1 (0) = σ2u

(3)
2 (0) imposent :

a3A1 + aB1 = b3A2 + bB2 ; 3a2A1 + aB1 = 3b2A2 + bB2 ;
6σ1aA1 = 6σ2aA2 ; 6σ1A1 = 6σ2A2.
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Ceci implique A1 = A2 = B1 = B2 = 0. Par conséquent le problème (11.12) est toujours injectif.
Ceci est cohérent avec le résultat du Théorème 11.2.1 qui indique que l’opérateur B̃ associé à ce
problème constitue un isomorphisme.

Pour prouver le caractère discret des valeurs propres de transmission, nous avons besoin de
savoir montrer qu’il existe k ∈ C tel que l’opérateur Ak : H2

0(Ω) → H2
0(Ω) défini en (11.4) constitue

un isomorphisme (rappelons que B = A0). La technique que nous avons développée dans ce para-
graphe ne permet pas d’obtenir ce résultat. Nous renvoyons le lecteur à [146] pour une preuve basée
sur l’étude d’une formulation équivalente à (11.2). Dans ce papier, l’auteur a besoin de l’hypothèse
n− 1 plus grand ou plus petit que zéro dans un voisinage de la frontière ∂Ω.

Remarque 11.2.9 Pour aller plus loin et montrer qu’il existe k ∈ C tel que Ak soit injectif, sans
hypothèse de signe de n−1, on peut imaginer utiliser la technique d’addition de variable permettant
d’étudier les opérateurs à paramètre (cf. [1] ainsi que les preuves des Lemmes 3.1.11 et 8.3.6). L’idée
consiste à remplacer le paramètre spectral k par une dérivée i∂z par rapport à une nouvelle variable
z. En établissant une estimation a priori en 3D, on peut alors prouver le résultat d’injectivité désiré
en 2D. Nous travaillons actuellement sur cette méthode.

Dans la prochaine section, nous allons étudier l’opérateur B en utilisant l’approche T-coercivité
géométrique du Chapitre 1. Cela permettra de prouver facilement l’injectivité pour B et donc
le caractère discret des valeurs propres de transmission. Indiquons également que nous serons en
mesure de démontrer ces résultats dans des configurations pour lesquelles n − 1 change de signe
sur la frontière. Malheureusement, le critère que nous allons devoir imposer à n − 1 est difficile à
vérifier a priori.

11.3 Utilisation de la T-coercivité géométrique

Supposons Ω divisé en deux sous-domaines Ω1, Ω2 avec Ω = Ω1 ∪ Ω2, Ω1 ∩ Ω2 = ∅. Faisons
l’hypothèse σ(x) = σ1(x) ≥ C1 > 0 p.p. dans Ω1 et σ(x) = σ2(x) ≤ C2 < 0 p.p. dans Ω2.
Définissons l’interface Σ = ∂Ω1 \ ∂Ω = ∂Ω2 \ ∂Ω. Notons Γ1 := ∂Ω1 ∩ ∂Ω et Γ2 := ∂Ω2 ∩ ∂Ω.
Introduisons les constantes

σ+
1 := sup

Ω1

σ1 < ∞ , σ+
2 := sup

Ω2

|σ2| < ∞ , σ−
1 := inf

Ω1
σ1 > 0 et σ−

2 := inf
Ω2

|σ2| > 0.

Ω1, σ1 > 0

Ω2, σ2 > 0
Ω1

σ1 > 0
Ω2

σ2 < 0

Figure 11.2 – Exemples de géométries considérées.

Cette fois-ci, nous avons à construire des isomorphismes T de H2
0(Ω) tels que la forme

(v, φ) → b(v, Tφ) = (σ∆v,∆(Tφ))Ω soit coercive sur H2
0(Ω) × H2

0(Ω). Au niveau de l’interface,
les éléments de H2

0(Ω) se raccordent en trace et en trace normale. Plus précisément, si u ∈ H2
0(Ω)

alors on a [u]|Σ = [νΣ · ∇u]|Σ = 0 où [·]|Σ correspond au saut sur Σ. Ici, νΣ désigne le vecteur
unitaire normal à Σ dirigé, pour fixer les idées, vers Ω2. À cause de la condition de raccord de trace
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normale, nous n’allons pas pouvoir utiliser les opérateurs du Chapitre 1.

Pour k = 1, 2, introduisons l’espace des restrictions des éléments de H2
0(Ω) à Ωk :

H2
0,Γk

(Ωk) :=
{
v|Ωk

, v ∈ H2
0(Ω)

}
.

Nous notons L(H2
0,Γ1

(Ω1),H2
0,Γ2

(Ω2)) l’espace des opérateurs bornés de H2
0,Γ1

(Ω1) dans
H2

0,Γ2
(Ω2). L’espace L(H2

0,Γ2
(Ω2),H2

0,Γ1
(Ω1)) est défini de façon analogue. De plus, si R1 ∈

L(H2
0,Γ1

(Ω1),H2
0,Γ2

(Ω2)) et R2 ∈ L(H2
0,Γ2

(Ω2),H2
0,Γ1

(Ω1)), nous définissons

∥R1∥ := sup
v∈H2

0, Γ1
(Ω1), ∥∆v∥Ω1 =1

∥∆(R1v)∥Ω2 et ∥R2∥ := sup
v∈H2

0, Γ2
(Ω2), ∥∆v∥Ω2 =1

∥∆(R2v)∥Ω1 .

Introduisons les espaces d’« opérateurs de transfert »

R1 := {R1 ∈ L(H2
0,Γ1

(Ω1),H2
0,Γ2

(Ω2))
∣∣R1v|Σ = v|Σ et νΣ ·∇(R1v)|Σ = νΣ ·∇v|Σ, ∀v ∈ H2

0,Γ1
(Ω1)};

R2 := {R2 ∈ L(H2
0,Γ2

(Ω2),H2
0,Γ1

(Ω1))
∣∣R2v|Σ = v|Σ et νΣ ·∇(R2v)|Σ = νΣ ·∇v|Σ, ∀v ∈ H2

0,Γ2
(Ω2)}.

Remarquons que ces espaces ne sont pas vides. Considérons par exemple l’opérateur R1 qui à
φ ∈ H2

0(Ω) fait correspondre l’unique solution du problème

Trouver R1φ ∈ H2(Ω2) tel que :
∆σ2∆(R1φ) = 0 dans Ω2
R1φ = 0 sur Γ2
ν · ∇(R1φ) = 0 sur Γ2
R1φ = φ sur Σ
νΣ · ∇(R1φ) = νΣ · ∇φ sur Σ.

(11.13)

De la même façon, notons R2 l’opérateur qui à φ ∈ H2
0(Ω) fait correspondre l’unique solution du

problème
Trouver R2φ ∈ H2(Ω1) tel que :
∆σ1∆(R2φ) = 0 dans Ω1
R2φ = 0 sur Γ1
ν · ∇(R2φ) = 0 sur Γ1
R2φ = φ sur Σ
νΣ · ∇(R2φ) = νΣ · ∇φ sur Σ.

(11.14)

On vérifie sans mal que R1 appartient à R1 tandis que R2 constitue un élément de R2. Maintenant,
pour R1 ∈ R1 et R2 ∈ R2 fixés, définissons les opérateurs

T1φ := φ1 sur Ω1
−φ2 + 2R1φ1 sur Ω2

; T2φ := φ1 − 2R2φ2 sur Ω1
−φ2 sur Ω2

.

Pour tout φ ∈ H2
0(Ω), on a [T1φ]|Σ = [νΣ · ∇(T1φ)]|Σ = 0 et [T2φ]|Σ = [νΣ · ∇(T2φ)]|Σ = 0. Par

ailleurs, on note que T1 ◦ T1 = T2 ◦ T2 = Id. Ceci prouve que T1 et T2 sont des isomorphismes de
H2

0(Ω). Par conséquent, nous avons les équivalences[
v vérifie b(v, φ) = l(φ), ∀φ ∈ H2

0(Ω)
]

⇔
[
v vérifie b(v, T1φ) = l(T1φ), ∀φ ∈ H2

0(Ω)
]

⇔
[
v vérifie b(v, T2φ) = l(T2φ), ∀φ ∈ H2

0(Ω)
]
.

Évaluons à présent b(v, T1v) pour v ∈ H2
0(Ω). Avec l’inégalité de Young, nous pouvons écrire, pour

tout η > 0,

b(v, T1v) = (σ1∆v,∆v)Ω1 + (|σ2|∆v,∆v)Ω2 − 2(|σ2|∆v,∆(R1v))Ω2

≥ ((σ1 − σ+
2 ∥R1∥2η−1)∆v,∆v)Ω1 + (|σ2|(1 − η)∆v,∆v)Ω2 .

En calculant de la même façon b(v, T2v) pour v ∈ H2
0(Ω), nous pouvons alors énoncer le
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Théorème 11.3.1 Supposons σ−
1 /σ

+
2 > infR1∈R1 ∥R1∥2 ou σ−

2 /σ
+
1 > infR2∈R2 ∥R2∥2. Alors B :

H2
0(Ω) → H2

0(Ω) définit un isomorphisme.

Remarque 11.3.2 Le résultat de ce théorème est plus riche que celui du Théorème 11.2.4 car ici,
on obtient également l’injectivité de B. Par contre, bien entendu, les hypothèses sont plus fortes
et surtout, ne sont pas vérifiables a priori car il est délicat d’évaluer les valeurs infR1∈R1 ∥R1∥2 et
infR2∈R2 ∥R2∥2.

En remarquant que l’opérateur Ak est inversible pour des k petits en valeur absolue et en utilisant
le théorème de Fredholm analytique, on déduit le

Corollaire 11.3.3 Supposons σ−
1 /σ

+
2 > infR1∈R1 ∥R1∥2 ou σ−

2 /σ
+
1 > infR2∈R2 ∥R2∥2. Alors l’en-

semble des valeurs propres de transmission est discret et dénombrable dans C.

Illustrations numériques

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’approcher par une méthode éléments finis la solution,
en supposant qu’elle est définie de façon unique, du problème

Trouver u ∈ H2
0(Ω) tel que :

∆σ∆u = f.
(11.15)

Nous prenons Ω := {(x, y) ∈]−5; 5[×]−3; 3[}, Ω2 := {(x, y) ∈]−2.5; 2.5[×]−1.5; 1.5[} et Ω1 := Ω\Ω2.
Nous fixons le terme source f tel que f = 1 sur Ω1 et f = 0 sur Ω2. Nous choisissons σ vérifiant
σ|Ω1 = σ1 = 1 et σ|Ω2 = σ2 constant. Rappelons que nous définissons le contraste κσ = σ2/σ1.
Introduisons le problème approché

Trouver uh ∈ Vh tel que :
(σ∆uh,∆vh)Ω = (f, vh)Ω, ∀vh ∈ Vh,

(11.16)

où Vh est un espace d’approximation de H2
0(Ω). Nous utilisons l’élément fini de Morley qui est codé

dans le logiciel Freefem++. Nous renvoyons le lecteur à [118, 32] pour une description de cet élé-
ment fini conforme. Pour la visualisation des résultats, nous utilisons les logiciels Matlab et Paraview.

D’après le Théorème 11.2.4, nous savons que l’opérateur B associé au problème (11.15) est
Fredholm d’indice zéro. Par conséquent, en supposant B injectif, nous savons que le problème
(11.15) possède une et une seule solution. Mais même sous cette hypothèse, en raison du caractère
non fortement elliptique de l’opérateur B, il n’est pas évident de prouver que le problème approché
(11.16) est bien posé, y compris pour h suffisamment petit. Nous laissons cette question de la
justification de la méthode d’approximation de côté et supposons que l’on a bien convergence.
Autrement dit, nous supposons que le problème (11.16) est bien posé pour h assez petit et que sa
solution approche la solution du problème (11.15). Ici, nous souhaitons surtout avoir une idée de
l’influence du changement de signe de σ dans le problème (11.15).

Sur la Figure 11.3, nous représentons la solution uh du problème (11.16) dans la configura-
tion σ1 = −σ2 = 1, i.e. dans le cas où κσ = −1. Nous n’observons pas de comportement singulier
au voisinage de l’interface contrairement à ce que nous aurions obtenu en discrétisant le problème
« trouver u ∈ H1

0(Ω) tel que (σ∇u,∇v)Ω = (f, v)Ω, pour tout v ∈ H1
0(Ω) ». Ce résultat est en accord

avec le caractère Fredholm de l’opérateur B. Lorsqu’on observe cette simulation numérique, il n’est
pas évident de retrouver le changement de signe dans l’équation. Ceci vient du fait que la solution
dans H2

0(Ω), à l’interface, vérifie les conditions de raccord [u]|Σ = [νΣ · ∇u]|Σ = 0. On n’observe
donc pas la « cassure » caractéristique de la solution du problème « trouver u ∈ H1

0(Ω) tel que
(σ∇u,∇v)Ω = (f, v)Ω, pour tout v ∈ H1

0(Ω) », due à la relation de transmission [σνΣ · ∇u]|Σ = 0.
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La Figure 11.4 montre une vue en coupe dans le plan d’équation y = 0 des solutions du problème
(11.16) pour σ1 = −σ2 = 1 et σ1 = σ2 = 1. Il y a bien une différence entre ces deux solutions.
Sur la Figure 11.5, on trace la norme ∥∆uh∥Ω de la solution du problème (11.16) en fonction
du contraste κσ = σ2/σ1. Plus précisément, on fixe σ1 = 1 et on fait varier σ2. On remarque la
présence de pics laissant penser que l’opérateur B n’est pas toujours injectif. Ceci concorde avec
les calculs menés en 1D dans le §11.2.3. Pour nous assurer que le calcul n’est pas complètement
faux, nous avons affiché la norme de uh pour des contrastes positifs (Figure 11.5, en haut). Pour de
telles valeurs de κσ, le problème (11.15) est bien posé et il n’y a pas de pics. La dernière remarque
concerne l’intervalle de contrastes dans lequel se situe les pics. Dans le §11.3, nous avons prouvé
que l’opérateur B est un isomorphisme pour κσ << −1 et κ−1

σ << −1. Encore une fois, les deux
courbes de la Figure 11.5 sont en accord avec ce résultat.

Figure 11.3 – Approximation numérique de la solution du problème (11.15) pour σ1 = −σ2 = 1.
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Figure 11.4 – Vue en coupe dans le plan d’équation y = 0 des solutions du problème (11.16) pour
σ1 = −σ2 = 1 (en bleu) et σ1 = σ2 = 1 (en rouge).
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Figure 11.5 – Approximation numérique de la solution du problème (11.15) en fonction du contraste
κσ = σ2/σ1. On fixe σ1 = 1 et on fait varier σ2. En haut, σ2 ∈ [−40; 20]\{0}. En bas, on fait un
zoom pour σ2 ∈ [−3; 0[.
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11.4 Étude du problème de bilaplacien avec changement de signe
avec conditions mixtes

Revenons à l’étude du problème de bilaplacien avec conditions aux limites mixtes, posé dans le
domaine Ω ⊂ R2.

Trouver u ∈ H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) tel que :

∆σ∆u = f dans Ω
σ∆u = 0 sur ∂Ω

. (11.17)

Pour f ∈ (H1
0(Ω) ∩ H2(Ω))∗, nous avons prouvé avec le Théorème 11.2.1 que ce problème est bien

posé quand Ω est convexe ou de classe C 2, et lorsque σ ∈ L∞(Ω) vérifie σ−1 ∈ L∞(Ω). Nous vou-
lons dans cette partie étudier d’autres configurations, notamment des situations dans lesquelles Ω
n’est ni de classe C 2 ni convexe. Nous supposons que Ω ⊂ R2 est un ouvert à frontière ∂Ω polygonale.

De nouveau, nous munirons H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) du produit scalaire (u, v) 7→ (u, v)H2

0(Ω) = (∆u,∆v)Ω.
En intégrant par parties, on prouve l’estimation a priori (voir [88, théorème 2.2.3] ou [96, 110]) :

∥u∥H2(Ω) ≤ C ∥∆u∥Ω, ∀u ∈ H1
0(Ω) ∩ H2(Ω)

où C est une constante qui ne dépend que du domaine Ω. Cette estimation apporte beaucoup
d’informations. Elle montre que l’opérateur ∆ : H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) → L2(Ω) est injectif à image fermée
(c’est un monomorphisme). On peut ensuite caractériser l’orthogonal de l’image de l’opérateur ∆
dans L2(Ω). Le théorème 2.3.7 de [88] indique qu’il est de dimension finie N où N est le nombre
de sommets de ∂Ω dont l’ouverture est plus grande que π. Ainsi, ∆ est un opérateur injectif de
type Fredholm d’indice −N . Lorsqu’il n’y a pas de coin rentrant, i.e. lorsque Ω est convexe, on
retrouve le fait que le Laplacien avec condition de Dirichlet homogène définit un isomorphisme de
H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) dans L2(Ω).

Dans le paragraphe 11.2.1, nous avons défini la forme sesquilinéaire

b̃(v, φ) = (σ∆v,∆φ)Ω, ∀(v, φ) ∈ H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) × H1

0(Ω) ∩ H2(Ω)

et l’opérateur continu de H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) associé tel que

(B̃v, φ)H2
0(Ω) = b̃(v, φ), ∀(v, φ) ∈ H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) × H1
0(Ω) ∩ H2(Ω). (11.18)

11.4.1 Le paradoxe de Sapongyan pour le cas σ positif

Supposons dans ce paragraphe qu’il existe une constante C telle que σ ≥ C > 0 p.p. dans Ω.
Dans ce cas, la forme b̃ est coercive sur H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) × H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) que le domaine Ω soit

convexe ou non. D’après le théorème de Lax-Milgram, le problème (11.17) possède une unique
solution et B̃ constitue un isomorphisme de H1

0(Ω) ∩ H2(Ω).

Maintenant cherchons à résoudre en deux étapes le problème (11.17). Pour simplifier, supposons ici
que f appartient à H−1(Ω). Notons v0 ∈ H1

0(Ω) la fonction telle que ∆v0 = f . Introduisons ensuite
u0 l’élément de H1

0(Ω) satisfaisant ∆u0 = σ−1v0. Lorsque Ω est convexe, on a u0 ∈ H1
0(Ω) ∩ H2(Ω).

Dans ce cas, u0 vérifie le problème (11.17). Puisque celui-ci est bien posé, on déduit u0 = u. Quand
Ω n’est pas convexe, il peut arriver qu’on ait u0 /∈ H1

0(Ω) ∩ H2(Ω). Dans cette situation, on a
∆σ∆u0 = f dans Ω et u0 = σ∆u0 = 0 p.p. sur ∂Ω mais u0 n’est pas la solution du problème
(11.17). C’est ce que S.A. Nazarov et G.H. Sweers appellent, dans les articles très instructifs
[120, 121, 122], le paradoxe de Sapongyan. Ce dernier, mathématicien russe du début du XIXième

siècle, obtenait, grâce à des techniques de transformations conformes, une solution qui n’était pas
d’énergie mécanique finie. Puisqu’il n’avait pas d’explication, il a qualifié ce phénomène de paradoxe.
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O

α

Ω

Figure 11.6 – Frontière polygonale non convexe pré-
sentant un seul coin rentrant – N = 1.

Néanmoins, et c’est l’objet des articles
[120, 121, 122], il existe un moyen de ré-
soudre le problème de bilaplacien (11.17)
en deux étapes tout en obtenant bien la
solution d’énergie finie, c’est-à-dire celle
dans H1

0(Ω) ∩ H2(Ω). Pour simplifier, nous
commençons par supposer que Ω ne pré-
sente qu’un seul coin rentrant O dont
l’ouverture est égale à α ∈]π; 2π[ (cf. Fi-
gure 11.6). La méthode consiste à résoudre
de façon intelligente les deux problèmes de
Laplacien avec condition de Dirichlet homogène qui apparaissent dans le problème (11.17). Avant
d’aller plus loin, nous devons rappeler quelques éléments classiques de la théorie des singularités
pour le problème du Laplacien dans un polygone non convexe.

Introduisons ζ telle que
ζ(x) = r−π/α sin

(
πθ/α

)
+ ζ̃(x). (11.19)

où ζ̃ est l’unique fonction de H1(Ω) vérifiant ∆ζ̃ = 0 p.p. dans Ω et ζ̃ = −r−π/α sin
(
πθ/α

)
p.p.

sur ∂Ω. Ici, (r, θ) désignent les coordonnées polaires centrées en O avec x = (r cos θ, r sin θ). Nous
supposons Ω non convexe en O. Ceci impose 0 < π/α < 1. Par un calcul direct, on montre alors
que x 7→ r−π/α sin

(
πθ/α

)
appartient à L2(Ω)\H1(Ω). Cela prouve que ζ n’est pas nulle. Résumons

les propriétés vérifiées par ζ. On a ζ ̸= 0, ζ ∈ L2(Ω)\H1(Ω), ∆ζ = 0 p.p. dans Ω et ζ = 0 p.p. sur
∂Ω. En fait, ζ constitue une base de l’espace des fonctions présentant de telles propriétés. Avec le
lemme 2.3.6 de [88], on prouve la

Proposition 11.4.1 Soit φ ∈ L2(Ω) une fonction telle que ∆φ = 0 p.p. dans Ω et φ = 0 p.p. sur
∂Ω. Alors il existe une constante a telle que φ = aζ.

On déduit que toute fonction v ∈ L2(Ω) vérifiant ∆v = f ∈ H−1(Ω) et v = 0 p.p. sur ∂Ω, admet la
décomposition

v(x) = v0(x) + a ζ(x), (11.20)

avec v0 ∈ H1
0(Ω) vérifiant ∆v0 = f ∈ H−1(Ω), a constante. Autrement dit, l’ensemble des fonctions

de L2(Ω) telles que ∆v = f ∈ H−1(Ω) et v = 0 p.p. sur ∂Ω est un espace affine de dimension un.

Remarque 11.4.2 Pour le domaine particulier Ω = {(r cos θ, r sin θ) | 0 < r < R, 0 < θ < α},
avec R > 0 et α ∈]π; 2π[, on a ζ(x) = (r−π/α −R−2π/αrπ/α) sin

(
πθ/α

)
.

O
R

α
Ω

Présentons ensuite un résultat de décomposition en partie singulière/partie régulière des éléments
de H1

0(Ω) à Laplacien dans L2(Ω).

Proposition 11.4.3 Considérons φ ∈ H1
0(Ω) telle que ∆φ = g ∈ L2(Ω). Alors φ admet la décom-

position
φ(x) = c rπ/α sin

(
πθ/α

)
+ φ̃(x), (11.21)

avec φ̃ ∈ H2(Ω). Par ailleurs, le coefficient de singularité c dans (11.21) est donné par l’expression

c = −(π)−1(g, ζ)Ω.
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Remarque 11.4.4 Pour montrer la deuxième partie de cette proposition, on travaille exactement
comme dans la Proposition 5.3.3 du Chapitre 5 : on intègre par parties dans (∆φ, ζ)Ωδ

où Ωδ :=
Ω\B(0, δ), on utilise la relation ∆ζ = 0 p.p. dans Ω, puis on fait tendre δ vers 0.

En remarquant que x 7→ rπ/α sin
(
πθ/α

)
appartient à H1(Ω)\H2(Ω) (car π/α < 1), on déduit le

Corollaire 11.4.5 Soit φ ∈ H1
0(Ω) telle que ∆φ = g ∈ L2(Ω). Alors φ ∈ H2(Ω) si et seulement si

(g, ζ)Ω = 0.

Nous disposons maintenant de tous les outils pour résoudre le problème (11.17) en deux étapes.
Considérons f ∈ H−1(Ω) et définissons v ∈ L2(Ω) comme en (11.20). D’après le Corollaire 11.4.5,
pour que la fonction u0 ∈ H1

0(Ω) telle que ∆u0 = σ−1v soit dans H2(Ω), il faut bien choisir v, grâce
au degré de liberté que l’on a dans (11.20). Plus précisément, dans (11.20), il faut prendre a tel que

0 = (σ−1v, ζ)Ω = (σ−1v0, ζ)Ω + a (σ−1ζ, ζ)Ω

⇔ a = −(σ−1v0, ζ)Ω/(σ−1ζ, ζ)Ω.
(11.22)

Résumons le processus pour obtenir la solution dans H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) du problème (11.17) :

⋄ 1. On considère v0 ∈ H1
0(Ω) la fonction vérifiant ∆v0 = f .

⋄ 2. On introduit v = v0 + aζ avec ζ définie par (11.19) et a constante.

⋄ 3. On choisit a = −(σ−1v0, ζ)Ω/(σ−1ζ, ζ)Ω de sorte que (σ−1v, ζ)Ω = 0.

⋄ 4. La fonction u ∈ H1
0(Ω) telle que ∆u = σ−1v est alors la solution de (11.17)

car elle appartient à H2(Ω).

11.4.2 Étude dans le cas où σ change de signe

Lorsque σ change de signe, la forme sesquilinéaire b̃ associée au problème (11.17) n’est bien
sûr plus coercive. Lorsque le domaine Ω est convexe ou de classe C 2, en utilisant la technique
de la T-coercivité, nous avons montré dans le Théorème 11.2.1 que le problème (11.17) est bien
posé. D’autre part, dans la deuxième preuve du Théorème 11.2.1, nous avons prouvé que sous ces
hypothèses, le problème de bilaplacien (11.17) peut également se résoudre en deux étapes. Nous
souhaitons maintenant étudier le cas où Ω n’est ni convexe ni de classe C 2. Rappelons que nous
avons supposé la frontière ∂Ω polygonale. Nous allons prouver que le problème (11.17) est bien
posé au sens de Fredholm. Cependant, et c’est la nouveauté par rapport au cas Ω convexe ou de
classe C 2, selon les valeurs de σ, il peut apparaître un noyau (et un conoyau) dont la dimension est
inférieure ou égale au nombre de coins rentrants du domaine.

Frontière présentant un seul coin rentrant

Pour débuter, nous supposons que ∂Ω ne présente qu’un coin rentrant situé en O, d’ouverture
α ∈]π; 2π[. Pour nous donner une intuition, étudions le noyau de l’opérateur B̃. Si u vérifie le
problème (11.17) avec f = 0, nous savons d’après la Proposition 11.4.1 qu’il existe une constante
a telle que ∆u = a σ−1ζ. Puisque u ∈ H1

0(Ω) ∩ H2(Ω), en vertu du Corollaire 11.4.5, on a alors
nécessairement la relation

a(σ−1ζ, ζ)Ω = 0. (11.23)

Ceci nous amène à considérer deux cas : ou bien σ est tel que (σ−1ζ, ζ)Ω ̸= 0 ou bien σ est tel que
(σ−1ζ, ζ)Ω = 0.
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⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Cas (σ−1ζ, ζ)Ω ̸= 0
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Supposons d’abord (σ−1ζ, ζ)Ω ̸= 0. On a alors la

Proposition 11.4.6 Supposons que la frontière de Ω soit un polygone comportant un coin rentrant.
Supposons que σ ∈ L∞(Ω) vérifie σ−1 ∈ L∞(Ω) et (σ−1ζ, ζ)Ω ̸= 0, où ζ est définie en (11.19).
Alors pour tout f ∈ H−1(Ω), le problème (11.17) possède une unique solution avec l’estimation de
continuité

∥u∥H2
0(Ω) ≤ C ∥f∥H−1(Ω).

Preuve. ⋆ Injectivité. Soit u un élément du noyau de B̃. Nous venons de voir qu’il doit satisfaire
la relation ∆u = a σ−1ζ avec a telle que a(σ−1ζ, ζ)Ω = 0. Lorsque (σ−1ζ, ζ)Ω ̸= 0, nous déduisons
∆u = 0. Puisque l’opérateur ∆ : H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) → L2(Ω) est injectif, ceci entraîne u = 0.
⋆ Surjectivité. En reprenant la démarche du paragraphe précédent, on observe que lorsque
(σ−1ζ, ζ)Ω ̸= 0, on peut continuer à exploiter le degré de liberté dans (11.22) pour construire
une solution dans H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) au problème (11.17). Plus précisément, pour f ∈ H−1(Ω), on
considère v0 ∈ H1

0(Ω) la fonction vérifiant ∆v0 = f . On introduit v = v0 + aζ avec ζ définie par
(11.19) et a = −(σ−1v0, ζ)Ω/(σ−1ζ, ζ)Ω. La fonction u ∈ H1

0(Ω) telle que ∆u = σ−1v est alors
une solution de (11.17) car elle appartient à H2(Ω). On a de plus les estimations suivantes, avec C
constante variant d’une ligne à l’autre,

∥u∥H2
0(Ω) ≤ C ∥σ−1v∥Ω

≤ C (∥v0∥Ω + |a|)
≤ C (∥v0∥H1

0(Ω) + |(σ−1v0, ζ)Ω/(σ−1ζ, ζ)Ω|)
≤ C ∥v0∥H1

0(Ω) ≤ C ∥f∥H−1(Ω).

Ceci termine la preuve.

Pour la forme, montrons ce résultat avec la technique de la T-coercivité.

Proposition 11.4.7 Supposons que la frontière de Ω soit un polygone comportant un coin rentrant.
Supposons que σ ∈ L∞(Ω) vérifie σ−1 ∈ L∞(Ω) et (σ−1ζ, ζ)Ω ̸= 0, où ζ est définie en (11.19). Alors
B̃ : H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) → H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) définit un isomorphisme.

Preuve. Introduisons l’opérateur T qui à u ∈ H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) associe la fonction Tu ∈ H1

0(Ω) telle
que ∆(Tu) = σ−1(∆u+ a ζ) avec a = −(σ−1∆u, ζ)Ω/(σ−1ζ, ζ)Ω. Puisque (σ−1(∆u+ a ζ), ζ)Ω = 0,
nous savons que Tu appartient à H2(Ω) d’après le Corollaire 11.4.5. Ainsi, T constitue un opérateur
continu de H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) dans H1
0(Ω) ∩ H2(Ω). Pour tout (u, v) ∈ H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) × H1
0(Ω) ∩ H2(Ω),

on calcule alors

(B̃(Tu), v)H2
0(Ω) = b̃(Tu, v) = (σ∆(Tu),∆v)Ω

= (∆u+ aζ,∆v)Ω
= (∆u,∆v)Ω = (u, v)H2

0(Ω).

Le passage à la dernière ligne s’obtient en remarquant que (ζ,∆v)Ω = 0 car v ∈ H1
0(Ω) ∩ H2(Ω)

(Corollaire 11.4.5). Ainsi, nous avons B̃ ◦ T = Id. Puisque B̃ est autoadjoint, nous déduisons que B̃
constitue un isomorphisme avec B̃−1 = T.

Remarque 11.4.8 Le résultat de la Proposition 11.4.7 est un peu plus général que celui de la
Proposition 11.4.6 car il indique que le problème (11.17) est bien posé pour un second membre dans
(H1

0(Ω) ∩ H2(Ω))∗, espace plus gros que H−1(Ω).
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Arrêtons là l’étude du cas (σ−1ζ, ζ)Ω ̸= 0 et intéressons-nous à la situation (σ−1ζ, ζ)Ω = 0.

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Cas (σ−1ζ, ζ)Ω = 0
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Nous n’allons plus pouvoir utiliser ce fameux degré de liberté pour construire une solution au
problème (11.22) dans H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) et il va apparaître un noyau ainsi qu’un conoyau.
Notons ψ la fonction de H1

0(Ω) satisfaisant

∆ψ = σ−1ζ. (11.24)

Puisque (σ−1ζ, ζ)Ω = 0, le Corollaire 11.4.5 indique que ψ appartient à H2(Ω). Par conséquent, ψ
constitue un élément de ker B̃. Pour caractériser le conoyau associé au problème (11.17), introduisons
la fonction ξ ∈ H1

0(Ω) telle que

(∇ξ,∇ξ′)Ω = (σ−1ζ, ξ′)Ω, ∀ξ′ ∈ H1
0(Ω). (11.25)

On a alors la

Proposition 11.4.9 Supposons que la frontière de Ω soit un polygone comportant un coin rentrant.
Supposons que σ ∈ L∞(Ω) vérifie σ−1 ∈ L∞(Ω) et (σ−1ζ, ζ)Ω = 0. Alors pour tout f ∈ H−1(Ω), le
problème (11.17) possède une solution si et seulement si ⟨f, ξ⟩Ω = 0. Dans ce cas, la solution est
définie à la droite vect(ψ) près.
Dans cet énoncé, les fonctions ζ, ξ et ψ sont respectivement définies en (11.19), (11.25) et (11.24).

Preuve. ⋆ Noyau. Si u appartient à ker B̃ alors, d’après (11.23), on a σ∆u = aζ où a est une
constante. Ainsi, ker B̃ ⊂ vect(ψ). Comme indiqué précédemment, on a ψ ∈ ker B̃ et donc ker B̃ =
vect(ψ).
⋆ Conoyau. Considérons f ∈ H−1(Ω) tel que ⟨f, ξ⟩Ω = 0. Dans ce cas, la fonction v0 ∈ H1

0(Ω)
telle que ∆v0 = f satisfait la relation de compatibilité (σ−1v0, ζ)Ω = 0. Par conséquent, toujours
en vertu du Corollaire 11.4.5, la fonction u ∈ H1

0(Ω) vérifiant ∆u = σ−1v0 est dans H2(Ω) et
constitue donc une solution du problème (11.17). Maintenant considérons f ∈ H−1(Ω) tel que
⟨f, ξ⟩Ω ̸= 0. Supposons qu’il existe une solution u au problème (11.17). Alors, on a σ∆u = v0 + a ζ,
où v0 ∈ H1

0(Ω) satisfait ∆v0 = f et a est une constante. Ceci impose, (σ−1v0, ζ)Ω = 0. Mais l’on
a (σ−1v0, ζ)Ω = ⟨f, ξ⟩Ω. Nous sommes donc conduits à une absurdité. Ceci montre qu’il existe une
solution au problème (11.17) si et seulement si ⟨f, ξ⟩Ω = 0.

Frontière présentant plusieurs coins rentrants

O1 O2 O3

α1 α2 α3

Ω

Figure 11.7 – Frontière polygonale non convexe présentant trois coins rentrants – N = 3.

Supposons que la frontière ∂Ω présente N coins rentrants Oi d’ouverture αi ∈]π; 2π[, i = 1 . . . N
(voir Figure 11.7). Nous notons (ri, θi) les coordonnées polaires associées à Oi. Commençons par
rappeler quelques résultats de la théorie des singularités pour le problème du Laplacien dans un
polygone comportant plusieurs coins rentrants.
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Pour i = 1 . . . N , introduisons ζi ∈ L2(Ω)\H1(Ω) la fonction telle que

ζ(x) = r
−π/αi

i sin
(
πθi/αi

)
+ ζ̃i(x). (11.26)

où ζ̃i est l’unique élément de H1(Ω) vérifiant ∆ζ̃i = 0 p.p. dans Ω et ζ̃i = −r−π/αi

i sin
(
πθi/αi

)
p.p.

sur ∂Ω. Notons que ζi ̸= 0, ζi ∈ L2(Ω)\H1(Ω), ∆ζi = 0 p.p. dans Ω et ζi = 0 p.p. sur ∂Ω. Le résultat
suivant généralise la Proposition 11.4.1 au cas où il y a plusieurs coins rentrants dans la frontière
∂Ω.

Proposition 11.4.10 La famille (ζi)Ni=1 constitue une base de l’espace {φ ∈ L2(Ω) | ∆φ =
0 p.p. dans Ω et φ = 0 p.p. sur ∂Ω}.

Preuve. Avec le lemme 2.3.6 de [88], on montre que si φ ∈ L2(Ω) est une fonction telle que ∆φ = 0
p.p. dans Ω et φ = 0 p.p. sur ∂Ω, alors il existe N constantes a1, . . . , aN telles que φ =

∑N
i=1 ai ζi.

Ainsi, (ζi)Ni=1 est une famille génératrice de {φ ∈ L2(Ω) | ∆φ = 0 p.p. dans Ω et φ = 0 p.p. sur ∂Ω}.
D’autre part, si

∑N
i=1 ai ζi = 0 p.p. dans Ω, puisque les fonctions x 7→ r

−π/αi

i sin
(
πθi/αi

)
ne sont

pas H1 localement au voisinage de Oi, on déduit a1 = · · · = aN = 0. La famille (ζi)Ni=1 est donc
libre.

La Proposition 11.4.10 montre que toute fonction v ∈ L2(Ω) vérifiant ∆v = f ∈ H−1(Ω) et v = 0
p.p. sur ∂Ω, admet la décomposition

v(x) = v0(x) +
N∑
i=1

ai ζi(x). (11.27)

Ci-dessus, v0 ∈ H1
0(Ω) est la fonction vérifiant ∆v0 = f ∈ H−1(Ω) tandis que a1, . . . , aN sont des

constantes.

En présence de N coins rentrants dans la frontière, le résultat de décomposition en partie
singulière/partie régulière des éléments de H1

0(Ω) à Laplacien dans L2(Ω) devient (cf. théorème
6.4.4 et paragraphe 6.6.1. de [102]) :

Proposition 11.4.11 Considérons φ ∈ H1
0(Ω) telle que ∆φ = g ∈ L2(Ω). Alors φ admet la dé-

composition

φ(x) =
N∑
i=1

ci r
π/αi

i sin
(
πθi/αi

)
+ φ̃i(x), (11.28)

avec φ̃i ∈ H2(Ω), i = 1 . . . N . Par ailleurs, le coefficient de singularité ci dans (11.28) est donné
par la formule

ci = −(π)−1(g, ζi)Ω.

En remarquant que x 7→ r
π/αi

i sin
(
πθi/αi

)
appartient à H1(Ω)\H2(Ω), on déduit le

Corollaire 11.4.12 Soit φ ∈ H1
0(Ω) telle que ∆φ = g ∈ L2(Ω). Alors φ ∈ H2(Ω) si et seulement

si (g, ζi)Ω = 0 pour i = 1 . . . N .

Nous sommes maintenant en mesure de nous lancer dans l’étude du problème (11.17). De nouveau,
pour nous faire une idée, considérons u une solution de (11.17) avec f = 0. D’après la Proposition
11.4.10, on a alors σ∆u =

∑N
i=1 ai ζi où a1, . . . , aN sont des constantes. Puisque u ∈ H2(Ω), on doit

avoir (
∑N
i=1 ai σ

−1 ζi, ζj)Ω = 0 pour j = 1 . . . N . Ceci nous conduit à introduire la matrice

M :=

 (σ−1ζ1, ζ1)Ω . . . (σ−1ζ1, ζN )Ω
... . . . ...

(σ−1ζN , ζ1)Ω . . . (σ−1ζN , ζN )Ω

 . (11.29)

Divisons notre étude en deux cas selon la dimension du noyau de M.
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⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Cas M inversible
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Supposons la matrice M inversible. Construisons une base duale de vect(ζ1, . . . , ζN ) qui nous servira
dans la suite.

Lemme 11.4.13 Supposons σ ∈ L∞(Ω) avec σ−1 ∈ L∞(Ω). Supposons de plus σ tel que la matrice
M soit inversible. Alors il existe N fonctions λi, i = 1 . . . N , appartenant à vect(ζ1, . . . , ζN ), telles
que

(σ−1λi, ζj)Ω = δij , pour i, j ∈ {1, . . . , N}.

Preuve. Soit A l’inverse de M. Il suffit de prendre λi :=
∑N
k=1 Aikζk.

On peut alors prouver la

Proposition 11.4.14 Soit Ω un polygone comportant N coins rentrants. Supposons σ ∈ L∞(Ω)
avec σ−1 ∈ L∞(Ω). Supposons de plus σ tel que la matrice M définie en (11.29) soit inversible.
Alors pour tout f ∈ H−1(Ω), le problème (11.17) possède une unique solution avec l’estimation de
continuité

∥u∥H2
0(Ω) ≤ C ∥f∥H−1(Ω).

Preuve. ⋆ Injectivité. Si u est un élément de ker B̃, on a σ∆u =
∑N
i=1 aiζi où les ai

sont des constantes. Puisque u appartient à H2(Ω), les relations de compatibilité impliquent
(
∑N
i=1 ai σ

−1 ζi, ζj)Ω = 0 pour j = 1 . . . N . Ceci implique a1 = · · · = aN = 0 car la matrice M
est inversible. Ainsi, nous pouvons écrire ∆u = 0. Une nouvelle fois, on déduit u = 0 car l’opérateur
∆ : H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) → L2(Ω) est injectif.
⋆ Surjectivité. Considérons f ∈ H−1(Ω). Introduisons v0 ∈ H1

0(Ω) telle que ∆v0 = f . Définissons
ensuite v := v0 −

∑N
i=1 ai λi avec, pour i = 1 . . . N , ai := (σ−1v0, ζi)Ω. La fonction u ∈ H1

0(Ω) telle
que ∆u = σ−1v est alors dans H2(Ω) car le second membre vérifie les conditions de compatibilité.
Ceci termine la preuve.

Prouvons ce résultat avec la méthode de la T-coercivité.

Proposition 11.4.15 Soit Ω un polygone comportant N coins rentrants. Supposons σ ∈ L∞(Ω)
avec σ−1 ∈ L∞(Ω). Supposons de plus σ tel que la matrice M définie en (11.29) soit inversible.
Alors B̃ : H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) → H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) définit un isomorphisme.

Preuve. Introduisons l’opérateur T qui à u ∈ H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) associe la fonction Tu ∈ H1

0(Ω)
telle que ∆(Tu) = σ−1(∆u +

∑N
i=1 ai λi) avec, pour i = 1 . . . N , ai = −(σ−1∆u, ζi)Ω. Puisque

(σ−1(∆u +
∑N
i=1 ai λi), ζj)Ω = 0 pour j = 1 . . . N , on a Tu ∈ H2(Ω) d’après le Corollaire 11.4.12.

Ainsi, T est un opérateur continu de H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) dans H1

0(Ω) ∩ H2(Ω). On vérifie alors comme
dans la preuve de la Proposition 11.4.7 l’égalité B̃ ◦ T = Id. Ceci montre que B̃ et T sont des
isomorphismes de H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) avec B̃−1 = T.

Remarque 11.4.16 L’hypothèse « M inversible » porte uniquement sur les valeurs de σ en fonction
de la géométrie du domaine. En effet, les singularités ζi, i = 1 . . . N , ne dépendent que de la
géométrie de Ω.

Remarque 11.4.17 Lorsqu’il n’y a qu’un coin rentrant dans ∂Ω, la matrice M, un scalaire dans ce
cas, est inversible si et seulement si (σ−1ζ1, ζ1)Ω ̸= 0. On retrouve ainsi le résultat de la Proposition
11.4.6.
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Remarque 11.4.18 Lorsque σ ≥ C > 0, la matrice M est toujours inversible. En effet, si
(a1 . . . aN )t ∈ kerM, alors la fonction τ :=

∑N
i=1 aiζi vérifie (σ−1 τ, ζj)Ω = 0 pour j = 1 . . . N ,

et donc (σ−1 τ, τ)Ω = 0. Cela implique τ = 0. Puisque la famille (ζi)Ni=1 est libre, on déduit
a1 = · · · = aN = 0. Ceci est cohérent avec le fait que b̃ est coercive sur H1

0(Ω)∩H2(Ω)×H1
0(Ω)∩H2(Ω)

lorsque σ ≥ C > 0.

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Cas M non inversible
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Supposons à présent que la matrice M définie en (11.29) possède un noyau de dimension M >
0. Introduisons b1, . . . , bM une base de ce noyau avec bm = (bm1 . . . bmN )t pour m = 1 . . .M .
Définissons ensuite les fonctions

βm :=
N∑
i=1

bmiζi. (11.30)

Lemme 11.4.19 La famille (β1, . . . , βM ) constitue une famille libre de vect(ζ1, . . . , ζN ).

Preuve. Supposons
∑M
i=1 aiβi = 0. Ceci implique

0 =
M∑
i=1

ai
( N∑
j=1

bijζj
)

=
N∑
j=1

( M∑
i=1

aibij
)
ζj = 0.

Puisque la famille (ζ1, . . . , ζN ) est libre, on déduit
∑M
i=1 aibij = 0 pour j = 1 . . . N . Autrement dit,

on a
∑M
i=1 aibi = 0. Puisque b1 . . . bM est une base de kerM, on a nécessairement a1 = · · · = aM = 0.

Cela termine la preuve de ce lemme.

Introduisons alors N −M fonctions γ1, . . . , γN−M telles que

vect(ζ1, . . . , ζN ) = vect(β1, . . . , βM ) ⊕ vect(γ1, . . . , γN−M ).

Prouvons l’existence d’une base duale sur vect(γ1, . . . , γN−M ).

Lemme 11.4.20 Supposons σ ∈ L∞(Ω) avec σ−1 ∈ L∞(Ω). Supposons de plus σ tel que la matrice
M définie en (11.29) possède un noyau de dimension M > 0. Alors il existe N − M fonctions λi,
i = 1 . . . N −M , appartenant à vect(γ1, . . . , γN−M ), telles que

(σ−1λi, γj)Ω = δij , pour i, j ∈ {1, . . . , N −M}.

Preuve. Définissons la matrice

M̃ :=

 (σ−1γ1, γ1)Ω . . . (σ−1γ1, γN−M )Ω
... . . . ...

(σ−1γN−M , γ1)Ω . . . (σ−1γN−M , γN−M )Ω

 . (11.31)

Prouvons que cette matrice est inversible. Pour (a1, . . . aN−M )t ∈ ker M̃, définissons la fonction
τ =

∑N−M
i=1 aiγi. Pour tout j = 1 . . . N − M , on a (σ−1τ, γj) = 0. Puisque (σ−1τ, βj) = 0 pour

j = 1 . . .M , on déduit (σ−1τ, ζj) = 0 pour j = 1 . . . N . Ainsi, τ ∈ vect(β1, . . . , βN ). Puisque, par
définition, on a également τ ∈ vect(γ1, . . . , γN ), on déduit τ =

∑N−M
i=1 aiγi = 0. Or la famille

(γ1, . . . , γN−M ) est libre. Par conséquent, a1 = · · · = aN−M = 0. Ceci montre que M̃ est inversible.
Soit alors Ã l’inverse de M̃. Il ne reste plus qu’à définir λi :=

∑N−M
k=1 Aikγk.
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Lorsque la matrice M présente un noyau de dimension M , il va apparaître un noyau et un conoyau
de dimensions M pour le problème (11.17).
Pour caractériser le noyau de B̃, introduisons, pour i = 1 . . .M , la fonction ψi ∈ H1

0(Ω) vérifiant

∆ψi = σ−1βi. (11.32)

Puisque (σ−1βi, ζj)Ω = 0 pour j = 1 . . .M , nous savons d’après le Corollaire 11.4.12 que ψi ap-
partient à H2(Ω). Par conséquent, ψi constitue un élément de ker B̃. Pour caractériser le conoyau
associé au problème (11.17), introduisons, pour i = 1 . . .M la fonction ξi ∈ H1

0(Ω) telle que

(∇ξi,∇ξ′)Ω = (σ−1βi, ξ
′)Ω, ∀ξ′ ∈ H1

0(Ω). (11.33)

On a alors la
Proposition 11.4.21 Soit Ω un polygone comportant N coins rentrants. Supposons σ ∈ L∞(Ω)
avec σ−1 ∈ L∞(Ω). Supposons de plus σ tel que la matrice M définie en (11.29) possède un noyau
de dimension M > 0. Alors pour tout f ∈ H−1(Ω), le problème (11.17) possède une solution si et
seulement si ⟨f, ξi⟩Ω = 0 pour i = 1 . . .M . Dans ce cas, la solution est définie à vect(ψ1, . . . , ψM )
près.
Dans cet énoncé, la matrice M et les fonctions ξi, ψi sont respectivement définies en (11.29), (11.33)
et (11.32).
Preuve. ⋆ Noyau. Si u appartient à ker B̃ alors, d’après (11.23), σ∆u =

∑N
j=1 ajζj où les

a1, . . . , aN sont des constantes. Puisque u ∈ H2(Ω), on a nécessairement (
∑N
j=1 ajσ

−1, ζj)Ω = 0
pour j = 1 . . . N . Ceci implique (a1 . . . aN )t ∈ kerM = vect(b1, . . . , bM ). Autrement dit, il existe
des constantes ci, i = 1 . . .M , telles que (a1 . . . aN )t =

∑M
i=1 cibi. On déduit

σ∆u =
N∑
j=1

ajζj =
N∑
j=1

( M∑
i=1

cibij
)
ζj =

M∑
i=1

ci
( N∑
j=1

bijζj
)

=
M∑
i=1

ciβi.

On peut alors écrire u =
∑M
i=1 ciβi. Ceci montre la relation ker B̃ ⊂ vect(ψ1, . . . , ψM ). Puisque,

l’inclusion réciproque est vraie, on déduit ker B̃ = vect(ψ1, . . . , ψM ).

⋆ Conoyau. Considérons f ∈ H−1(Ω) tel que ⟨f, ξi⟩Ω = 0 pour i = 1 . . .M . Introduisons
la fonction v0 ∈ H1

0(Ω) vérifiant ∆v0 = f . Définissons ensuite v := v0 −
∑N−M
i=1 ai λi avec, pour

i = 1 . . . N−M , αi := (σ−1v0, ζi)Ω. On a (σ−1v, γi)Ω = 0 pour i = 1 . . . N−M . Mais l’on a également
(σ−1v, βi)Ω = 0 pour i = 1 . . .M . En effet, d’une part, on (σ−1v0, βi)Ω = (∇v0,∇ξi)Ω = ⟨f, ξi⟩Ω = 0.
D’autre part, (σ−1λj , βi)Ω = 0 pour tout i = 1 . . . N −M , j = 1 . . .M . Ceci prouve (σ−1v, ζi)Ω = 0
pour i = 1 . . . N . La fonction u est donc dans H2(Ω) d’après le Corollaire 11.4.12 et constitue une
solution du problème (11.17).
Maintenant considérons f ∈ H−1(Ω) tel que ⟨f, ξi⟩Ω ̸= 0 pour un certain i ∈ {1, . . . ,M}. Supposons
qu’il existe une solution u au problème (11.17). Alors, on a σ∆u = v0 +

∑N
j=1 ajζj . Ici, v0 ∈ H1

0(Ω)
satisfait ∆v0 = f et les a1, . . . , aN sont des constantes. On a alors nécessairement (σ−1v0, βi)Ω = 0
pour i = 1 . . .M . Mais puisque (σ−1v0, βi)Ω = (∇v0,∇ξi)Ω = ⟨f, ξi⟩Ω, nous sommes conduits à une
absurdité. Ceci montre qu’il existe une solution au problème (11.17) si et seulement si ⟨f, ξi⟩Ω = 0
pour i = 1 . . .M .

⋄ Exemple. Considérons l’ouvert Ω décrit par la Figure 11.8 qui présente la particularité d’être
symétrique par rapport à l’axe (Ox). On choisit également de placer les sommets des coins rentrants
sur l’axe (Ox). Dans cette configuration, il est aisé de montrer que les singularités ζ1 et ζ2 sont
symétriques par rapport à l’axe (Ox). En effet, pour i = 1, 2, la fonction ζ̂i : (x, y) 7→ ζi(x,−y)
vérifie ζ̂i ̸= 0, ζ̂i ∈ L2(Ω)\H1(Ω), ∆ζ̂i = 0 p.p. dans Ω et ζ̂i = 0 p.p. sur ∂Ω. La Proposition 11.4.10
et le comportement de ζ̂i en Oi imposent alors ζ̂i = ζi pour i = 1, 2.
Par conséquent, lorsque σ est antisymétrique par rapport à l’axe (Ox), i.e. lorsque σ(x, y) =
−σ(x,−y) p.p. dans Ω, la matrice M est égale à la matrice nulle. Dans cette situation, le pro-
blème (11.17) possède un noyau et un conoyau tous deux de dimension 2.
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α1 α2

O1

O2
O Ω

x

y

Figure 11.8 – Domaine à frontière polygonale symétrique par rapport à l’axe (Ox). Ici, Ω présente
deux coins rentrants – N = 2.

11.4.3 Résultats en dimension supérieure

Présentons maintenant quelques résultats pour le problème (11.17) posé dans le domaine Ω ⊂
Rd avec d > 0. Comme nous l’avons vu, la nature de ce problème dépend de façon cruciale des
propriétés de l’opérateur ∆ : H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) → L2(Ω). En 2D, pour un ouvert polygonal, on a les
résultats suivants. Ou bien le domaine Ω est convexe et alors ∆ : H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) → L2(Ω) constitue
un isomorphisme. Ou bien, Ω présente des coins rentrants et alors ∆ : H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) → L2(Ω)
est Fredholm injectif avec un conoyau de dimension finie égale au nombre de coins rentrants. En
dimension d > 0 quelconque, les propriétés de ∆ : H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) → L2(Ω) sont plus variées.

Domaines réguliers en dimension d

Lorsque Ω est de classe C 2 ([83, théorème 8.12]) ou convexe ([87, théorème 3.2.1.2]), pour tout
d > 0, l’opérateur ∆ : H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) → L2(Ω) définit un isomorphisme. Dans ce cas, avec la
technique de la T-coercivité, on montre comme en 2D la

Proposition 11.4.22 Supposons Ω ⊂ Rd, d > 0, de classe C 2 ou convexe. Supposons σ ∈ L∞(Ω)
avec σ−1 ∈ L∞(Ω). Alors B̃ : H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) → H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) définit un isomorphisme.

Lorsque Ω n’est ni de classe C 2 ni convexe, les choses se corsent quelque peu.

Pointes coniques non convexes en dimension d

Intéressons-nous d’abord aux « singularités géométriques non convexes » de dimension 0. Autre-
ment dit, nous étudions les domaines comportant des pointes coniques concaves. Pour simplifier la
présentation, nous supposons que Ω ne présente qu’une telle singularité : Ω ⊂ Rd est à frontière
∂Ω de classe C 2 mis à part en O. En ce point, Ω coïncide localement avec un cône. Précisons
cette notion en introduisant des notations qui serviront à étudier l’opérateur B̃. Considérons ω
un domaine de Sd−1, la sphère unité de Rd. Définissons KR

ω := {r θ | 0 < r < R, θ ∈ ω}. Nous
supposons qu’il existe R > 0 et ω ⊂ Sd−1 de classe C 2 tels que Ω ∩ B(R,O) = KR

ω . Ici, nous
définissons B(R,O) := {x ∈ Rd | |x| < R}.

Nous savons que le caractère bien posé du problème (11.17) dépend des propriétés de
∆ : H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) → L2(Ω). En vertu du théorème de Lax-Milgram, cet opérateur est injec-
tif en toute dimension. Le travail se résume donc à obtenir des informations sur son conoyau.
D’après [100], nous savons qu’un bon point de départ consiste à déterminer les fonctions non
triviales de la forme

u(x) = rΛΦ(θ) (11.34)
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vérifiant le problème

∆u = 0 p.p. dans K∞
ω et u = 0 p.p. sur ∂K∞

ω .

Ici, nous avons noté K∞
ω := {r θ | 0 < r, θ ∈ ω}. Cette recherche de solutions à variables séparées

du problème homogène s’apparente au calcul des modes dans les guides d’ondes. En coordonnées
sphériques, l’opérateur Laplacien s’écrit formellement

∆ = ∂2

∂r2 + d− 1
r

∂

∂r
+ 1
r2 ∆̃,

où ∆̃ désigne l’opérateur de Laplace-Beltrami sur la sphère unité. On peut alors obtenir les expres-
sions des exposants de singularité dans (11.34) :

Λ±
k := 1 − d

2
±

√(
1 − d

2

)2
+ µk. (11.35)

Ici, µk, est la kième valeur propre du problème

−∆̃Φ(θ) = µΦ(θ) dans ω
Φ(θ) = 0 sur ∂ω , (11.36)

et les fonctions Φ dans (11.34) sont égales aux fonctions propres du problème (11.36). L’opérateur
de Laplace-Beltrami est autoadjoint défini-positif. Par conséquent, les valeurs propres du problème
(11.36) forment la suite

0 < µ1 < µ2 ≤ µ3 ≤ . . . avec µk → ∞ lorsque k → ∞.

Classiquement, la première valeur propre µ1 est simple (cf. [93, théorème 1.2.5]). Les exposants
positifs de (11.34) vérifient alors

0 < Λ+
1 < Λ+

2 ≤ Λ+
3 ≤ . . . avec Λ+

k → ∞ lorsque k → ∞.

Les exposants négatifs sont eux donnés par Λ−
k = 2 − d− Λ+

k .

Introduisons maintenant des espaces adaptés pour mesurer les singularités (11.34). Notons
C ∞

0 (Ω\O) := {φ ∈ C ∞(Ω) | supp(φ) ∩ B(O, δ) = ∅ pour un certain δ > 0}. Pour l ∈ N et
β ∈ R, définissons alors l’espace Vl

β(Ω) comme la fermeture de C ∞
0 (Ω\O) pour la norme

∥φ∥Vl
β

(Ω) :=
( ∑

|α|≤l

∫
Ω
r2(β−l+|α|)|∂αxφ|2 dx

)1/2
. (11.37)

Dans la définition ci-dessus, pour le multi-indice α := (α1, . . . , αd) ∈ Nd, nous avons utilisé les
notations |α| :=

∑d
i=1 αi et ∂αx := ∂α1

x1 . . . ∂
αd
xd

. Attention, les α ici n’ont pas de rapport avec
l’ouverture du cône en O. Dans la suite, il n’y aura pas de confusion possible. Pour l ≥ 1, on peut
définir la trace des éléments de Vl

β(Ω) sur ∂Ω. Celle-ci n’a aucune raison d’être nulle. Pour prendre
en compte la condition de Dirichlet homogène, introduisons, pour l ∈ N∗ et β ∈ R, l’espace V̊l

β(Ω),
fermeture de C ∞

0 (Ω) pour la norme (11.37).

Pour l ∈ N∗ et β ∈ R, nous pouvons alors définir les opérateurs

Alβ : Vl+1
β (Ω) ∩ V̊1

β−l(Ω) → Vl−1
β (Ω)

φ 7→ Alβφ = ∆φ
. (11.38)

On a le théorème fondamental (voir notamment [100, 102, 119, 114, 70, 71]



282 Chapitre 11. Bilaplacien avec changement de signe

Théorème 11.4.23 Soit Λ+
1 défini en (11.35). Pour l ∈ N∗ et β ∈ R, l’opérateur Alβ : Vl+1

β (Ω) ∩
V̊1
β−l(Ω) → Vl−1

β (Ω) constitue un isomorphisme si et seulement si

1 − Λ+
1 < β − l +

d

2
< d− 1 + Λ+

1 . (11.39)

Plus précisément,
i) si β − l + d/2 < 1 − Λ+

1 , Alβ est de type Fredholm injectif mais pas surjectif ;
ii) si β − l + d/2 > d− 1 + Λ+

1 , Alβ est de type Fredholm surjectif mais pas injectif ;
iii) si β− l+d/2 = 1−Λ+

1 ou si β− l+d/2 = d−1+Λ+
1 , l’opérateur Alβ n’est pas de type Fredholm

car son image n’est pas fermée dans Vl−1
β (Ω).

l − 3 l − 2 l − 1 l + 1 l + 2 l + 3

l + (d/2 − 1 + Λ+
1 )l − (d/2 − 1 + Λ+

1 ) l

Alβ n′est pas FredholmAlβ n′est pas Fredholm

Alβ est un isomorphismeAlβ est injectif
non surjectif

Alβ est surjectif
non injectif

β

Figure 11.9 – Propriétés de l’opérateur Alβ : Vl+1
β (Ω) ∩ V̊1

β−l(Ω) → Vl−1
β (Ω) en fonction de β, d

étant la dimension de l’espace.

Pour notre problème, nous nous intéressons à l’opérateur A1
0, i.e. Alβ avec l = 1 et β = 0. En effet,

on remarque que V0
0(Ω) = L2(Ω). D’autre part, on peut montrer (voir [121, lemme 3.4]) le

Lemme 11.4.24 On a V2
0(Ω) ∩ V̊1

−1(Ω) = H1
0(Ω) ∩ H2(Ω).

Remarque 11.4.25 L’injection V2
0(Ω) ∩ V̊1

−1(Ω) ⊂ H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) est directe. L’autre sens se

montre en utilisant une inégalité de Hardy et l’inégalité de Poincaré sur ω ⊂ Sd−1.

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Pointes coniques en dimension d ≥ 4
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Le Théorème 11.4.23 indique que l’opérateur A1
0 : V2

0(Ω) ∩ V̊1
−1(Ω) → V0

0(Ω) constitue un isomor-
phisme si et seulement si

1 − Λ+
1 < 0 − 1 + d/2 < d− 1 + Λ+

1 ⇔ d > 4 − 2Λ+
1 .

Ceci est toujours vrai en dimension d ≥ 4. En vertu, du Lemme 11.4.24, on déduit que l’opérateur
∆ : H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) → L2(Ω) définit un isomorphisme. En procédant comme dans la preuve du
Théorème 11.2.1, avec la technique de la T-coercivité, on montre alors sans difficulté la

Proposition 11.4.26 Soit Ω ⊂ Rd, d ≥ 4, un domaine dont la frontière est de classe C 2 mis à
part en un nombre fini de points où il coïncide localement avec un cône non convexe. Supposons
σ ∈ L∞(Ω) avec σ−1 ∈ L∞(Ω). Alors B̃ : H1

0(Ω)∩H2(Ω) → H1
0(Ω)∩H2(Ω) définit un isomorphisme.
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⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Pointes coniques en dimension d = 3
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

En dimension d = 3, on n’a pas nécessairement d > 4 − 2Λ+
1 . Cela dépend de la valeur de Λ+

1 ,
donc de celle de µ1, la première valeur propre de l’opérateur de Laplace-Beltrami sur la portion de
sphère ω.

La valeur propre µ1(ω) dépend continûment du domaine ω (voir [98, 93]) et, d’après le prin-
cipe du min-max si ωa ⊂ ωb, on a µ1(ωa) > µ1(ωb). Par conséquent, lorsque Ω est convexe, on a
µ1(ω) > µ1(R2 ×R+ ∩ S2) = 2. Cela implique Λ+

1 > 1. Ainsi, lorsque la pointe conique est convexe,
on a d > 4 − 2Λ+

1 dès lors que d ≥ 2 et l’opérateur ∆ : H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) → L2(Ω) constitue un

isomorphisme. Ceci est en accord avec le théorème 3.2.1.2 de [87] que nous avons utilisé et qui
indique que ∆ : H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) → L2(Ω) est un isomorphisme en dimension quelconque dès lors
que le domaine Ω est convexe. Ce résultat reste vrai quand la pointe conique est non convexe avec
Λ+

1 > 1/2 ⇔ µ1 > 3/4. Ceci permet d’énoncer la

Proposition 11.4.27 Soit Ω ⊂ R3 un domaine dont la frontière est de classe C 2 mis à part en un
en point O où il coïncide avec un cône d’ouverture ω ⊂ S2. Supposons ω tel que µ1(ω), la première
valeur propre de l’opérateur de Laplace-Beltrami définie en (11.36), vérifie µ1(ω) > 3/4. Supposons
σ ∈ L∞(Ω) avec σ−1 ∈ L∞(Ω). Alors B̃ : H1

0(Ω)∩H2(Ω) → H1
0(Ω)∩H2(Ω) définit un isomorphisme.

Remarque 11.4.28 Ce résultat n’est pas vide ! En effet, il existe des pointes coniques non convexes
pour lesquelles µ1(ω) > 3/4. Pour se persuader de cela, il suffit de se souvenir que µ1(R2×R+∩S2) =
2 et que µ1(ω) dépend continûment de ω.

Comme indiqué dans le lemme 5.1 de [121], il existe des pointes coniques telles que µ1(ω) < 3/4.
Ceci implique l’existence de points coniques pour lesquelles µ1(ω) = 3/4 (cf. [68, 54, 4]). Pour ces
dernières, d’après le Théorème 11.4.23, l’opérateur ∆ : H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) → L2(Ω) n’est pas de type
Fredholm car son image n’est pas fermée dans L2(Ω). L’on ne peut alors pas utiliser le procédé
de résolution itérative pour montrer que le problème (11.17) est bien posé. Pour de telles pointes
coniques, l’exemple 5.3.2 de [121] montre que l’opérateur B̃ n’est pas de type Fredholm pour σ = 1.
Laissons ces cas de côté et supposons maintenant Ω tel que µ1(ω) < 3/4.

Le lemme 5.2 de [121] indique que Λ+
2 > 1. Par conséquent le conoyau de ∆ : H1

0(Ω)∩H2(Ω) → L2(Ω)
est de dimension égale à un. Nous allons pouvoir remettre en place la démarche qui a permis de
démontrer les Propositions 11.4.15 et 11.4.21.

Introduisons la fonction ζ telle que

ζ(x) = r−1−Λ+
1 Φ1(θ) + ζ̃(x), (11.40)

où ζ̃ est l’unique élément de H1(Ω) vérifiant ∆ζ̃ = 0 p.p. dans Ω et ζ̃ = −r−1−Λ+
1 Φ1(θ) p.p. sur ∂Ω.

Considérons ensuite la fonction ψ ∈ H1
0(Ω) telle que

∆ψ = σ−1ζ. (11.41)

Lorsque σ change de signe, il peut arriver que (σ−1ζ, ζ)Ω = 0. Dans ce cas, on montre comme en
2D que ψ ∈ H2(Ω) et donc ψ ∈ ker B̃. De plus, dans cette situation, le problème (11.17) possède un
conoyau. Pour caractériser ce dernier, introduisons la fonction ξ ∈ H1

0(Ω) telle que

(∇ξ,∇ξ′)Ω = (σ−1ζ, ξ′)Ω, ∀ξ′ ∈ H1
0(Ω). (11.42)

Nous pouvons énoncer à présent la



284 Chapitre 11. Bilaplacien avec changement de signe

Proposition 11.4.29 Supposons le domaine Ω ⊂ R3 de classe C 2 mis à part en un point O où il
coïncide avec un cône d’ouverture ω ⊂ S2. Supposons ω tel que µ1(ω), la première valeur propre de
l’opérateur de Laplace-Beltrami définie en (11.36), vérifie µ1(ω) < 3/4.

Si σ ∈ L∞(Ω) vérifie σ−1 ∈ L∞(Ω) et (σ−1ζ, ζ)Ω ̸= 0. Alors B̃ : H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) → H1

0(Ω) ∩ H2(Ω)
définit un isomorphisme.

Si σ ∈ L∞(Ω) vérifie σ−1 ∈ L∞(Ω) et (σ−1ζ, ζ)Ω = 0. Alors pour tout f ∈ H−1(Ω), le pro-
blème (11.17) possède une solution si et seulement si ⟨f, ξ⟩Ω = 0. Dans ce cas, la solution est
définie à la droite vect(ψ) près.

Dans cet énoncé, les fonctions ζ, ξ et ψ sont respectivement définies en (11.40), (11.42) et
(11.41).

⋄ Exemple. Introduisons les coordonnées sphériques définies par les relations (x, y, z) =
(r cos θ, r sin θ cosφ, r sin θ sinφ). Pour R > 0 et 0 < α < π considérons le domaine

Ω := {(r cos θ, r sin θ cosφ, r sin θ sinφ), 0 < r < R, 0 ≤ θ < α, 0 ≤ φ < 2π} .

Pour α ∈]π/2;π[, on a ζ(x) = r−1−Λ+
1 Φ1(θ) − R−1−Λ+

1 (r/R)Λ+
1 Φ1(θ). Appelons αc > π/2 la

valeur de α pour laquelle on a µ1(ω) = 3/4.

Lorsque 0 < α < αc, l’opé-
rateur ∆ : H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) →
L2(Ω) définit un isomorphisme.
Par conséquent, B̃ : H1

0(Ω) ∩
H2(Ω) → H1

0(Ω)∩H2(Ω) consti-
tue un isomorphisme.

Lorsque α = αc, l’opé-
rateur ∆ : H1

0(Ω) ∩
H2(Ω) → L2(Ω) n’est
pas de type Fredholm.
Par conséquent, même
pour σ = 1, B̃ n’est pas
de type Fredholm.

Lorsque α > αc, si σ vé-
rifie (σ−1ζ, ζ)Ω ̸= 0, B̃ est
un isomorphisme. Si σ vérifie
(σ−1ζ, ζ)Ω = 0, (11.17) pos-
sède une solution si et seule-
ment si ⟨f, ξ⟩Ω = 0. Dans ce
cas, la solution est définie à
vect(ψ) près.

Arêtes non convexes en dimension d = 3

Le cas des « singularités géométriques non convexes » de dimension supérieure ou égale à 1 pré-
sente des difficultés supplémentaires. La Figure 11.10 montre des arêtes en dimension 3 (singularités
géométriques non convexes de dimension 1). Effectuons quelques remarques concernant cette confi-
guration. Dans une telle géométrie, l’opérateur injectif ∆ : H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) → L2(Ω) n’est pas de
type Fredholm. Pour faire court, cela vient du fait que les coefficients devant les singularités sont
remplacés par des fonctions. Le conoyau de ∆, égal à vect(ζ1, . . . , ζN ) en 2D (cf. Proposition 11.4.10)
est maintenant un espace fonctionnel de dimension infinie. Lorsque σ = 1, dans [120], les auteurs
parviennent tout de même à montrer que le problème (11.17) est bien posé en étendant l’idée du
cas 2D. Cette fois-ci les relations de compatibilité sont écrites contre des espaces fonctionnels tout
entier. On peut imaginer dérouler la même démarche pour étudier le problème (11.17). On obtien-
drait un résultat du type : le problème (11.17) est bien posé si σ vérifie une infinité de relations
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d’« orthogonalité ». Lorsque ce n’est pas le cas, on peut penser qu’il existe des configurations pour
lesquelles l’opérateur B̃ associé au problème (11.17) n’est pas de type Fredholm.

Figure 11.10 – Arêtes non convexes (en rouge).

11.4.4 Problème posé dans H1
0(∆)

Jusqu’à présent dans cette section, nous avons imposé de façon faible la condition σ∆u = 0 sur
∂Ω en travaillant avec la formulation

Trouver u ∈ H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) tel que :∫

Ω
σ∆u∆φ = ⟨f, φ⟩Ω , ∀φ ∈ H1

0(Ω) ∩ H2(Ω).

Notons que cette formulation variationnelle a encore un sens, pour un terme source suffisamment
régulier, lorsque les fonctions u, φ sont choisies dans l’espace des éléments de H1

0(Ω) dont le Laplacien
appartient à L2(Ω). Dans ce paragraphe, nous souhaitons étudier une telle formulation. Dans cette
optique, introduisons H1

0(∆) := {φ ∈ H1
0(Ω) | ∆φ ∈ L2(Ω)}. D’après le théorème de Lax-Milgram,

on a ∥φ∥H1
0(Ω) ≤ C ∥∆φ∥Ω pour tout φ ∈ H1

0(∆). Par conséquent, (u, v) 7→ (u, v)H2
0(Ω) = (∆u,∆v)Ω

définit un produit scalaire sur H1
0(∆). Pour f ∈ H1

0(∆)∗, considérons le problème

Trouver u♯ ∈ H1
0(∆) tel que :

b♯(u♯, φ) = ⟨f, φ⟩Ω , ∀φ ∈ H1
0(∆) (11.43)

avec
b♯(v, φ) = (σ∆v,∆φ)Ω, ∀(v, φ) ∈ H1

0(∆) × H1
0(∆).

Introduisons l’opérateur continu de H1
0(∆) associé tel que

(B♯v, φ)H2
0(Ω) = b♯(v, φ), ∀(v, φ) ∈ H1

0(∆) × H1
0(∆). (11.44)

On a alors la

Proposition 11.4.30 Supposons σ ∈ L∞(Ω) avec σ−1 ∈ L∞(Ω). Alors B♯ : H1
0(∆) → H1

0(∆)
définit un isomorphisme.

Preuve. Introduisons l’opérateur T qui à v ∈ H1
0(∆) associe la fonction Tv ∈ H1

0(∆) telle que
∆(Tv) = σ−1∆v. La continuité de T ne souffre d’aucune contestation. Pour tout (v, φ) ∈ H1

0(∆) ×
H1

0(∆), on a
(B♯(Tv), φ)H2

0(Ω) = b♯(Tv, φ) = (σ∆(Tv),∆φ)Ω = (∆v,∆φ)Ω.

Par conséquent, nous avons B♯◦T = Id. Puisque B♯ est autoadjoint, nous déduisons que B♯ constitue
un isomorphisme d’inverse égal à T.
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Intéressons-nous à la régularité de la solution u♯ du problème (11.43). On a H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) ⊂

H1
0(∆) ⊂ H1

0(Ω) et donc H−1(Ω) ⊂ H1
0(∆)∗ ⊂ (H1

0(Ω) ∩ H2(Ω))∗. Considérons f ∈ H1
0(∆)∗. Réécri-

vons le problème (11.17).

Trouver ũ ∈ H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) tel que :

b̃(ũ, φ) = ⟨f, φ⟩Ω , ∀φ ∈ H1
0(Ω) ∩ H2(Ω). (11.45)

Nous voulons comparer u♯ à la solution ũ du problème (11.45) lorsque cette dernière est bien définie.

Dès lors que le domaine Ω est tel que l’opérateur ∆ : H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) → L2(Ω) constitue un

isomorphisme, on a H1
0(∆) = H1

0(Ω) ∩ H2(Ω). Dans ce cas, par exemple lorsque Ω ⊂ Rd est convexe,
de classe C 2 ou égale à une pointe conique en dimension d ≥ 4, on a u♯ = ũ.

Étudions maintenant une situation dans laquelle, H1
0(∆) ̸= H1

0(Ω) ∩ H2(Ω). Plaçons-nous en
dimension 2, dans un domaine Ω présentant, pour fixer les idées, un seul coin rentrant situé en
O. Réintroduisons la fonction ζ définie en (11.19) vérifiant ζ ̸= 0, ζ ∈ L2(Ω)\H1(Ω), ∆ζ = 0
p.p. dans Ω et ζ = 0 p.p. sur ∂Ω. Comme en (11.24), définissons ψ ∈ H1

0(Ω) la fonction telle que
∆ψ = σ−1ζ. Puisque ζ ∈ L2(Ω), on a ψ ∈ H1

0(∆) et donc b♯(u♯, ψ) = ⟨f, ψ⟩Ω. Ceci s’écrit également
(∆u♯, ζ)Ω = ⟨f, ψ⟩Ω. Ainsi, en vertu du Corollaire 11.4.5, on a u♯ ∈ H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) si et seulement
si ⟨f, ψ⟩Ω = 0. Distinguons alors deux cas.

• Si (σ−1ζ, ζ)Ω ̸= 0, alors le problème (11.45) est bien posé d’après la Proposition 11.4.7. Par
conséquent, la solution ũ du problème (11.45) est définie de façon unique.
– Si ⟨f, ψ⟩Ω = 0, alors u♯ vérifie le même problème que ũ. On déduit u♯ = ũ dans cette

configuration.
– Si ⟨f, ψ⟩Ω ̸= 0, alors u♯ /∈ H2(Ω) et donc u♯ ̸= ũ. Plus précisément, puisque (σ∆(ũ −
u♯),∆φ)Ω = 0 pour tout φ ∈ H1

0(Ω) ∩ H2(Ω), on déduit ∆(u♯ − ũ) = a σ−1ζ, où a est
une constante. En multipliant par ζ, en intégrant sur Ω et en utilisant le fait que ũ ∈
H1

0(Ω) ∩ H2(Ω), on déduit a = (∆u♯, ζ)/(σ−1ζ, ζ)Ω = ⟨f, ψ⟩Ω /(σ−1ζ, ζ)Ω. Ainsi, dans cette
configuration, on a

u♯ − ũ = ⟨f, ψ⟩Ω
(σ−1ζ, ζ)Ω

ψ

• Si (σ−1ζ, ζ)Ω = 0, alors, d’après la Proposition 11.4.9, le problème (11.45) possède une solution
si et seulement si ⟨f, ξ⟩Ω = 0, en supposant pour simplifier f ∈ H−1(Ω). Supposons donc cela
vérifié. On a alors u♯ ∈ H1

0(Ω) ∩ H2(Ω). Expliquons pourquoi ψ appartient à ker B̃ mais pas à
kerB♯. Pour constituer un élément du noyau de B̃, il suffit de vérifier (σ∆ψ,∆φ)Ω = 0 pour
tout φ ∈ H1

0(Ω) ∩ H2(Ω). Puisque (σ∆ψ,∆φ)Ω = (ζ,∆φ)Ω, on a bien ψ ∈ ker B̃. Par contre,
ψ ∈ kerB♯ si et seulement si on a (σ∆ψ,∆φ)Ω = 0 pour tout φ ∈ H1

0(∆). En testant avec φ
tel que ∆φ = ζ, on voit que ψ n’est pas un élément de kerB♯. Bien sûr, un tel φ n’appartient
pas à H1

0(Ω) ∩ H2(Ω) car (ζ, ζ)Ω ̸= 0.



CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

T
erminons ce travail en présentant quelques points qui paraissent intéressants à développer.
Nous commencerons par exposer les questions découlant naturellement de l’étude que
nous avons menée. Dans un second temps, nous tâcherons de prendre un peu de hauteur

en décrivant quelques perspectives plus générales.

Conclusions

Dans la première partie de ce mémoire, nous avons étudié le problème scalaire auquel on peut
réduire les équations de Maxwell lorsque la géométrie et les données présentent une invariance
dans une direction. La question du caractère Fredholm de l’opérateur associé à ce problème est
maintenant claire en 2D. En 3D, cependant, en raison du nombre important de configurations,
les résultats sont moins limpides. Il serait intéressant de pouvoir calculer les singularités pour
certaines géométries (pour la pointe conique et le coin de Fichera notamment) pour savoir si le
critère obtenu de façon variationnelle est optimal ou non. D’autre part, pour les intersections
d’arêtes, mis à part pour le coin de Fichera, nous n’avons aucune méthode pour déterminer le
« bon » opérateur de transfert permettant de construire l’isomorphisme T de la T-coercivité. Dans
ce travail, nous ne nous sommes pas réellement penchés sur la question de l’injectivité du problème
lorsque celui-ci est bien posé au sens de Fredholm. Nous avons élucidé ce point pour la cavité
en 2D et en 3D mais dans le cas général, nous n’avons pas de résultat si ce n’est une condition
abstraite. Peut-on trouver un critère liant le contraste et la géométrie du domaine (probablement
le rapport du volume du domaine occupé par le matériau positif sur le volume du domaine occupé
par le matériau négatif) pour assurer que l’opérateur associé à ce problème scalaire constitue un
isomorphisme ? Il y a sans doute des choses à faire en utilisant les outils de l’analyse complexe.
Dans le Chapitre 2, nous nous sommes intéressés à des questions d’approximation de la solution du
problème scalaire lorsque celui est bien posé. Nous avons montré que les méthodes usuelles utilisant
les éléments finis de Lagrange convergent lorsque le maillage respecte certaines hypothèses. Ces
dernières sont-elles nécessaires ? En pratique, lorsqu’on réalise les expériences numériques pour des
maillages quelconques, il n’apparaît pas de problème majeur. Nous avons réfléchi à la question
mais pour le moment, nous nous cassons les dents. Dans le Chapitre 3, nous avons effectué une
étude de régularité de la solution du problème scalaire en reprenant les résultats de [72, 26, 138].
Nous avons été confrontés à un problème qui n’avait pas été souligné outre mesure. En raison du
changement de signe du coefficient de l’opérateur, il n’est pas évident de déterminer la longueur
des chaînes de Jordan dans le calcul permettant d’obtenir la décomposition des solutions en partie
régulière/partie singulière. Nous nous en sommes sortis en 2D par un calcul explicite dans une
géométrie particulière. En 3D, cela sera sans doute impossible à réaliser.

Dans un second temps, nous avons défini un nouveau cadre fonctionnel pour le problème scalaire
lorsque celui n’est pas bien posé dans H1 en raison de l’existence d’une « singularité propagative »
au niveau du coin. Nous nous sommes concentrés sur le cas d’un coin extérieur. Il faudrait écrire
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complètement la démarche pour le cas d’un coin intérieur pour vérifier qu’il n’y a pas d’entour-
loupe. Pour aller plus loin, nous pourrions étendre ces résultats à des configurations 3D, l’objectif
étant toujours de pouvoir traiter les équations de Maxwell à l’intérieur de l’intervalle critique.
On pourrait commencer par étudier le cas de la pointe conique qui devrait se traiter comme le
coin 2D. On pourrait également travailler sur le cas de l’arête. Cette étude-là constitue par contre
une étape technique supplémentaire. En effet, le coefficient devant la singularité en 2D devient
une fonction de singularité pour l’arête. En quelque sorte, il y a un coefficient de singularité en
chaque point de l’arête. Plus épineuse encore serait l’étude de ces questions pour une géométrie
présentant une intersection d’arêtes (coin de Fichera par exemple). Nous ne savons pas si c’est
réalisable. Par ailleurs, il existe de nombreuses questions originales d’approximation de la solution
dans ce nouveau cadre fonctionnel. Nous renvoyons le lecteur au §5.7 pour plus de détails. Dans le
Chapitre 6, nous avons étudié la question de la dépendance de la solution du problème, lorsqu’elle
existe, par rapport à un petit arrondi du coin. Nous nous sommes intéressés à la situation la plus
compliquée lorsque le problème limite n’est pas bien posé dans H1. Sur une géométrie particulière,
nous avons mis en évidence une instabilité par rapport à l’arrondi. Il nous reste à prouver un
résultat d’existence du phénomène de valeur propre clignotante pour une géométrie quelconque.
Ce problème n’est pas évident car en raison du changement de signe du paramètre physique, on
ne peut pas utiliser les résultats classiques de type inf-sup. Dans les perspectives de travail, nous
pouvons mentionner l’extension de ces résultats au cas des équations de Maxwell. C’est sans doute
un programme ambitieux et probablement extrêmement technique.

La troisième partie de ce mémoire est consacrée aux équations de Maxwell. Dans le Chapitre
7, nous avons exhibé une originalité du cadre fonctionnel pour ces équations lorsque les problèmes
scalaires associés sont bien posés au sens de Fredholm mais avec un noyau non trivial. Quels sont
les conséquences de cette bizarrerie d’un point de vue numérique ? Si l’on met en place les méthodes
usuelles, observe-t-on un problème de convergence ? une convergence vers la mauvaise solution ? Si
les approches classiques ne fonctionnent pas, peut-on en définir une nouvelle ? Dans le Chapitre
8, nous avons démontré un résultat d’injection compacte de l’espace des champs électriques dans
L2(Ω) × L2(Ω) en effectuant une étude de régularité. Ce résultat est essentiel dans l’analyse des
équations de Maxwell. La démarche est-elle transposable en 3D ? Pour traiter le problème dans
l’intervalle critique, il semble indispensable de pouvoir passer par là. Dans le Chapitre 9, nous
avons prouvé que les équations de Maxwell 3D sont bien posées dès lors que les problèmes scalaires
associés sont bien posés. Peut-on montrer que les équations de Maxwell ne sont pas bien posées
dans l’espace des champs d’énergie finie lorsque les problèmes scalaires ne sont pas bien posés dans
H1 ? Comment nous l’avons déjà mentionné à plusieurs reprises, un travail intéressant consisterait
à définir un nouveau cadre fonctionnel pour ces équations lorsque les problèmes scalaires sont
bien posés dans l’espace prenant en compte la singularité propagative. Cela devrait conduire à
manipuler le gradient de cette fonction. Notons que celui-ci n’appartiennent pas à L2. Une première
étape consistera sans doute à traiter le cas d’une géométrie pour laquelle l’interface présente une
pointe conique. Indiquons qu’il s’agit d’un travail difficile car même pour un matériau positif, la
compréhension des phénomènes liés aux singularités pour les équations de Maxwell consitue une
question délicate (cf. [62, 27, 63, 64, 91, 65, 111, 112]). D’un point de vue de l’approximation nu-
mérique de la solution, tout reste à faire. Peut-on justifier la convergence des méthodes d’éléments
finis d’arêtes classiques ? A-t-on besoin d’hypothèses sur le maillage ? Il est fort probable qu’on
puisse exploiter la méthode d’approximation utilisant la dissipation. Il reste cependant à écrire le
raisonnement entièrement.

Enfin, dans une quatrième et dernière partie, nous nous sommes concentrés sur le problème
de transmission intérieur qui apparaît dans la théorie de la diffraction. Dans le Chapitre 10, nous
avons prouvé le caractère discret dénombrable de l’ensemble des valeurs propres de transmission
pour une formulation du second ordre. Pour obtenir ce résultat, nous avons été contraints d’effectuer
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des hypothèses sur les coefficients. Peut-on les affaiblir ? Le lecteur désirant une description plus
précise des questions ouvertes dans ce domaine est invité à consulter le §10.3. Dans le Chapitre 11,
nous avons travaillé sur un problème de transmission du quatrième ordre présentant un changement
de signe. Nous avons montré que l’opérateur ∆σ∆· associé à ce problème possède des propriétés
très différentes de celles de l’opérateur div (σ∇·). Nous avons effectué la démonstration lorsque σ
reste uniformément positif ou uniformément négatif dans un voisinage de la frontière. Qu’advient-il
lorsque cette dernière hypothèse n’est pas satisfaite ?

Perspectives

Ces résultats indiquent que les problèmes de transmission entre un matériau positif et un matériau
négatif en régime harmonique ne sont pas toujours bien posés dans les cadres fonctionnels classiques.
Qu’est-ce que cela signifie en pratique ? Il n’est pas évident de répondre à cette question. On peut
d’abord nier le problème en arguant que dans la nature, il y a toujours de la dissipation et les coins
sont toujours arrondis. Néanmoins, cette position n’est pas complètement satisfaisante. En effet,
nous avons vu que le comportement d’un matériau peu dissipatif ou présentant un coin très légère-
ment arrondi dépend de façon cruciale du problème limite. Nous avons déjà mentionné le fait que le
métamatériau n’est pas un matériau homogène mais une structure périodique complexe. On peut
légitimement imaginer qu’il apparaît des phénomènes compliqués au niveau des interfaces entre
ces structures périodiques et les matériaux homogènes positifs, notamment au niveau des coins.
Lorsque les problèmes sont mal posés, il est probable que les équations de Maxwell sur lesquelles
nous travaillons ne modélisent pas bien les phénomènes électromagnétiques réels. C’est un peu ce
qui a motivé le projet ANR Métamath coordonnée par S. Fliss. Dans ce projet, nous cherchons à
comprendre ce qui a été perdu lors du processus d’homogénéisation. Pour les métaux, il y a de quoi
être circonspect. En effet, ce ne sont pas des matériaux homogénéisés. Que se passe-t-il au voisinage
des coins lorsque le contraste est situé dans l’intervalle critique ? La question de l’existence de cette
singularité propagative en pratique présente assurément un intérêt pour les applications. Avec S.N.
Chandler-Wilde, nous sommes récemment allés rendre visite à l’équipe du physicien A. Zayats
basé à King’s College, à Londres, pour discuter de la pertinence du développement de méthodes
de calcul pour simuler les plasmons de surface. A. Zayats est à la tête d’un projet de recherche
impressionnant, regroupant trois des plus prestigieuses universités du Royaume-Uni, dont l’objectif
est de développer les technologies nanoplasmoniques pour les applications. Il nous a expliqué qu’il
utilisait ces interfaces présentant des géométries singulières pour stocker de l’énergie. Il a manifesté
un intérêt certain pour de nouvelles méthodes numériques permettant de traiter les singularités.
Nous lui avons parlé de cette singularité propagative et il a rapidement imaginé des applications
potentielles. Mais peut-on réellement observer ce trou noir ? L’étude que nous avons réalisée pour
le coin arrondi n’est pas très rassurante. En effet, dans cette configuration, il semble que le champ
électromagnétique soit très instable par rapport au petit arrondi. Ce point est un peu déroutant. En
effet, si l’on souhaite approcher le champ dans une structure présentant un coin légèrement arrondi,
il faut être capable de mesurer la géométrie avec une infinie précision. C’est bien sûr impossible.
Cela signifie que dans ce cas, l’on est incapable d’approcher le champ électromagnétique ? Pour
pouvoir utiliser le phénomène de trou noir, on peut également chercher à le stabiliser de façon
artificielle. Pour ce faire, on peut imaginer ajouter autour du coin arrondi un matériau bien choisi
jouant un rôle de PML. Est-ce réalisable ?

Dans le Chapitre 4, nous sommes revenus aux équations de Maxwell en régime temporel pour
effectuer un bilan énergétique. Par contre, dans tout le reste de ce mémoire, nous avons travaillé
en régime harmonique. Pour cela, nous avons supposé qu’il existait un régime harmonique. Est-ce
bien vrai ? Autrement dit, pour les matériaux négatifs, le principe d’amplitude limite est-il encore
valable ? Récemment, V. Vinoles, P. Ciarlet et P. Joly ont commencé à étudier cette question. Il
semblerait que l’atteinte d’un régime stable dans un matériau négatif seul (sans interface donc)
puisse prendre un certain temps. Il serait sans doute très intéressant de poursuivre les investigations
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dans cette direction.

Pour le moment, les principales recherches des physiciens portent sur les métamatériaux en
électromagnétisme. Toutefois, l’on voit apparaître petit à petit quelques résultats concernant les
métamatériaux en élasticité. Il est donc fort probable qu’il y ait du pain sur la planche et des
problèmes nouveaux très rapidement ...
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302 Échauffement

Nous proposons ci-dessous une solution à l’exercice d’échauffement présenté au
début de ce document.

Étape 1. On construit une parallèle d à la droite (AB) et un carré D′E′F ′G′ dont l’un des
côtés est inscrit dans d.

b
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D′
b

E′

b F
′

b
G′

d

Étape 2. On trace les parallèles à (AC) et (BC) passant respectivement par G′ et F ′. Les sommets
du triangle ainsi construits sont notés A′, B′ et C ′.
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Étape 3. On trace le sommet de l’homothétie H qui transforme le triangle ABC en triangle
A′B′C ′.
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Étape 4. Il ne reste plus qu’à tracer le carré DEFG, image de D′E′F ′G′ par l’homothétie H .

b

A
b
B

b
C

b

D′
b

E′

b F
′

b
G′

rs
A′

rs

B′

rs
C ′

b

O

rs

D

rs

E

rs Frs
G



303



Titre : Étude de quelques problèmes de transmission avec changement de signe. Application aux métamatériaux.
Résumé : Dans cette thèse, nous étudions quelques opérateurs présentant un changement de signe dans leur
partie principale. Ces opérateurs apparaissent notamment en électromagnétisme lorsqu’on s’intéresse à la propaga-
tion des ondes dans des structures constituées de matériaux usuels et de matériaux négatifs en régime harmonique.
Ici, nous appelons matériau négatif un matériau modélisé par une permittivité diélectrique et/ou une perméabi-
lité magnétique négative(s). En raison du changement de signe des coefficients physiques, on ne peut utiliser les
outils classiques pour étudier ce problème. Dans la première partie de ce mémoire, nous nous concentrons sur
le problème de transmission scalaire auquel on peut réduire les équations de Maxwell lorsque la géométrie et les
données présentent une invariance dans une direction. Avec la technique de la T-coercivité, basée sur des argu-
ments géométriques, nous établissons des conditions nécessaires et suffisantes pour prouver le caractère bien posé
de ce problème en domaine borné dans H1. Nous montrons également comment on peut utiliser cette approche
pour justifier la convergence des méthodes usuelles d’approximation par éléments finis. Dans un deuxième temps,
au moyen de techniques différentes, issues de l’étude des équations elliptiques dans des domaines à géométrie
singulière, nous définissons un nouveau cadre fonctionnel pour recouvrer le caractère Fredholm lorsque celui-ci est
perdu dans H1. Il apparaît alors un phénomène surprenant de trou noir. Tout se passe comme si des ondes étaient
aspirées en un point. Nous réalisons ensuite une étude asymptotique par rapport à une petite perturbation de
l’interface entre le matériau positif et le matériau négatif dans ce cadre fonctionnel. Au cours de notre analyse,
nous mettons en évidence un curieux phénomène de valeur propre clignotante. La troisième partie de ce document
est consacrée à l’étude des équations de Maxwell. Nous travaillons d’abord sur les équations de Maxwell 2D en
exploitant les résultats obtenus pour le problème scalaire. Puis, nous nous intéressons aux équations de Maxwell
3D. Nous montrons qu’elles sont bien posées dès lors que les problèmes scalaires associés sont bien posés. Enfin,
dans une quatrième partie, nous étudions le problème de transmission intérieur apparaissant en théorie de la dif-
fraction. L’opérateur pour ce problème présente également un changement de signe dans sa partie principale. Nous
abordons son étude en utilisant l’analogie existant avec le problème de transmission entre un matériau positif et
un matériau négatif. Certaines configurations pour ce problème de transmission intérieur conduisent à considérer
un problème de transmission du quatrième ordre avec changement de signe. Nous prouvons que cet opérateur
présente des propriétés étonnamment différentes de celles de l’opérateur scalaire du second ordre.
Mots-clés : Problèmes de transmission, milieux négatifs, équations de Maxwell, métamatériaux, T-coercivité,
problèmes d’interface.

Title: Investigation of some transmission problems with sign-changing coefficients. Application to metamaterials.
Abstract: In this thesis, we study various operators that present a sign-changing in their principal part. These
operators appear in particular in electromagnetism when studying wave propagation in structures made of usual
materials and negative materials. Here, we say that a material is negative when it is modeled by a dielectric
permittivity and/or a magnetic permeability that take(s) negative values. Due to the change of sign of the phy-
sical parameters, we can not use the classical tools to study such problems. In the first part of the thesis, we
focus on the scalar transmission problem which is obtained from Maxwell’s equations when the geometry and the
data are invariant in one direction. Using the T-coercivity technique, based on geometric arguments, we establish
necessary and sufficient conditions to prove well-posedness for this problem in a bounded domain in H1. We also
show how this approach can be used to justify the convergence of the usual finite element method to approximate
the solution. In a second step, using different techniques coming from the study of elliptic equations in domains
with singular geometry, we define a new functional framework to recover Fredholmness when it is lost in H1. This
leads to a surprising black hole phenomenon. Everything happens like if some waves were sucked into a point. We
then perform an asymptotic analysis with respect to a small perturbation of the interface between the positive
material and the negative material in this functional framework. In our analysis, we observe a curious phenomenon
of blinking eigenvalues. The third part of this thesis is devoted to the study of Maxwell’s equations. We first work
on Maxwell’s equations in 2D using the results obtained for the scalar problem. Then, we proceed with the 3D
Maxwell’s equations. We show that they are well-posed as long as the associated scalar problems are well-posed.
Finally, in the fourth section, we investigate the interior transmission problem that arises in scattering theory.
The operator for this problem also presents a sign-changing in its principal part, and therefore can be studied
relying on the analogy with the transmission problem between a positive material and a negative material. For
this interior transmission problem, some configurations lead to consider a fourth-order transmission problem with
sign-changing coefficients. Our analysis shows that this latter operator has strikingly different properties from
those of the second order scalar operator.
Keywords: Transmission problems, negative materials, Maxwell’s equations, metamaterials, T-coercivity, inter-
face problems.
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