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ECHAUFFEMENT |

g@@yoit ABC un triangle tel que les angles BAC et ABC soient strictement
G \ﬂ') inférieurs & 7/2. Déterminer une méthode géométrique pour construire
(,ij(a@) 1’unique carré DEFG tel que [DE] C [AB], F € [BC] et G € [AC]. Nous
rappelons qu’une méthode géométrique est une méthode utilisant exclusivement la
régle (non graduée) et le compas.

avant aprés
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INTRODUCTION GENERALE

u)'/’@ es matériaux négatifs ont pris ces derniéres années une place considérable en électroma-
@ gnetlsme. Commencons par préciser ce que nous entendons par matériau négatif. Un

» matériau est caractérisé par sa réponse fréquentielle a une excitation périodique. La
perm1tt1v1té diélectrique € et la perméabilité magnétique o déterminent cette réponse. Nous dirons
qu’un matériau est négatif a la fréquence w si I'un au moins de ces deux parametres physiques est
négatif. A présent, décrivons quels peuvent étre les matériaux négatifs.

Dans la nature, la grande majorité des matériaux possedent des parametres physiques qui de-
meurent positifs pour la plupart des fréquences. Néanmoins, il est connu depuis fort longtemps
que les métaux présentent une permittivité négative pour une large gamme de fréquences. Pour
représenter le comportement de ces métaux, il existe différents modeles, plus ou moins sophistiqués
selon le degré de précision désiré. Présentons succinctement le plus simple : le modele de Drude.
Nous renvoyons le lecteur au §4.2.1 du Chapitre 4 pour plus de détails. Le modeéle de Drude consiste
a considérer que les électrons dans un métal sont libres de se déplacer sans subir de force de la part
du noyau. En appliquant le principe fondamental de la dynamique a un électron puis en reliant son
déplacement a la polarisation et au champ électriques, on montre qu’en premiere approximation, il
est raisonnable de considérer que la permittivité diélectrique dans un métal suit la loi

Ci-dessus, €g désigne la permittivité du vide et w, correspond a la pulsation de plasma du métal.
Cette derniere est située dans 'ultraviolet si bien que dans le visible et plus généralement, pour
toutes les pulsations inférieures a w,, la permittivité diélectrique d’un métal est négative. Grace a
cette propriété, des ondes peuvent se propager a l'interface entre un diélectrique et un métal. Ces
ondes sont appelées plasmons de surface. Elles ont pris ces vingt dernieres années une importance
considérable dans le domaine des micro et nano technologies en électromagnétisme [8, 47, 152, 86].
Expliquons brievement pourquoi.

De facon générale, pour améliorer les performances des dispositifs électroniques, il faut étre capable
de réduire la taille des composants. Or, il semble qu’on ait atteint les limites pour les composants
utilisant les signaux électriques. Une alternative séduisante consiste a transmettre les informations
au moyen de la lumiere. Mais pour le moment, il est difficile de la manipuler a de petites échelles,
avec des matériaux classiques, en raison de la limite de diffraction. Les matériaux a permittivité
négative, comme donc, les métaux sous la fréquence plasma, permettraient de s’affranchir de cette
limite de diffraction. A terme, les physiciens espérent pouvoir développer une électronique des plas-
mons pour construire des puces d’ordinateur. Les potentielles retombées de telles techniques sont
donc colossales. Indiquons également que les plasmons sont tres sensibles aux propriétés de surface
et I'on peut les exploiter pour concevoir des photodétecteurs a 1’échelle nanométrique. Pour plus
d’applications, nous invitons le lecteur a consulter [135]. En pratique, les technologies plasmoniques



2 Introduction

FIGURE 1 — Représentation schématique d’un plasmon de surface.

sont en plein essor car on a beaucoup progressé dans les procédés d’observation. Auparavant, on ne
pouvait mesurer que le champ lointain associé a ces ondes. Or cette information est vraiment pauvre
car les plasmons sont localisés a l'interface diélectrique/métal et exponentiellement décroissants
dans la direction transverse (cf. illustration de la Figure 1). Désormais, grace aux avancées réalisées
en imagerie, il est possible d’accéder au champ proche ce qui se révele beaucoup plus intéressant.
Mathématiquement, par contre, ces plasmons de surface semblent des objets relativement inconnus
qui ne rentrent pas dans les théories de guides d’ondes existantes. Ceci provient du changement de
signe de la permittivité qui apparalt dans les équations de Maxwell qui gouvernent les variations
du champ électromagnétique.

Si les métaux sous la pulsation de plasma constituent les représentants les plus naturels des
matériaux négatifs, les médiatiques métamatériaux en sont peut-étre le symbole le plus scintillant.
Les métamatériaux sont des structures composites artificielles que 1’on ne trouve pas dans la nature.
Ils sont fabriqués en agencant de facon périodique un motif, petit par rapport a la longueur d’onde
de travail, réalisé a partir de matériaux standards. Pour obtenir un matériau qui se comporte
comme un matériau négatif, tout le travail consiste a bien choisir ledit motif. En effet, ce sont
des résonances locales au niveau de la cellule de base qui conferent & la structure macroscopique
des propriétés originales. A I'heure actuelle, les physiciens semblent avoir une préférence pour les
motifs constitués de fils et d’anneaux métalliques coupés.

FIGURE 2 — Exemples de métamatériaux. Photos : D. Schurig, Duke University (a gauche) et C.
Soukoulis, Ames Laboratory (a droite).

Dans notre travail, nous nous intéresserons en particulier a des structures qui se comportent comme
si leur permittivité diélectrique et leur perméabilité magnétique étaient toutes deux négatives. Ce
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sont les fameux métamatériaux a indice de réfraction négatif également appelés matériaux de la
main gauche. Ils portent ce nom car le triedre (vecteur d’onde, champ électrique, champ magné-
tique) y suit la regle de la main gauche. Nous expliquerons dans le §4.2.2 du Chapitre 4 pourquoi
un matériau pour lequel € et p sont négatifs possede un indice n = ,/eu négatif. Au niveau du
dioptre entre un matériau usuel et un tel métamatériau doublement négatif, il se produit un phé-
nomene surprenant de réfraction négative (cf. Figure 3). On le comprend sans peine en écrivant la
loi de Descartes qui régit le trajet des rayons lumineux et en exploitant le changement de signe de n.

Avant de poursuivre, il est important de préciser que les métamatériaux ne sont pas tous né-
gatifs. Un métamatériau est simplement une structure que I’on construit pour qu’elle se comporte
comme un matériau homogéne de permittivité et de perméabilité données. C’est cette maltrise
des coeflicients physiques qui fait I'intérét des métamatériaux. Elle permet de contrdler le champ
électromagnétique et donc la lumiere. C’est ainsi que des physiciens ont imaginé créer des capes
d’invisibilité. Pour cette application, 1'idée consiste a modifier la permittivité et la perméabilité
dans une couronne autour de 'objet que I'on souhaite cacher. On choisit alors € et u de sorte qu'un
rayon lumineux arrivant sur l'obstacle le contourne sans subir d’interaction (voir une illustration
de ce phénomene avec la Figure 3 & droite).

i
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FIGURE 3 — Réfraction négative (a gauche). Un exemple d’invisibilité pour une onde plane (& droite).

Arrétons-nous la pour la présentation des différents matériaux négatifs et pour la description
des technologies dans lesquelles ils interviennent. Retenons simplement deux idées importantes.
D’une part, les applications potentielles fourmillent. D’autre part, on a besoin de ces matériaux
négatifs dans des contextes compliqués ou l'on travaille bien souvent a 1’échelle nanométrique
(lorsque 'on souhaite manipuler la lumiére en tout cas). Pour cette derniére raison, le développe-
ment expérimental des dispositifs se révele tres cotiteux. D’ailleurs, pour étre réaliste, méme s’il
existe quelques résultats encourageants en micro-ondes, il semble qu’il reste beaucoup a faire pour
construire en pratique des objets utilisant les plasmons ou les métamatériaux dans le domaine du
visible. Pour limiter les manipulations onéreuses, il est donc crucial de savoir mettre en place des
méthodes de simulations efficaces pour développer les technologies. Pour les structures périodiques
que sont les métamatériaux, différentes possibilités s’offrent a nous. Exposons les deux grandes idées.

Une premiere approche consiste a effectuer les calculs sur le matériau réel considéré dans toute
sa complexité. Néanmoins, cette technique est extrémement dispendieuse en raison du nombre
important de degrés de liberté. Naturellement, il faut essayer de tirer parti de la structure pério-
dique de ces composites. Cela demande tout de méme des méthodes assez fines. De substantielles
avancées ont été réalisées dans ce sens notamment par J. Coatléven, S. Fliss et P. Joly (voir
[81, 56]). Une seconde approche pour effectuer les simulations numériques consiste & homogénéiser
les métamatériaux en les représentant par des matériaux homogenes équivalents. Cette méthode
parait tres attrayante car elle permet de faire les calculs facilement. Malheureusement, la jus-
tification du processus d’homogénéisation s’avere délicate. Pour le moment, elle n’a été réalisée
que dans certaines géométries bien particulieres et il reste d’importantes zones d’ombre pour des
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configurations générales. Néanmoins, il est possible de prouver mathématiquement qu’on peut
construire des matériaux qui se comportent macroscopiquement comme si leur permittivité et leur
perméabilité étaient négatives [30, 29, 28|.

Dans cette these, nous souhaitons nous intéresser aux équations de Maxwell posées dans un milieu
constitué d’un matériau positif classique et d’un matériau négatif. Ce matériau négatif représentera
tantot un métal sous la fréquence plasma, tantét un métamatériau négatif homogénéisé. Nous nous
placerons en régime harmonique en temps et supposerons I’ensemble de la structure entourée par
un conducteur parfait. Cette derniére hypothése conduit & travailler en domaine borné. A cause du
changement de signe des coefficients physiques a l'interface entre les deux matériaux homogenes,
on ne dispose pas des propriétés usuelles de positivité. Par conséquent, les techniques classiques
d’étude des équations de Maxwell ne peuvent étre utilisées telles quelles. De fagon générale, les
questions que nous nous posons sont les suivantes. Les équations de Maxwell sont-elles bien posées
dans ces milieux ? Autrement dit, possedent-elles une unique solution dépendant contintiment de
la donnée ? Si oui, peut-on mettre en place et justifier des méthodes numériques pour approcher
cette solution ? Lorsque les équations de Maxwell ne sont pas bien posées, peut-on déterminer un
nouveau cadre fonctionnel pour retrouver ce caractére bien posé? Tels sont les grands axes, les
questions directrices de ce travail de these.

Comme nous l'avons indiqué précédemment, 1’étude des problemes d’électromagnétisme dans
des milieux composites pour lesquels € et/ou p change(nt) de signe en est encore a ses balbutie-
ments. Dans ce champ de recherches, M. Costabel et E. Stephan semblent pouvoir étre considérés
comme des pionniers. En effet, dés 1985, bien avant ’ére des plasmons et des métamatériaux
négatifs, ces deux auteurs dans [66] s’intéressent a la question en utilisant des techniques de repré-
sentation intégrale. L’apparition des milieux négatifs au sein de ’équipe Poems date de la fin des
années quatre-vingt-dix avec la theése de K. Ramdani encadrée par A.-S. Bonnet-Ben Dhia [138].
Leur travail est alors centré sur les milieux supraconducteurs. Dans le méme temps, M. Dauge et
B. Texier apportent leur contribution en montrant comment adapter les techniques d’équations
elliptiques dans des géométries singulieres pour ce probleme (cf. [72]). La prise de conscience de
I'importance d’une étude mathématique fine des métamatériaux homogénéisés revient sans doute
a la these de C. M. Zwolf encadrée par A.-S. Bonnet-Ben Dhia et P. Ciarlet [155]. Au cours de ce
projet, ils obtiennent les premiers résultats variationnels permettant de justifier la convergence de
méthodes numériques. En Italie, a Génes, il existe une équipe de chercheurs, composée notamment
de G. Bozza, P. Fernandes, G. Oliveri et M. Raffetto, qui s’intéresse a ’analyse mathématique
et numérique de ces problémes (voir notamment les articles [131, 80]). Récemment, dans [129],
S. Nicaise et J. Venel ont proposé une amélioration des résultats d’approximation de [25]. Mais
la communauté ne semble guére plus grande. Pourtant, les phénomeénes originaux a découvrir
abondent...

Plan de la theése

Présentons maintenant le plan que nous allons suivre. Ce mémoire se divise en quatre parties. Les
deux premieres sont consacrées a 1’étude du probleme scalaire auquel on peut réduire les équations
de Maxwell lorsque le domaine et la géométrie présentent une invariance dans une direction. Dans
la troisieme partie, nous travaillons sur les équations de Maxwell en 2D et en 3D. Dans la quatriéme
partie, nous nous intéressons au probleme de transmission intérieur qui apparait dans la théorie de
la diffraction. L’opérateur associé a ce probléme présente également un changement de signe dans
sa partie principale.

Partie I : Etude du probleme scalaire Nous commencons par étudier le probleme sca-
laire obtenu & partir des équations de Maxwell lorsque ces derniéres sont invariantes dans une
direction. Dans le Chapitre 1, a I'aide de considérations géométriques, nous revisitons la méthode
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de la T-coercivité introduite dans [25]. Nous fournissons des conditions nécessaires et suffisantes
pour que le probléme soit bien posé au sens de Fredholm. Nous détaillons le procédé en 2D et
nous donnons les outils pour traiter le cas scalaire 3D. Dans le Chapitre 2, nous travaillons dans
deux directions. D’une part, nous examinons le lien entre la T-coercivité et les théorie existantes
dans la littérature. Nous montrons notamment que cette approche n’est autre qu’une reformulation
de la condition inf-sup. D’autre part, nous considérons des questions d’approximation numérique
de la solution du probléme scalaire lorsque celui-ci est bien posé. Nous utilisons la technique de
la T-coercivité pour justifier la convergence des méthodes numériques d’éléments finis classiques
pour certains maillages. Nous développons également une méthode de pénalisation qui fonctionne
sans hypothese particuliere sur le maillage mais qui converge lentement. Enfin, nous présentons
quelques simulations numériques pour illustrer nos résultats. Le Chapitre 3 est consacré a 1’étude
de la régularité des solutions du probleme scalaire. Ces résultats sont importants pour démontrer
complétement la convergence des méthodes numériques du précédent chapitre. Par ailleurs, ils
constituent une introduction aux techniques d’espaces a poids et de transformée de Mellin que
nous utiliserons dans la suite. Le Chapitre 4 a une vocation plus physique. Nous y justifions la
pertinence d’étudier les équations de Maxwell avec des coefficients physiques réels qui changent
de signe. Pour cela, nous montrons que le comportement de la solution des équations de Maxwell
dans un milieu légérement dissipatif (i.e. avec des coefficients physiques complexes) est tres lié a
la nature du probleme non dissipatif. Dans ce chapitre, nous revenons également sur la question
délicate de la modélisation de I'absorption dans un milieu négatif.

Partie II : Extensions pour le probléme scalaire Cette seconde partie est dédiée a
I’étude du probleme scalaire lorsque ce dernier n’est pas bien posé dans le cadre usuel des fonctions
d’énergie finie (H'). Cela se produit notamment, pour certaines valeurs des parameétres physiques,
lorsque l'interface entre le matériau positif et le matériau négatif présente un coin. Dans le Cha-
pitre 5, nous définissons un nouveau cadre fonctionnel pour restaurer le caractére bien posé du
probleme. La démarche s’apparente au processus d’absorption limite dans un guide d’ondes non
borné pour I’équation de Helmholtz en présence de modes propagatifs, le coin de l'interface dans
notre probleme jouant le réle d’infini dans le guide d’ondes. Toutefois, il existe une différence
fondamentale par rapport au probleme de guide d’ondes classique. En raison, du changement de
signe des coeflicients, nous ne pouvons pas utiliser un résultat de décomposition sur les vecteurs
propres d’un certain opérateur transverse. Nous contournons néanmoins ce probléme, au prix d’un
petit effort technique, en recourant aux espaces a poids et aux méthodes de type Mellin. Dans ce
chapitre, nous donnons également quelques pistes pour approcher la solution dans ce nouveau cadre
fonctionnel. L'une d’elle consiste a placer une couche parfaitement adaptée (PML) au voisinage
du coin de linterface, technique relativement inhabituelle. Dans le Chapitre 6, nous effectuons un
développement asymptotique de la solution dans ce nouveau cadre fonctionnel par rapport a un
petit arrondi du coin. Nous mettons en évidence une instabilité de la solution par rapport a cet
arrondi. Pour les applications, ce point présente probablement des conséquences importantes car il
n’existe dans la nature que des coins légerement arrondis.

Partie III : Equations de Maxwell Dans la troisitme partie de ce travail, nous nous in-
téressons aux équations de Maxwell. Nous débutons avec le Chapitre 7 par une étude complete
de ces équations lorsque la géométrie et les données sont invariantes dans une direction. Dans
le processus, nous prouvons un résultat liant le probleme scalaire avec condition de Dirichlet au
probléme scalaire avec condition de Neumann en 2D. Par ailleurs, nous exhibons une curiosité du
cadre fonctionnel pour les équations de Maxwell lorsque les parametres physiques changent de signe.
Dans le Chapitre 8, nous redéployons les outils de type espaces a poids et transformée de Mellin
pour obtenir un résultat d’injection compacte pour les équations de Maxwell. Dans ce mémoire,
nous démontrons de tels théorémes en d’autres circonstances en utilisant d’autres techniques. Ce
chapitre est néanmoins important car il devrait permettre de définir un nouveau cadre fonctionnel
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pour les équations de Maxwell lorsque celles-ci ne sont pas bien posées dans les espaces usuels. Le
Chapitre 9 contient assurément le résultat le plus important de cette partie. Nous y montrons que
les équations de Maxwell 3D sont bien posées dés lors que les problémes scalaires 3D sont bien posés.

Partie IV : Problémes de transmission intérieurs La quatrieme et derniére partie de
ce mémoire est consacrée a 1’étude d’'un probleme de transmission intérieur que ’on rencontre en
théorie de la diffraction. On peut le résumer ainsi. Considérons un milieu de référence contenant
une inclusion constituée d’un matériau différent (oublions les matériaux négatifs). A fréquence
fixée, peut-on trouver un champ incident pour lequel le champ réfléchi par l'inclusion soit nul ?
La mise en équations de cette question conduit & un probleme spectral pour lequel I'opérateur
présente un changement de signe dans sa partie principale. De nouveau, les outils classiques ne
peuvent étre utilisés directement. Dans le Chapitre 10, nous établissons le lien entre ce probleme
et le probléme de transmission matériau positif/matériau négatif. En procédant par analogie et en
utilisant la technique variationnelle de la T-coercivité, nous démontrons des résultats concernant
le caractere discret des fréquences pour lesquelles il existe une onde qui ne rayonne pas. Ces
résultats sont essentiels pour pouvoir mettre en place les techniques de reconstruction du support
de l'inclusion. Nous étudions & la fois le probleme scalaire et le probleme pour les équations de
Maxwell. Pour certains jeux de parametres physiques de I'inclusion, il est nécessaire de travailler sur
une formulation différente de celle étudiée dans le Chapitre 10. De facon un peu brutale, on peut
dire que c’est le seul espoir de pouvoir utiliser le théoréme de Fredholm analytique pour prouver le
caractere discret des valeurs propres de transmission. On est alors amené a étudier un probleme de
bilaplacien dépendant d’un parameétre. Dans le Chapitre 11, nous nous intéressons a ce probléme
lorsque le parametre change de signe sur le domaine. Nous prouvons que ce probléme du quatriéme
ordre possede des propriétés radicalement différentes de celles du probleéme du second ordre.

Information concernant les notations

Les notations, d’un chapitre a I’autre, peuvent varier quelque peu. Nous les précisons donc en début
de chaque chapitre.
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Introduction

\';w qui se comportent comme des matériaux homogenes a permittivité diélectrique € et/ou
UW/O25 perméabilité magnétique p réelle(s) et négative(s). Comme nous 'avons déja mentionné,
les métaux et les tout récents métamatériaux négatifs peuvent entrer, en premiére approximation,
dans cette catégorie pour certaines plages de fréquences. La modélisation de tels objets soulevent
des questions relativement inhabituelles. Considérons une structure hétérogene composée d’un di-
électrique classique et d’un matériau négatif. En raison du changement de signe des parameétres
physiques, il n’est pas évident de prouver 'existence et 'unicité du champ électromagnétique pour
un terme source donné. Dans ce chapitre, nous commencerons par nous intéresser au cas d’un
probléeme bidimensionnel dans un domaine €2 représentant la structure hétérogene, en régime har-
monique en temps avec une excitation de pulsation w > 0. Dans une telle configuration, de fagon
classique et comme nous le verrons dans le Chapitre 7, les équations de Maxwell se ramenent a des
problemes scalaires de la forme

'I(fj ’x‘?n électromagnétisme, pour certaines applications, on aimerait travailler avec des composites

div(e Vu) +w?scu= f dans Q, (1.1)

avec (0,¢) égal & (71, u) ou (u~1,¢). Ci-dessus, f désigne le terme source. Nous compléterons cette
équation aux dérivées partielles par une condition aux limites sur la frontiere. Dans ce chapitre,
nous étudierons également le cas de figure (o,5) = (g,0) modélisant typiquement un probléme
d’électrostatique en deux ou trois dimensions.

De facon plus mathématique, nous supposons que {) est partitionné en deux ouverts 1 et o
avec Q = Q1 U Qs et Q1N Oy = (0. Nous faisons I'hypothése que Q est un domaine de R tandis
que 1, Q C R? sont & frontiére lipschitzienne (d = 2,3). Nous rappelons qu'un domaine est, par
définition, un sous-ensemble ouvert borné et connexe de R? (d = 2,3 ici) a frontiere lipschitzienne.
Introduisons o} € L™ (), k = 1,2, deux fonctions & valeurs réelles telles que

o1>c¢ >0 p.p.dans et 09 <y <0 p.p.dans Qo,

ol ¢1 et co sont des constantes. Définissons o € L>*°(Q) de la fagon suivante : o := o dans Q,
k = 1,2. Par ailleurs, prenons ¢ € L*°(£2). Ainsi, nous étudions une situation pour laquelle il y a
un diélectrique classique dans 2; et un matériau négatif dans (2. Sur la frontiére, nous imposerons
dans un premier temps, une condition de Dirichlet homogeéne, i.e. u = 0 sur 9¢2. Nous effectuerons
la plupart de notre étude avec cette condition. Nous montrerons dans la Section 1.7 comment
on peut traiter le cas de la condition de Neumann. Les résultats que nous allons obtenir pour le
probléme (1.1) avec condition de Neumann différeront dans certaines configurations de ceux pour
le probleme (1.1) avec condition de Dirichlet. Par contre, la méthode que nous allons mettre en
ceuvre, elle, sera la méme.

Dans la suite, pour le probleme avec condition de Dirichlet, nous prendrons un terme source
f dans H71(£2), et nous chercherons la solution u dans H}(€2). Dans ce chapitre, comme dans tout
ce document d’ailleurs, Hj($2) désignera I’ensemble des fonctions de H!(Q) dont la trace est nulle
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sur 9. L’espace H™1(Q) est quant & lui constitué des formes linéaires continues sur Hj (). Puisque
I'injection de H{(2) dans H™1(2) est compacte, il est suffisant d’étudier la partie principale de
Popérateur associé a (1.1). En d’autres termes, nous nous intéresserons au probléme

(2) Trouver u € H{(Q) tel que
—div(e Vu) = f  dans Q.

De fagon usuelle, u est solution du probléme (£2) si, et seulement si, u vérifie « trouver u € H§(Q)

tel que a(u,v) = I(v) pour tout v € H(2) », avec

a(u,v) = (eVu, Vv)q, et l(v) = (f,v)q -

Ci-dessus, (-,-)q et (-,-)q désignent respectivement le produit scalaire de (L2(£2))? et le crochet de
dualité H1(Q) x H}(2). Introduisons alors 'opérateur linéaire continu A : Hj(2) — H~1(Q) défini
par

(Au,v)q = a(u,v), Yu,v € Hy(Q).

Nous noterons £(H}(2), H71(£2)) 'ensemble des opérateurs continus de H}(Q2) dans H~(Q)).

Notre objectif est de déterminer un critére sur o pour garantir que le probléeme () posseéde
une et une seule solution, et plus généralement, pour assurer que A : H5(2) — H~1(Q) définit un
isomorphisme. Bien entendu, en raison du changement de signe de o sur 2, la forme a n’est pas coer-
cive ! sur H(l)(Q) X H(l)(Q) En particulier, on ne peut pas appliquer le théoréme de Lax-Milgram. Pour
autant, cela ne signifie pas que opérateur A n’est jamais un isomorphisme. Pour étudier le probleme
(£2), nous utiliserons la méthode de la T-coercivité introduite dans [25, 155]. Présentons-en 'idée.
Supposons qu’il existe un isomorphisme T de H}(Q2) tel que la forme bilinéaire (u,v) +— a(u, Tv)
soit coercive. Alors le probléeme (£?) est bien posé, au sens ou il posséde une unique solution, en
vertu du théoreme de Lax-Milgram. En effet, dans ce cas, le probleme « trouver u € H(l) (Q) tel que
a(u, Tv) = I(Tv) pour tout v € H{(£2) » est bien posé. Puisque T est un isomorphisme de H} (), ceci
prouve que le probléme initial « trouver u € H§(€2) tel que a(u,v) = I(v) pour tout v € H() » est
bien posé. Des lors, toute I'astuce dans cette technique consiste a construire ces fameux opérateurs
T. Dans [25, 155], il est prouvé que A : H{(Q) — H1(Q) constitue un isomorphisme lorsque
max (inf, o1/supg,|o2|, infq, [02|/supg,01) > Is > 1, ot Iy, est une constante qui ne dépend que
de la géométrie de l'interface X entre €y et ;. Mais la valeur de Iy, n’est pas connue. Ceci vient
du fait que les T sont construits a partir d’'un opérateur de relevement abstrait pour lequel on
ne peut pas calculer explicitement la norme. Ici, nous nous proposons de compléter les résultats
de [25, 155] de deux fagons. Tout d’abord, nous obtenons des valeurs explicites des constantes.
D’autre part, nous localisons ces résultats, au sens ol nous proposons un critere pour assurer le
caractere bien posé de (&), quitte a avoir un noyau et un conoyau de méme dimension finie, qui
ne dépend que des valeurs des parametres physiques au voisinage de l'interface entre les deux
matériaux. Pour obtenir ces résultats, nous prouvons que A est de type Fredholm d’indice zéro, au
moyen d’opérateurs T simples, définis de facon géométrique. Dans ce cas, si I’on possede un résultat
d’unicité pour le probleme (&) alors il est bien posé. Mais il peut également apparaitre un noyau de
dimension finie comme nous le verrons plus loin, dans le Chapitre 2, §2.2.2. Bien sfir, si 'opérateur
A HY(Q) — HY(Q) est de type Fredholm d’indice zéro, alors I'opérateur associé au probléme
div(ec Vu) + w?su = f dans Q avec u = 0 sur 9 est également de type Fredholm d’indice zéro.
Nous préciserons dans le Chapitre 2, comment se situe cette technique de la T-coercivité par rapport
aux approches classiquement utilisées pour montrer qu’un probleme est bien posé. Plus précisément,
nous verrons que cette méthode n’est autre qu'une formulation tres simple de la théorie inf-sup [32].

1. Plus généralement, on ne peut pas trouver € [0; 27 tel que (u,v) = €*™a(u,v) soit coercive sur Hy(Q) x
H{(Q). Pour montrer ce résultat, introduisons deux fonctions non nulles 1 € €5°(Q1) et @2 € F5°(Q2). Définissons
¢ telle que pla;, = @1 et plo, = aps, avec o = (le al\Vapl\z/f% |oa]| V2 |?)/2. On a alors ¢ € H§(Q), ¢ # 0 et

a(p, ) = 0.
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Dans le cas ou o7 et o9 sont des nombres constants, il existe dans la littérature au moins deux
autres approches pour étudier le probleme (£2). A T'aide de techniques d’équations d’intégrales, il
a d’abord été prouvé dans [66] par Costabel et Stephan que lorsque Uinterface 3 est réguliere (de
classe €?), le probleme () est bien posé au sens de Fredholm si, et seulement si, le contraste
Ko := o9/o1 est différent de —1. Postérieurement & cela, 'influence des coins dans interface a
été spécifiquement étudiée dans [72] (voir également [26, 138]). Les auteurs prouvent que lorsque
I'interface présente un angle droit, le probléme (&), avec un second membre f dans L%({2), n’est
pas de type Fredholm si, et seulement si, k, € [—3;—1/3] (des résultats similaires peuvent étre
obtenus pour des valeurs quelconques d’angle). Nous retrouverons ces résultats au cours de notre
étude par la technique de la T-coercivité.

Ce chapitre s’organise de la facon suivante. Apres avoir introduit quelques notations et prouvé
un résultat préliminaire, nous étudions des cas élémentaires, pour des géométries simples de R?
(d = 2). Dans la Section 1.3, nous combinons les résultats obtenus a une technique de localisation
pour pouvoir traiter des problémes de transmission de R? mettant en jeu des interfaces plus
générales. Nous donnons alors des exemples lorsque o est régulier ou constant par morceaux. En
particulier, nous obtenons un critere reposant uniquement sur les valeurs du contraste a l'interface.
Dans la Section 1.5, nous discutons 'optimalité de ces résultats pour les domaines de R%. Nous
fournissons ensuite des éléments de preuve pour des géométries simples de R? qui ne se raménent
pas nécessairement a des géométries 2D. Le cas du coin de Fichera en constitue ’exemple le plus
illustratif. Enfin, nous présentons une démarche possible pour étudier le probleme (&) avec une
condition aux limites de Neumann plutét qu'une condition de Dirichlet.

1.1 Notations et résultat préliminaire

Avant d’entrer dans le vif du sujet, introduisons quelques notations qui serviront tout au long
de ce chapitre.
Etant donné un domaine O de R?, nous noterons sans distinction (-,-)o (resp. || - [|o) les produits
scalaires (resp. les normes) de L2(0) et (L2(0))?. De méme, pour p € [1;00] \ {2}, | - e o)
désignera & la fois la norme de LP(O) et celle de (LP(O))?. Nous munirons H}(O) de la norme
Il - HH(1)(0) := ||V+||p- Nous notons (-, ), le crochet de dualit¢ H~1(0) x H}(O), et nous définissons
la norme

1l = s HEYel - ypepio).
vertonfoy 1Vl o)

Pour k = 1,2, introduisons T'y, := 902 N 9. Nous appelons interface 'ensemble ¥ := 90 \I'; =
0Q9\I's. Les normes LP (p € [1;00]) sur X sont notées comme ci-dessus en remplacant O par X.
D’autre part, ‘|5, désignera l'opérateur de trace sur X.
Si v est une fonction mesurable sur €, nous utilisons la notation vy := v|q,, k = 1, 2. Introduisons

ensuite 2

of :=supoy, of :=suploa|, o] = i{rzlfal et o, ::i(rzlf]agl.
1 2

Q1 Qo

Lorsque c’est possible, nous définissons le contraste K, := 03/01 sur X. C’est une constante lorsque
o1, 09 sont des fonctions constantes, ou un élément de €° (%) lorsque o1 € €°(Q1), 02 € €°(Qy).
Pour k = 1,2, introduisons I'espace des restrictions des éléments de H{(€2) & Q :

Hp,r, () = {vlgk, vE H(l)(Q)}.

Si X et Y sont deux espaces vectoriels normés, £(X,Y) (resp. £(X)) désignera l’espace des opérateurs
linéaires et continus de X dans Y (resp. de X dans X). Enfin, dans tout ce chapitre, si Ry €

2. Partout dans la suite, nous écrirons sup pour sup ess, respectivement inf pour inf ess.
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[Z(H(l)yrl(Ql),H(l),F2 (Q2)) et Ry € E(H0 r,(Q2), H(l),rl(Ql))’ nous notons

[ Ral| == sup [V(Riv)lle, et [[Rafl == sup [V (Rav) |l -
veHg 1 (), [ Vol =1 vEHG 1 (Q2), [ Vollo,=1
Commencons par démontrer le théoreme ci-dessous. Ce sera la brique de base dans I’approche que
nous allons développer tout au long de ce chapitre.

Théoréme 1.1.1 Soit R; € E(H67F1(Ql)’ H(1)7 r,(§2)) un opérateur vérifiant la condition de raccord
(Riu1) |y = ui|y pour tout uj € Hé’ 1ﬂl(Ql). Définissons

) w dans
hu = { —us 4+ 2Rju; dans Qg (1.2)

Si oy Jog > ||R1||?, alors la forme a est Ti-coercive : il existe une constante C > 0 telle que

a(u, Tyiu) > C Hu||2H1(Q pour tout u € HY(2). Dans ce cas, A : u + —div(o Vu) est un isomorphisme

de H} () dans H~H(Q).

Soit Ry € E(H(l] r. (92),H} 1, (1)) un opérateur vérifiant la condition de raccord (Raus)|s = uz|s
)-

pour tout ug € H 0.7 r,(Q2). Définissons

Tyu = { up — 2Rous  dans (1.3)

—U9 dans Qo

Si oy Jof > HR2H2 alors la forme a est Tao-coercive : il existe une constante C' > 0 telle que
a(u, Thu) > C HUHHI pour tout u € HY(2). Dans ce cas, A : u + —div(o Vu) est un isomorphisme
de H} () dans H™ (Q)
Preuve. Par construction, Tju appartient & H{(Q2) pour tout u € H{(Q) et Ty : H{(Q) — H(Q)
est continu. De plus, pour tout u € H(2), on a d'une part T1(Tju) = u sur ; et, d’autre part,
To(Tou) = —(—uz + 2R1u1) + 2R1u; = ug = u sur Q9. On déduit T; o T; = Id. Ceci prouve que
Ty est un isomorphisme de H}((2). Calculons maintenant a(u, Tiu), pour u € H}(2). L’inégalité de
Young permet d’écrire, pour tout n > 0,
a(u,Tiu) = (o1 Vui,Vui)a, + (|oz2| Vuz, Vuz)a, — 2(|oz| Vua, V(Riu1))a,
> (01 Vuy, Vur), + (|o2] Vug, Vus)q,
=1 (|o2] Vuz, Vug)a, —1/n(lo2| V(Riur), V(Riu1))e,
> (o1 — | Rall” 0F /n) Vur, Vur)a, + (|oa] (1 = n) Vug, Vus)a,
Par conséquent, si o] /oy > HR1H2 alors il existe une constante C' > 0 telle que
C HuHH1 < a(u, Tyu), Vu € H)(Q).
Autrement dit, a est Tq-coercive.

De la méme fagon, on a Ty € L(H}(S2)), T2 0 Ty = Id et donc T est un isomorphisme de H{(€).
Pour u € H}(92), nous obtenons pour tout 7 > 0,

a(u,Tou) > (01(1 = n)Vur, Vur)a, + ((Joz| = | Rz||* 0 /0) Vuz, Vus)a,
Ainsi, si 05 /o7 > || Ra||?, alors il existe C' > 0 telle que
C ||uHH1 < a(u, Tou), Vu € HY(Q),

i.e. a est To-coercive.

Pour terminer la preuve, supposons qu’il existe un isomorphisme T de H(IJ(Q), tel que la forme
bilinéaire continue (u,v) — a(u,v) = a(u,Tv) soit coercive sur H}(Q2) x H{(Q). Bien sir, v
I(v) = I(Tv) est une forme linéaire continue sur HY(©2). En vertu du théoreme de Lax-Milgram,
nous pouvons affirmer qu’il existe une et une seule fonction v € H}(Q) telle que a(u,v) = I(v)
pour tout v € HI(Q) De plus, cette fonction dépend contintiment de la donnée /. Comme T est un
isomorphisme de H}(2), cela montre qu'il existe un unique u € H(2) tel que a(u,v) = I(v) pour
tout v € H{(Q), v dépendant continfiment de I. Cela prouve bien que A définit un isomorphisme. m



16 Chapitre 1. Probléme scalaire et méthode de la T-coercivité

Nous pouvons voir Ry (resp. Ry) comme un « opérateur de transfert », transformant les fonctions
définies sur ; (resp. 2) en des fonctions définies sur o (resp. 1) et préservant la valeur a
Iinterface ainsi que la condition de Dirichlet sur la frontiere. Dans I’énoncé du Théoreme 1.1.1,
nous avons supposé Rq, Ro donnés mais ces opérateurs sont en réalité des parametres. Définissons
les espaces d’« opérateurs de transfert »

Ri1:={Ry € L(Hg p, (), Hj 1,(22)) | Rivi|s = vi]x, Yor € Hy p, ()}
et Ro:={Ra2 € ﬁ(H(l)J—\Q(QQ),H(]j’l—‘l (1)) | Rovals = vals, Vg € H(l)yl—‘Q(QQ)}.
En reprenant la preuve du Théoréme 1.1.1, on obtient le
Théoréme 1.1.2 Supposons oy /o5 > (infr,er, |R1]?) ou o5 Joi > (infr,er, [|R2?). Alors,
Vopérateur A : u — —div(oVu) est un isomorphisme de H{(Q) dans H1(Q).
Dans la suite du chapitre, R; sera toujours un opérateur de R, R un opérateur Rs. Par ailleurs,

Ty et Ty seront les éléments de £(H}(€2)) définis respectivement par (1.2) et (1.3).

Remarque 1.1.3 Notre objectif maintenant consiste d construire des opérateurs de transfert de
norme minimale. Nous verrons, au moins en 2D, que ce sont des opérateurs trés simples, géomé-
triques, qui réalisent ce minimum.

Remarque 1.1.4 Nous aurions pu considérer des isomorphismes T; et To autres que ceux définis
en (1.2) et (1.3). Rien n’impose d’utiliser les opérateurs de transfert Ry, Ro. Cependant, pour
étudier le probléme (&), nous nous rendrons compte a posteriori que ce choizx est judicieut.

1.2 Etude de cas élémentaires : des conditions globales

Nous construisons a présent de facon explicite ces opérateurs qui assurent la T-coercivité. Nous
travaillons d’abord sur une série de géométries particulieres. Dans un second temps, (voir §1.3),
nous nous servirons de ces cas particuliers pour traiter des géométries plus générales. Rappelons
que nous souhaitons obtenir un critére sur les valeurs de o pour assurer que A est un isomorphisme

de H}(Q) dans H71(Q).

1.2.1 Domaine symétrique

9

Qy

FiGURE 1.1 — Une géométrie symétrique.

Soit 2 un domaine symétrique, au sens ou §2; est I'image de o par une symétrie. Sans perte
de généralité et pour fixer les idées, nous supposerons que 'interface 3 est un sous-ensemble de la
droite d’équation y = 0 (cf. Figure 1.1). Dans ce cas, nous pouvons prouver le

Théoréme 1.2.1 (DOMAINE SYMETRIQUE) Supposons
max(oy Joy,05 Jof) > 1.

Alors, il existe un isomorphisme T € L(HL(Q)) tel que la forme a soit T-coercive. Par conséquent,
A u —div(o Vu) est un isomorphisme de HY(Q) dans H1(Q).
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Preuve. Considérons les opérateurs R; et Ro définis respectivement par (Ryui)(z,y) = ui(z, —y)
t (Roug2)(x,y) = uz(z, —y). Clairement, on a la condition de raccord (Ryuy)|s = ux|s pour tout
up € H(l)’rk(Qk) et donc Ry € Rg, k = 1,2. De plus, |Rg|| = 1, pour k = 1,2. La conclusion est
alors apportée par le Théoreme 1.1.1. [

Remarque 1.2.2 Dans le cas ou o1 et oy sont des constantes, le Théoreme 1.2.1 indique que A
est un isomorphisme dés lors que le contraste K, = o2/01 n'est pas égal a —1.

1.2.2 Sommet intérieur

A\ N

FIGURE 1.2 — Géométrie du sommet intérieur (& gauche). Géométrie du sommet extérieur (au milieu,
a droite).

Considérons la géométrie de la Figure 1.2, & gauche. Plus précisément, notons (r, 8) les coordon-
nées polaires centrées en O avec 6 = 0 sur la demi-droite (Ox) (pour les z positifs). Etant donnés
R > 0 et a €]0; 27|, définissons

Ql ={(rcosf,rsinf) |0 <r < R,0<6<a};
={(rcosf,rsinf) |0 <r <R, a<0<2r}.

Théoréme 1.2.3 (SOMMET INTERIEUR) Supposons

2T — « o

).

Alors, il existe un isomorphisme T € L(H}(Q)) tel que la forme a soit T-coercive. Par conséquent,
A u— —div(o Vu) est un isomorphisme de Hy(2) dans H~1(Q).

max(oy Joy,05 [of) > I, avec I, := max( o w—

Preuve. Nous utilisons la méme notation pour les fonctions exprimées en coordonnées carté-
siennes ou polaires. Considérons les opérateurs Ry et Ro définis respectivement par (Ryu1)(p, ) =

ur(p, =%5- (6 — 2m)) et (Rauz)(p, ©) = uz(p, <=2 © + 2r). Par construction, on a les conditions de
raccord (Riui)(p, ) = ui(p, o) et (Riui)(p,2m) = ui(p,0), pour tout u; € H(l),FI(Ql)- A présent,
calculons la norme de R1 Pour cela, donnons-nous u; € Hé,rl (©1). En effectuant le changement de
variables (r,0) = (p, =% (© — 27)), on obtient

O(Ru)\* 1 (O(Riup)’
2
[V(Riw)llg, = /92 <3p ) + AU pdpd©
2 2
2T — « 811,1 (6 1 aul
- /Ql (87“) rdrdf + —— CP— /Q1 2 (89) rdrdf

2
Lo [[Vuillg, 5
I,.

IN

VARRVAN

donc || Ry?
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De facon similaire, les conditions de raccord sur l'interface sont vérifiées pour Rs. De plus, ||R2||2 <
I,.

Le Théoréme 1.1.1 permet alors de conclure. ]

Remarque 1.2.4 On a toujours —1 € [—1,; —1/1,]. D’autre part, si « = 7, cet intervalle se réduit

a {—1}, ce qui est consistant avec le résultat que nous avons obtenu pour la géométrie symétrique
(voir le §1.2.1).

Remarque 1.2.5 Lorsque oy et o9 sont des constantes, le Théoréme 1.2.3 indique que A est un
isomorphisme lorsque Kk, = o9/0o1 & [—14; —1/1,]. Par exemple, si « = w/2, on a [—14;—1/1,] =
[—3; —1/3]. Dans ce cas, étant donné k, € |—o0; —3[U]—1/3; 0], nous savons que A est un isomor-
phisme.

Remarque 1.2.6 Plus généralement, nous pourrions considérer un opérateur R]{ défini par
(RJ{ul)(p, 0) = ui(p,91(0)) ot g1 est un €' difféomorphisme de [o;27] dans [0;a] tel que
g1(27) = 0 et gi(a) = a. On obtient alors |R|[> = max(|g oo (asm))» 11/(91) Lo (jasm))- Avee
le théoréme des accroissements finis, on déduit qu’on a toujours ||R]£||2 > I,. Ainsi, notre choix
91(0) = %= (0 — 2m) est optimal pour cette configuration. Ce ne sera pas toujours le cas en 3D

(voir le §1.6.4).

1.2.3 Sommet extérieur

Réintroduisons les coordonnées polaires (r,6) comme dans le paragraphe précédent. Etant don-
nées trois constantes R, o, v avec R >0 et 0 < a < v < 27, définissons :

Qp:={(rcosf,rsinf) |0 <r <R, 0<0<a}l;
Qg :={(rcosf,rsinf) |0 <r <R, a<0<n~}.

Théoréme 1.2.7 (SOMMET EXTERIEUR) Supposons

e’

oy /o >1 ou oy /o) > st a<y/2;

—

oy Jof >1 ou oy /)of > i st a>y/2

(07

Alors, il existe un isomorphisme T € L(HL(Q)) tel que la forme a soit T-coercive. Par conséquent,
A u s —div(o Vu) est un isomorphisme de H(Q)) dans H1(€2).

Preuve. Intéressons-nous d’abord au cas o < /2 (Figure 1.2, au milieu). Introduisons les opéra-
teurs Ry et Ry définis respectivement par

ui(p,2a—0) si O <2

0 sinon

(Ruun)(p, ©) = {  (Raw)(p,0) = w(p, 7O +7).

Pour obtenir le résultat de ce théoreme, on travaille avec R; comme dans le Théoréme 1.2.1, et avec
Ry comme dans le Théoréme 1.2.3.
Pour traiter le cas a > v/2 (Figure 1.2, a droite), il suffit d’inverser le réle de Q; et . |

Remarque 1.2.8 Lorsque a = /2, nous retrouvons le résultat des domaines symétriques (cf.
Théoréme 1.2.1).

Remarque 1.2.9 Lorsque o1 et oy sont des constantes, par ezemple pour v = w et o = w/4, le
résultat précédent indique que A est un isomorphisme, dés que Kk, € |—o0; —3[U|—1;0[.
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(0] 1

FIGURE 1.3 — Géométrie d’une interface de classe €.

1.2.4 Interface de classe %!

Terminons ce tour d’horizon des géométries particulieres 2D par ’étude du cas ou l'interface 3
est réguliére mais non nécessairement égale & un segment de droite. Considérons g une fonction a
valeurs réelles appartenant & €([0;1]), et L > 0 une constante. Définissons (voir la Figure 1.3)

Q = {(z,y)|0<z<l,glx)-L<y<g(z)+L};
Q= {(z,y)|0<z <1, g(x) <y<g(x)+L};
Q = {(z,y)|0<z <1 g(x)-L<y<gx)}.

Théoreme 1.2.10 Supposons
max(07 /05,05 /07) > (14 2|g'|| oo sy + 4119 [[7 sr))-

Alors, il existe un isomorphisme T € L(H}(Y)) tel que la forme a soit T-coercive. Par conséquent,
A u— —div(o Vu) est un isomorphisme de Hy(2) dans H1(Q).

Preuve. Définissons les opérateurs R; et Ry respectivement par (Ryui)(s,t) = ui(s,2g(s) —t) et
(Rauz)(s,t) = ua(s,2g(s) —t). Notons que si (s,t) € X, alors t = g(s) et (Riu1)(s,t) = ui(s,2g(s) —
t) = ui(s,t), pour tout u; € H(lJ,Fl(Ql)- Ainsi, nous avons bien R € R1. Déterminons ensuite une
borne supérieure pour la norme de R;. Pour u; € H(l)’ r, (£21), en utilisant le changement de variables
(z,y) = (s,29(s) — t), nous obtenons

8(R1U1) 2 8(R1U1) 2

2 _

IV(Riw)llg, = /92< 95 ) + 5 dsdt
8u1 ’ 8u1 2 8u1 2

/91 ((%4—29 (x)ay> + <8y> dzdy

8u1 2 ’ aU1 8u1 ’ 2 aul 2 8u1 2
[ () oo Gl st (52) + (G awas

IN

IN

or || oy

2
< (@29 e my + 419 Lo (sy) HVmII?zl :

. 2 2
1 suit Rl < (142 gl s + 41191 s)-
En inversant les roles de €21 et €25, on observe que la condition de raccord a 'interface est également
vérifiée par Ry. De plus, on a ||Ra||> < (1 +2 19 00 (s3) + 4 ||g'|\ioo(2)).
Encore une fois, on peut alors conclure en utilisant le Théoréme 1.1.1. [
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Remarque 1.2.11 Dans le cas particulier ot g’ est uniformément égal a 0, le domaine Q est
symétrique par rapport a linterface et l’on retrouve le résultat du Théoréme 1.2.1.

Remarque 1.2.12 Dans la suite, le Théoreme 1.2.10 apparaitra uniquement comme un outil pour
démontrer le résultat plus général concernant les interfaces quelconques. La version que mous avons
proposée sera suffisante pour nos besoins et c’est pourquoi mous n’avons pas cherché a affiner la
condition sur le contraste.

1.3 Etude pour une interface quelconque par un procédé de locali-
sation

Nous dirons que le probleme (&) est bien posé au sens de Fredholm lorsque l'opérateur A €
L(H(Q),H71(2)) est Fredholm d’indice 0. Pour faciliter la lecture, et puisque c’est la premiére fois
que nous rencontrons cette notion dans ce document, rappelons la définition d’un opérateur de type
Fredholm ou opérateur a indice (voir notamment [98, 151, 116]).

Définition 1.3.1 Soient X etY deux espaces de Banach, et B un opérateur de L(X,Y"). L’opéra-
teur B est de type Fredholm si

i) dimker B < oo, im B est fermée.
it) dim coker B < 0o, ou coker B :=Y/im B.

Lorsque B est un opérateur de type Fredholm, son indice est défini par ind B := dimker B —
dim coker B.

Pour énoncer et démontrer notre résultat, nous avons besoin de décrire précisément la géométrie
du domaine. C’est ce que nous allons faire maintenant.

1.3.1 Description de la géométrie

Nous rappelons que € est un domaine de R?, c’est-a-dire, un sous-ensemble ouvert borné et
connexe de R? & frontiere lipschitzienne. Nous supposons € divisé en deux ouverts Q; et Qo avec
QU Qs =, Q1N Q = 0. Nous faisons I’hypothese que Q; et Qo sont & frontiere lipschitzienne.
Nous avons introduit I'y = 92 N 9Ny, T'y = 00 N 0Ny et défini Vinterface ¥ = 90 \I'1 = 9Q\s.
On a alors Q1 N Qs = X. Notons n le vecteur unitaire normal & ¥, dirigé de € vers Q. Ci-dessous,
nous nous intéressons plus particulierement a la géométrie de I'interface :

— L’interface ¥ est de classe €', mis & part en un nombre fini de sommets intérieurs Sip; =

{wi, 1 <i < Njpt}. Pour 1 <4 < Njpy, les sous-domaines Q; et Qs coincident avec des cones
dans un voisinage V* de x* :

O NV =K () NV et QN V= Ko(z?) NV,

ot Kq(x") et Ko(x") sont des cones ouverts centrés en x'. (1.4)

— Il y a exactement 0 ou 2 points limites, appelés sommets extérieurs : Sept = 2 N O =
{miy Nint +1 <4 < Nijpt + Next}y avec Negt € {072} Et pour Nipt +1 <4 < Nipg + Neg, les
sous-domaines €y et 2y coincident avec des cones ouverts dans un voisinage V' de ' : i.e.,
(1.4) est vérifié.

Pour chaque indice 4, nous introduisons 'ouverture of € ]0;27[ des cones Kg(x'), k = 1,2. Nous
définissons 7' := af + af et o' := min(a}, ab). Bien entendu, on a ' = 27 pour les sommets
intérieurs, et v < 27 pour les sommets extérieurs. D’autre part, au niveau d’un sommet intérieur
x', 3 n’est pas de classe €', donc 0 < o < 7.

Nous notons (%, 6) les coordonnées polaires centrées en ' ou le paramétre angulaire 6° est tel que

K1(z?) est isométrique & {(ricos@®,risind’)[r* >0,0< " <ot} ;
Ka(2?) est isométrique & {(rfcosd’,r'sin ") |7’ >0, o} < 6" <~'}.
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FIGURE 1.4 — Notations pour &’ € Sip - a* = ag. FIGURE 1.5 — Notations pour ' € Seqs - @ = oﬂi.

Définissons S, = {2 € Seur |0} < ab}, 82, == {x' € Sewt|ab < i} et S := Siny U Seut Le
cardinal de ’ensemble S est noté N.
Enfin, introduisons A
Lot
Iw—7 . pour 1<:<N
a’L

Remarque 1.3.2 Pour tout sommet intérieur, on a I, > 1. Ceci est également vrai pour les som-

mets extérieurs appartenant a Sz,,. Par contre, pour un sommet extérieur de SL,,, on a seulement

I, > 1 (il peut arriver que I, =1).

1.3.2 Enoncé du résultat

Nous allons prouver que A est Fredholm d’indice 0, sous certaines hypothéses portant sur la
géométrie du domaine et sur o. Nous noterons B(x, d) la boule ouverte centrée en x et de rayon d.

Théoréme 1.3.3 Supposons que l'une des deux hypothéses, 1. ou 2., ci-dessous, soit vérifiée.
Va € X\S (partie réguliére de l'interface) : 3d > 0, inf o1> sup |og
B(z,d)n B(z,d)N Qs

1 Va! € Sipy U Sezxt :dd > 0, inf o1>1, sup |og] .
’ B(wi,d)ﬂ 01 B($i,d)ﬂ Qo ¢

vz' e 8L, :3d >0, inf o1 >  sup o9
B(zt,d)N B(zt,d)N Q2

Va € ¥\S (partie réguliére de linterface) : 3d > 0, inf ool > sup oy

B(w,d)ﬂ Qo B(w,d)ﬂ Q1
9 Vi € S;p USL, - 3d > 0, inf ool >1I1, sup o1
B(zt,d)N Q2 B(zt,d)N
Vi € 82, : 3d > 0, inf |oa] > sup oy
B(ai,d)n Qo B(ai,d)n

Alors, lopérateur A : u— —div(o Vu) de L(H{(Q),H1(Q)) est Fredholm d’indice 0.

Remarque 1.3.4 Sous les hypothéses du Théoreme 1.3.3, A est injectif si et seulement si A est
un isomorphisme de H(Q) dans H=1(2). Toujours sous I’hypothése du Théoréme 1.5.3, lorsque A
n'est pas injectif, et il existe de telles situations (cf. Chapitre 2, §2.2.2), ker A est de dimension
finie : ker A = vect(p1,...,¢p), pour p > 1. Dans ce cas, le probléme (&) posséde une solution
(unique d une combinaison linéaire de @1, ...,p, prés) si, et seulement si le terme source satisfait
les conditions de compatibilité (f, px)q = 0 pour k = 1...p (voir, classiquement, [116, théoréme
2.27]).
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La localisation constitue une démarche classique dans la théorie des équations elliptiques. Pour
notre probleme, bien que I'opérateur A ne soit pas elliptique, nous allons pouvoir mettre en ceuvre
ce procédé grace a la T-coercivité qui permet de retrouver une certaine ellipticité. Nous suivrons
la méthode présentée dans [109, chapitre 2, §5] (voir également [102, §6.3] ou [119, §4.1.2]). Nous
diviserons notre travail en plusieurs étapes. Dans un premier temps, nous introduirons une partition
de l'unité adaptée a la géométrie du domaine, et notamment & celle de l'interface. Puis, nous
établirons une estimation a priori pour les solutions de (£?). Pour ce faire, nous utiliserons les
résultats obtenus dans la section précédente pour les géométries particulieres. Enfin, nous conclurons
grace a un lemme classique di a Peetre.

1.3.3 Construction de la partition de 1’unité

Soit ' € S. D’aprés 1'une des deux hypotheses (cas 1. ou cas 2.) du Théoreme 1.3.3, il existe
d' > 0 tel que (B(x',d") N Q) C V¢, ot V* est le voisinage de x' introduit dans (1.4), et

inf oy >1I, sup oo sixt €S USZ,
B(xzvdz)m 931 B(wi7di)ﬁ Qo
) dans le cas 1.;
. . 1 1
inf o1 > sup |og six' € S,.,,
B(z',d)N B(z?,di)N Qo
inf  Joo| > I, sup o1 sizl €S USL,
B($Zvdz)ﬁ Q2 B(wi7di)ﬂ 971
) dans le cas 2..
inf  Joo| > sup oy si zt € 82,
B(zt,d)N Q2 B(zi,d)NQy

Pour 1 < i < N, considérons (¢ € €°°(£,[0;1]) une fonction de troncature, égale a 1 sur
B(zt, di/2) N Q, de support inclus dans (B(zx*,d") N Q) C V', et telle que (¢ ne dépende que de la
coordonnée radiale 7.

N
Définissons ensuite X, := X\ U B(xt,d"/2), et considérons & € X,. D’aprés ’hypothése sur la
i=1

partie réguliere de X, il existe d* > 0 tel que B(x,d”) C Q\S, et

|oa| ou inf  |oo| >

inf o1 >
B(z,d®)N Q2

sup
B(z,d®)N

B(z,d®)N Qs

sup  o1.

B(z,d=)N 0 (1.5)

D’autre part, puisque X est de classe €' par morceaux, elle coincide localement avec le graphe
d’une fonction f* de €*(R) (voir I'annexe C de [78]). Soit so € R tel que = = (so, f%(s0)). A une
rotation du systéme de coordonnées pres, on peut supposer que f*'(sg) = 0.
Considérons ensuite trois nombres réels a®, b* et §* > 0 tels que ’ensemble

0 = {(s,1) € R?*[a” < s <", f7(s) = 67 < t < f7(s) + 6} (1.6)
soit inclus dans B(x,d"), et tels que a® < so < b* (de sorte que x appartient a Q). On peut choisir
le systeme de coordonnées pour que Q% N2y et Q% N Qy coincident respectivement avec QF et QF
définis par
QF == {(s,t) e R?|a® < s < b, f®(s) <t < f%(s)+ 0%} ;
2= {(s,t) € R?|a® < s < b%, f2(s) — 6% <t < f%(s)}.

Mais puisque f*' est continue en s = sy et s’y annule, d’apres (1.5), on peut prendre a® et b*
suffisamment proches de sy pour avoir

infor > sup loaf (142 [1f llL gaepep) + 415 [0 garnp)
1 2

. 1.7
ou infloo| > sup oy (142 f|lpecaepepy +4 1F/11F o0 aspepy)- (1)
2 Q3
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FIGURE 1.6 — Situation dans un voisinage de x.

Définissons alors
0% = {(5,t) € R |a® + (50 — ") /2 < 5 < B" — (b — 50)/2, f*(s) = 67/2 < t < [(s) + 6% /2} .
Par construction, Q% est un voisinage de x, et Q% C Q.

L’ensemble ¥, est compact, donc on peut extraire de 1’ensemble (Q“z) zes, un sous-ensemble fini,
noté (@i)i]\fl, dont 1'union constitue un recouvrement de ¥,. Pour 1 < i < Ny, nous notons O°
I'ouvert Q% associé & QF = O 1l est alors possible d’introduire un ouvert borné O° (de R?) qui ne
rencontre pas X, et tel que

Ny, N
Qc |0y (U oHu (U B(x',d'/2))
i=1 i=1
Considérons ensuite
— une fonction x? € €°(Q, [0;1]), égale & 1 dans O°, dont le support n’intersecte pas ¥ ;
— pour 1 < i < Ny, une fonction x* € €(€, [0;1]), égale & 1 dans O, dont le support est
inclus dans O? .
Pour tout & € Q, on a

Ny N
dox(@) +) (=) > 1
i=0 i=1
D’autre part, pour tout & € €, il existe un indice i tel que x*(x) = 1 ou ¢ (z) = 1.

Le décor étant planté, nous pouvons commencer la démonstration de ’estimation a priori pour les
solutions de (). Ce sera I'étape clé de la preuve du Théoreme 1.3.3.
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1.3.4 Une estimation a priori pour les solutions de (&)

Pour tout u € H}(2), définissons f := Au = —div(c Vu) € H71(Q2). Prouvons qu'il existe une
constante C' > 0, indépendante de u, telle que

lull @) < € (1 Aully-1 () + llullg) (1.8)

Pour x € €>°(Q), définissons supp'y := {ar; €Q|x(x) = 1}, de sorte que

Ny, N
2 2 2 2
||u”H(1)(Q) < HUHH(IJ(supplXO) + Z H“”Hg(supplxi) + Z HuHHé(supplCi)
=1 =1 (1 9)
) Ne o9 N2 '
< 0 ’ 7 1 .
< [ ulye +; X o) F ; ‘ Ul

Estimons chacun des trois termes du membre de droite de (1.9).
Le support de xu ne rencontre par l'interface. Le terme H XouHIz{l(Q) est donc relativement simple a
0

traiter car 'opérateur A est « localement elliptique » de part et d’autre de 'interface. Nous pouvons
ainsi écrire

HXOU‘ ;}(m
< C(lo|V(x u), V(X u))a
< C ( (o[ uVX°, V(X"u)a| + [ (|0 Vu, V((°)u)al + }(|U!VU7X0uVXO)Q|> (1.10)
< C ( lullg (X ulls 0 + 1 -1y 1OC) 2wl ) + ullay ) ||U||Q>
< C (HfHH*l(Q) [ullig ) + llullg HUHH})(Q)> :

Pour traiter les termes HxiquHé(Q), i =1... Ny, nous allons utiliser les opérateurs de T-coercivité de
la section précédente. Suivant 'hypothése que nous souhaitons traiter, cas 1. ou cas 2., définissons
T:=TyouT:= Ty ou Ty et Ty sont les opérateurs utilisés dans la preuve du Théoreme 1.2.10. Dans
cette derniére preuve, nous ne travaillons que sur R; et Ry, mais le lecteur doit se souvenir que T;
et To sont définis par (1.2) et (1.3). D’autre part, ici, il faut considérer T; et Ty comme des éléments
de L(H}(O%)). On trouve

.12
’X Ul |
< C|(eV(x'), V(T(x'u)os L1
< C(l(euvy, VTO¢w))o| + |(0 Vi, VCTO¢w))of | + |(0Vu, T(x'w) VX o] ) |
< O (If -1 (@ lulligyqy + lullg el o)) -

Dans le calcul ci-dessus, nous nous sommes servis du fait que I'opérateur T constitue également un
élément de £(L2(0Y)).

On travaille de la méme facon pour traiter les termes ||CiuH§11(Q), i = 1...N. Cette fois, on
utilise Ty et To définis dans les preuves des Théoremes 1.2.3 et 1.2.7, en les considérant comme des

opérateurs de L(H{(B(z!, d*) N Q))) N L(L*(B(x!,d") N Q))). On obtient

Finalement, en regroupant les estimations (1.9), (1.10), (1.11) et (1.12), on aboutit a 'estimation
a priori (1.8).

C'u

2
we S C (Ul o + vl ey - (1.12)
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1.3.5 Conclusion

Rappelons un lemme classique di a J. Peetre [133] (voir également le lemme 5.1 de [109, Ch.
2], ou le lemme 3.4.1 de [102]).

Lemme 1.3.5 Soient X, Y et Z trois espaces de Banach réflexifs, tels que X s’injecte de fagon
compacte dans Z. Soit B € L(X,Y). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i) dimker B < oo, et im B est fermée dans Y ;
i) il existe une constante C > 0 telle que
lzllx < C(IBzlly +lzlz), veeX.

Pour notre probléme, d’apres le théoréme de Rellich, H} () s’injecte de fagon compacte dans L2(),
car (2 est un ouvert borné de R?. Avec le Lemme 1.3.5, on déduit que A a un noyau de dimension
finie et est & image fermée dans H~1(2). Puisque la forme a est symétrique, le théoréme 2.13 de
[116] indique que coker A est isomorphe & ker A. Par conséquent, coker A est également de dimension
finie et ind A = dim ker A — dim coker A = 0. Ceci termine la preuve du Théoréeme 1.3.3.

1.4 Applications

1.4.1 Coefficients réguliers par morceaux

Dans le cas ot 0, € €°(Q), k = 1,2, I'énoncé du Théoréme 1.3.3 se simplifie quelque peu. Le
contraste k, = 0g9/01 peut étre considéré comme un élément de €°(%).

Théoréme 1.4.1 (COEFFICIENTS CONTINUS) Supposons que l'on ait

Vo € X\S, ko(x) < —1 Vo € X\S, Ko(x) > —1
V! € Sint US2,, ko(x) < —1, ou V! € Sint USLy, Ko(x) > —1/14
Vi e SL,, ko (x) < —1 vl € 82, ko(x) > —1

Alors, lopérateur A : u— —div(o Vu) de L(H(2), HY(Q)) est Fredholm d’indice 0.

1.4.2 Coefficients constants par morceaux
Lorsque o1 et o9 sont des constantes, définissons
Ry = max( - max Iai,1> , Ry = max( - max Iai,1> .
T€SinUSL,, TIE€ES;nUS2,,
On ale
Théoréme 1.4.2 (COEFFICIENTS CONSTANTS) Supposons oa/o1 € R*\ [—RE;—l/RE] Alors,

Vopérateur A : u — —div(o Vu) de LHG(Q), H1(Q)) est Fredholm d’indice 0.

Remarque 1.4.3 Avec le théoréme de Lax-Milgram, on prouve facilement que opérateur A est
un isomorphisme de L(H{(Q),H 1(Q)) lorsque r, € C\R_. On déduit que lorsque oo/c1 €
C*\ {—]:22; —I/Rg} , Uopérateur A est Fredholm d’indice 0.

Nous donnons quelques illustrations de ces résultats sur les Figures 1.7, 1.8, 1.9, 1.10, 1.11, 1.12,
1.13 et 1.14.
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0

F1GURE 1.7 — A est Fredholm d’indice 0 lorsque ~ FIGURE 1.8 — A est Fredholm d’indice 0 lorsque
0‘2/0‘1 ER*_\{—l}. 0'2/0'1 ER*_\{—l}.

/4

Q1 QQ Ql by QQ

FI1GURE 1.9 — A est Fredholm d’indice 0 lorsque ~ FIGURE 1.10 — A est Fredholm d’indice 0 lorsque
oa/o1 € R*\[-3;—1/3]. o9/o1 € R*\[-3;—1/3].

Ql QZ
QQ Ql

/4 /4

FIGURE 1.11 — A est Fredholm d’indice 0 lorsque FIGURE 1.12 — A est Fredholm d’indice 0 lorsque
o9/o1 € R*\[-1;—-1/3]. og/o1 € R*\[-3; —1].

(B B%

F1GURE 1.13 — A est Fredholm d’indice 0 lorsque =~ FIGURE 1.14 — A est Fredholm d’indice 0 lorsque
0'2/(71 ER*,\[—'?/?); —3/7]. 02/0'1 ER*,\[—S;—l/?)].
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1.5 Discussion sur les hypothéses portant sur o

Dans cette section, nous établissons des résultats sur U'opérateur A : u — —div(oc Vu) appar-
tenant a L(H{(Q),H~1(Q)), lorsque o ne satisfait pas les hypothéses du Théoréme 1.3.3. Nous
prenons o; et o constants et nous définissons donc le contraste k, = o2/01. Nous montrons que
si I'interface présente une portion droite au voisinage de laquelle le contraste est égal a —1, alors
Popérateur A n’est pas de type Fredholm, en raison dune distribution de singularités linéique. En
effet, nous prouvons qu’en tout point o de la portion droite (ouverte) de X, on peut construire
une suite de fonctions (u,), pour montrer que A n’est pas un opérateur de type Fredholm (voir
le Théoréeme 1.5.3 ci-dessous). Lorsque k, # —1, 'opérateur A peut ne pas étre de type Fredholm
en raison de singularités ponctuelles au niveau des sommets extérieurs ou intérieurs de l'interface.
Cette situation se produit lorsque le contraste est situé dans un intervalle, appelé intervalle critique,
contenant —1 (voir le Théoréme 1.5.5 ci-dessous). Dans ce dernier cas, mentionnons ici que le cadre
Fredholm peut étre recouvré en travaillant dans un autre cadre fonctionnel que H* (cf. Chapitre 5).
Enfin, nous présentons deux configurations plus exotiques dans le §1.5.4.

1.5.1 Domaine symétrique

Ci-dessous, nous travaillons de nouveau sur le domaine symétrique  décrit dans le §1.2.1.

Théoréme 1.5.1 (DOMAINE SYMETRIQUE & COEFFICIENTS CONSTANTS)
~ Si ke # —1 alors A est un isomorphisme ;
~ Si ke = —1 alors A n’est pas un opérateur de type Fredholm (dimker A = o0).

Preuve. Sans perte de généralité, nous supposons que l'interface ¥ est contenue dans la droite
d’équation y = 0 (voir la Figure 1.1).
Le Théoreme 1.2.1 prouve que A est un isomorphisme lorsque k, # —1.
Maintenant, supposons k, = —1. Nous souhaitons montrer que ker A est de dimension infinie. Pour
ce faire, considérons g € HY/2(X), c’est-a-dire un élément de H'/2(X) dont le prolongement par 0
la droite d’équation y = 0 appartient & H'/ 2(R). Pour k = 1,2, définissons alors uy, 'unique fonction
de H(IL r, (%) vérifiant

Au, = 0 dans Qy

U = 0 surly

U = g surXx

Par unicité de la solution, on montre que us(x,y) = ui(x, —y) p.p. dans Qq. Il suit
01 0pu1 — 02 Opug = —01(Oyu1 + Oyuz) =0 p.p. sur X.

L’élément u de H(Q) défini par u|, = ug pour k = 1,2 satisfait div(c Vu) = 0 dans €2, et donc
Au = 0. Puisque HY/ 2(X) est un espace vectoriel de dimension infinie, on déduit que ker A est
également un espace vectoriel de dimension infinie. [

Remarque 1.5.2 Bien entendu, ce résultat reste vrai si l'on suppose seulement o1 € L>°(€Q) et
oo(x,y) = —o1(x, —y) pour presque tout (z,y) € Q.
1.5.2 Interface localement droite et contraste égal a —1

Ici, Q est un domaine de R? qui vérifie les hypothéses du paragraphe §1.3.1.

Théoréme 1.5.3 (INTERFACE LOCALEMENT DROITE & COEFFICIENTS CONSTANTS) Si Kk, = —1,

et s’il existe une partie non vide de linterface ¥ qui est droite, alors l'opérateur A n’est pas de type
Fredholm.
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Remarque 1.5.4 Ce résultat reste vrai si l'on suppose seulement o1 et oo localement constants
avec des valeurs opposées dans un voisinage de la partie droite de 3.

Preuve. D’apres le Lemme 1.3.5, si A est un opérateur de type Fredholm, alors il existe C' > 0
telle que
llis oy < € (1Aullyrgay + lullg) . Vu € HH(©). (1.13)

En nous inspirant du contre exemple d’Hadamard pour prouver que le probléeme de Cauchy dans
le demi-plan n’est pas bien posé, classiquement (voir par exemple [127, 128]), nous allons montrer
notre résultat en contredisant (1.13).

Soit g un point appartenant & la partie droite (ouverte) de X. A une rotation prés du systéme de
coordonnées, nous pouvons supposer que > est localement incluse dans la droite d’équation s = 0,
autour de xg. Considérons ensuite b > 0 suffisamment petit, de sorte que D := |—b; b[ x |—b; b[ C .
Pour n € N, définissons

sinh n(b+ s) sinnt
enb

sinhn(b — s)sinnt
enb

dans [—b;0] x [—b;0] ;

Un(s,t) == (1.14)

dans [0;b] x [—b;b].

Soit xo € €5°(R,[0;1]) une fonction de troncature paire, égale & 1 dans un voisinage de 0 et de
support inclus dans |—b;b[. Définissons x(s,t) := xo(s) xo(t). Le prolongement de yu, par 0 a
), également noté yu,, constitue un élément de H(l)(Q) Prouvons l'estimation ci-dessous, avec C'
indépendant de n :

14 (xtin) -1y < C (1Atnllgos o) + llunll ) (1.15)

Rappelons que
1A (xun)llg-1(0) = sup (o V(xun), Vv)al.
vEH}(Q), [0l () =1
Pour v € H}(2), on a
(o V(xun), Vv)q = (6 Vuy, V(xv))a + (0 u, Vx, Vv)g — (Vu, 0 v Vx)a . (1.16)

Etudions chacun des membres du terme de droite de (1.16) séparément.
— Premier terme :

(o Ve, Vxw))al < € vl Vaun) -1y 10ll13 ey - (1.17)
— Pour le second terme, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut écrire :
(00 Vx V)l < C llallp [0y ey - (1.18)
— En intégrant par parties dans le troisieme terme, on obtient :
(Vuy,0vVyx)a = (un,div(cv Vx))p. (1.19)

Remarquons que div(c v Vy) appartient a L2(Q) (et donc a L2(D)), car on a ovVx|q, €
HY(Q1), 0v Vx|, € H(Q2), et enfin 9, x = 0 sur ¥. De plus, ||div(cv Vx)|p < C ||U||H(1)(Q).
Par conséquent, de (1.19), on déduit

[(Vun,cvVx)al < Cullp HU”Hé(Q) : (1.20)
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On obtient alors (1.15) en utilisant (1.17), (1.18) et (1.20) pour borner le terme de droite de (1.16).

Mais l'on peut vérifier par un calcul direct que Au, = 0 dans D. En effet, sur | — b; 0[x] — b; b[ et
sur ]0; b[x] — b; b[, on a Au,, = 0. Sur l'interface, la trace de u,, se raccorde. De plus, puisque u,, est
symétrique par rapport a l'interface et que le contraste est égale & —1, la trace normale o Oy u, se
raccorde également.

Remarquons que [lun | p < 2b||un||p(py < C, avec C indépendante de n. Par conséquent, d’apres
(1.15), (A (Xun))nen+ est bornée dans H=1(£2). Mais I’on peut vérifier, toujours par le calcul (voir
les détails avec le Lemme 1.8.1), que

Ixtn | 0 notee 1O

Ainsi (1.13) n’est pas vérifiée. Avec le Lemme 1.3.5, on déduit que A n’est pas de type Fredholm. m

1.5.3 Critere pour les sommets
Ici, Q est un domaine de R? qui vérifie les hypothéses du paragraphe §1.3.1.

Théoréme 1.5.5 (SOMMET & COEFFICIENTS CONSTANTS) Supposons que l’on soit dans l'une des
trois configurations suivantes :
1. il eviste T € Sipy tel que kg €] — Lyi; —1/1];
2. il existe ' € S, tel que K, €] — I3 —1];
3. il existe ' € S2,; tel que Kk, € [—1;—1/I,].
Alors lopérateur A : u v+ —div(o Vu) de L(H(2), HY(Q)) n’est pas de type Fredholm.

xT

Remarque 1.5.6 S’il existe ' € Sipy USL, tel que Ky = —1,: ou s’il existe ' € Sy U S2,, tel
que Kk, = —1/I:, une singularité logarithmique apparait (au lieu d’une singularité en r'" comme
dans la suite). La conjecture est alors que le probléme A n’est pas de type Fredholm dans ces cas.

Preuve. Concentrons-nous sur la preuve du Théoréme dans le cas 1.. Dans le reste de la démons-
tration, nous omettons l'indice ?. Si k, = —1, le Théoréme 1.5.3 permet de conclure que A n’est pas
de type Fredholm. Maintenant, supposons r, €] — I,i; —1/1,i[\{—1} : nous montrons dans ce cas
que l'estimation (1.13) ne peut étre vraie, en utilisant une idée classique de la théorie des opérateurs
elliptiques dans des domaines non réguliers (voir par exemple la partie V de la preuve du théoreme
1.2 de [119, page 104] ou le lemme 6.3.3 de [102]). Pour un contraste situé dans 'intervalle critique
| = 14i;—1/1,:[\{—1}, on prouve (utiliser le paragraphe §7.3.3 de [138]) qu'il existe une fonction
singuliere S(r,0) = r*p(h), avec n € R* et ¢ réguliere par morceaux ?, telle que div(o V.S) = 0.
Cette fonction singuliére appartient & L2(£2) mais pas & H' (). Introduisons ensuite la fonction de
troncature y € €>°(R.), telle que x(r) = 1 pour r < d/2 et x(r) = 0 pour r > d, avec d = d* défini
dans le paragraphe §1.3.3. Définissons finalement Sy, (r, 8) := 7771/ (0) et u, (1, 0) := x(r)Sn(r, 6).
Par construction, pour n € N*, u,, appartient a H}(Q2), et, d’apres le lemme 1.8.2,

aC >0, Vn, |luplla < C et ”“nHH})(Q) W T (1.21)
Pour contredire I'estimation (1.13), il reste & prouver que la suite (div(o Vu,))nen+ est bornée dans
H~1(Q), ce qui est la partie qui nécessite le plus de travail.
Définissons H}, () := {u € H}(2) | v = 0 dans un voisinage de z'}. Puisque H}, () est dense dans
HS(Q) (voir le lemme 1.2.2 dans [55]), on a

[div(e Vup)|lg-1(0) = sup |(o Vuy,, Vvu)ql.

UGH(l)*(Q)v ||v||H(1)(Q):1

3. Précisément, on trouve ¢|o, = a1 sinh(n0)+b1 cosh(n ) et vla, = a2 sinh(n 6)+ b2 cosh(n ), ou les constantes
a1, a2, b1, bz sont choisies pour assurer les conditions de raccord pour la trace et le flux sur I'interface 3.
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Comme précédemment, écrivons

(0 Vu,, Vv)g = (05,Vx,Vv)g— (VSh,cvVx)a+ (6 VS, V(xv))a
= (05, Vx, Vv)g + (Sp,div(cv VX))o = (div(e VSy), xv)o.  (1.22)

Encore une fois, remarquons que div(o v V) est un élément de L?(Q) car on a o v Vx|, € H (),
ovVx|a, € HY(Q2) et 9px = 0 sur X. On vérifie facilement que

(0 52V %, Vo) + (Sn. div(o v Vi))al < C [1Sulg 0] o - (1.23)

Maintenant, étudions le troisiéme terme du membre de droite de (1.22). Par un calcul direct, on
obtient 4
div(oc VS,) = o (2in+ 1/n) r*7=281/m0(0) /n.

En intégrant par parties par rapport a la variable r, on peut écrire

27 pd .
C(div(o VS,), x)e = —(1/n) / / o (20 + 1/n) r1=21/70(0) (o) rdrdd
T rt 1+1/n 0
= (1/n) /2 / (2in+1/n) ‘77+1/n ©v(0) a(axr)rdrd&

L’inégalité de Cauchy-Schwarz conduit a

o rd —2+42/n 1/2
(95 S0al < o ( [ [Nt 1P e ) ol
Mais,
—2+2/n d
(1/n) / / o (2 + 1/n)2 W_W|<p(0)|2rdrd9§0(l/n)2/o P22 e < O/n.
Ainsi,
(050, V0ol < O ollyye) /v (1.24)

En injectant (1.23) et (1.24) dans (1.22), on obtient finalement
Idiv(o Vun) iz < € (Sallg + 1/v/0). (1.25)

Rappelons que (S, )nen+ est bornée dans L2(£2). Par conséquent, la limite (1.21) et 1'inégalité (1.25),
ainsi que le Lemme 1.3.5, prouvent que A n’est pas un opérateur de type Fredholm dans le cas ou
ko €] — Li; —1/1,:[\{—1}.

Les cas 2. et 3. du Théoréme 1.5.5 se traitent de fagon similaire. ]

Remarque 1.5.7 Fuaisons écho auxr Remarques 1.1.3 et 1.1./ relatives a l’optimalité de la méthode
de la T-coercivité. Considérons le cas du sommet intérieur décrit dans le §1.2.3, avec, pour fizer les
idées, a €]0; m[. Supposons o1 et oo constants. La technique de la T-coercivité permet de montrer que
A u s —div(o Vu) constitue un isomorphisme de H{(Q) dans H1(Q) (Théoréme 1.2.3) lorsque
Ko €] —00; —(2m — a)/a]J] — a/(27 — a);0[. D’un autre coté, le Théoréme 1.5.5 indique que A
n’est pas de type Fredholm lorsque Ky, €] — (21 — &) /oi; —a/ (27 — «)[. Avec le Théoréme 1.1.2, nous
déduisons inf g, cr, || R1||> = inf pyer, || R2||? = (27 — ) /a, résultat qui, de prime abord, n’avait rien
d’évident. Autrement dit, nous ne pouvions pas étre plus efficaces avec la technique de la T-coercivité.
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1.5.4 Autres cas

Présentons ici deux cas qui ne sont pas couverts par le Théoreme 1.3.3.
Tout d’abord, définissons le domaine 2 := |—1; 1[x]—1; 1] et les sous-domaines € :=|—1;0[x]|—1;1]
et Q9 := ]0;1[ x ]—1;1[ (voir la Figure 1.15, & gauche). Supposons ¢ = 1 dans ©;, 0 = —2 dans
10;1] x ]0;1[ et 0 = 8 € R* dans |0;1] x |—1;0[. Pour 5 > —1, on a, pour tout d > 0,

inf o1< sup |o9] et inf |og| < sup oy.
B(O,d)n B(0,d)N Q2 B(0,d)N Gy B(O,d)n

Par conséquent, les hypothéses du Théoréme 1.3.3 ne sont pas vérifiées et ’on ne peut conclure que
l'opérateur A € L(H}(R2), H~1(Q)) est de type Fredholm.

Remarque 1.5.8 Cependant, on peut construire d la main, pour cette configuration simple, un
opérateur T, parmi d’autres, qui permette de recouvrer la T-coercivité pour certains § > —1. Pour
u € HY(Y), définissons action de T de la fagon suivante :

Ug(z,y) — 2ug(—z,y) dans Qg :=| — 1;0[x]0; 1]
— ) w(@,y) = 2ug(—z, —y) dans Q :=] — 1;0[?
(Tu)(@,y) = —2uq(—x, —y) + 2up(—z,y) — uc(z,y) dans Q. :=]0;1[x] — 1;0] ’
—ug(z,y) dans Qq :=]0; 1[
avec uy = ulq,, pour k = a,b,c,d. Nous n’écrivons pas les valeurs de [ pour lesquelles on peut

prouver que A est un isomorphisme a l'aide de cet opérateur T car il n’est pas du tout certain que
cette construction soit optimale.

Pour S < —1,0n a
inf |og| >  sup o7,
B(O,d)ﬂQz B(O,d)ﬁ 91

et le Théoréme 1.3.3 permet de conclure que A est Fredholm d’indice 0.

Présentons maintenant un deuxiéme cas non couvert par le Théoreme 1.3.3. Considérons le
domaine  défini par €2 := |—1; 1[ x ]—1; 1] et les sous-domaines ; := |—1;0[ x ]0; 1[U]0; 1] x |—1;0[
et Qg :=]—1;0[ x |[-1;0[U]0;1[ x ]0;1[ (voir la Figure 1.15, & droite). Ici, on ne peut utiliser le
Théoreme 1.3.3, car les frontieres 0§21 et €22 ne sont pas lipschitziennes (voir [25, Corrigendum]).

Y Y

FIGURE 1.15 — Deux configurations qui ne sont pas couvertes par le Théoreme 1.3.3 : 8 > —1 a
gauche; A € R* a droite.
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1.6 Domaines de R?

Pour étudier le probléme () posé dans un domaine  de R3, on procéde comme en 2D. Dés
lors que 'on est en mesure d’établir des résultats de T-coercivité localement (cf. §1.2), on peut
montrer que 'opérateur A € L(HS(Q), H71(2)) est Fredholm d’indice zéro. La différence principale
par rapport au cas 2D tient au fait qu’en 3D il existe une plus grande variété de géométries
particulieres. En électromagnétisme, ces probléemes scalaires 3D peuvent sembler assez peu intéres-
sants. Néanmoins, ils permettent de modéliser les problémes d’électrostatique et plus important
pour nous, ils constitueront la base de I’étude des équations de Maxwell 3D (cf. Chapitre 9). Les
notations que nous avons introduites en 2D sont réutilisées ici.

Nous commencons notre étude par des cas élémentaires. Par souci de concision, nous présen-
tons les preuves uniquement lorsque les cas ne découlent pas directement du 2D.
1.6.1 Domaine symétrique

On obtient aisément le méme résultat que celui énoncé dans le Théoreme 1.2.1.

1.6.2 Aréte prismatique

Introduisons les coordonnées cylindriques (r,6,z) de sorte que les coordonnées cartésiennes
vérifient (x,y,z) = (rcosf,rsiné, z). Notons H > 0 la hauteur du cylindre et R > 0 son rayon.

FIGURE 1.16 — Géométrie des arétes prismatiques : aréte interne (& gauche), aréte externe (a droite).

Aréte prismatique interne

Considérons la géométrie de la Figure 1.16, a gauche. Pour 0 < a < 27, définissons

Q1 :={(rcosf,rsinh,2)|0<r<R,0<0<a, 0<z<H};
Qg :={(rcosf,rsinf,z)|0<r< R, a<<2m,0<z< H}.

Théoréme 1.6.1 (ARETE PRISMATIQUE INTERNE) Supposons

« 2 — «

).

max (o] Joi, 05 Jo) > I, avec I, = HlaX(Qﬂ_ — 4

Alors, il existe un isomorphisme T € L(HL(Q)) tel que la forme a soit T-coercive. Par conséquent,
A uws —div(o Vu) est un isomorphisme de HY(Q2) dans H=(Q).
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Preuve. Définissons les deux opérateurs R; et Rs respectivement par (Rjui)(p,©,7) =
ur(p, =%5- (0 — 2m), Z) et (Rau2)(p,0,Z) = uz(p, =22 O + 2w, Z). Pour k = 1,2, La condition
de raccord a l'interface est vérifiée pour Ry et donc Ry € Ry. En travaillant comme dans la preuve
du Théoréme 1.2.3, on trouve ||Ry||? < I et ||Re||* < I,. On peut alors conclure avec le Théoréme
1.1.1. [ |

Aréte prismatique externe

Considérons la géométrie de la Figure 1.16, a droite. Pour 0 < oo < v < 2w, définissons

Qy :={(rcosf,rsinf,2)|0<r< R, 0<f0<a,0<z<H};
Qo :={(rcosf,rsinf,2)|0<r< R, a<0<~v 0<z<H}.

On obtient un résultat identique a celui du Théoreéme 1.2.7.

1.6.3 Aréte axisymétrique

FI1GURE 1.17 — Géométrie d’une aréte axisymétrique interne.

Considérons la géométrie de la Figure 1.17, avec les coordonnées toroidales (r, 6, p) telles que
les coordonnées cartésiennes vérifient (z,y, z) = (cos@ (R + rcosp),sinf (R + rcos ), rsing). Ici,
R > 0 désigne le rayon du tore. Pour 0 < d < R et 0 < a < 27, définissons

Qy :={(cosO (R+rcosp),sinf (R+rcosp),rsing)|0<r<d,0<0<2m,0<¢<a}l;
Q9 := {(cosb (R+rcosp),sinf (R+rcosy),rsing) |0 <r <d,0<6<2m, a<p<2r}.

Théoréme 1.6.2 (ARETE AXISYMETRIQUE INTERNE) Supposons

1+d/R a 2T —a«

max (o] Joi, 05 Jo) > mla, avec I, := max(

2r—a’ o« )
Alors, il existe un isomorphisme T € L(H}(2)) tel que la forme a soit T-coercive. Par conséquent,
A us —div(o Vu) est un isomorphisme de Hy(Q2) dans H™1(Q).

Preuve. Introduisons les opérateurs R; et Ry définis respectivement par (Rjui)(p,©,®) =
u1(p, 0, =2%-(® — 2m)) et (Rouz)(p,0,P) = ua(p, 0, 2=2% & + 27). Les conditions de raccord &
I'interface sont satisfaites pour R; et Rs.

Pour calculer la norme de R, considérons u; € H(l),rl(Ql)- A laide du changement de variables,
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dans les coordonnées toroidales, (r,6,¢) = (p,0, =%—-(® — 27)), nous obtenons*
3(R1u1))2 1 (8(R1u1)>2
2
IV(RBiui)lg, = /QQ (( 9 + (17 s d)? 56 p(R+ p cos®) dpd®dO
2

1 0(R1u1)
+/ () R+ ®) dpd®dO
o, 72 oo p(R+ p cos®)dp

2T — « Ouy 2r —
/91 <8T> r (R +rcos( - ©)) drdodd

IN

o
2T — «

1
=
o Jo, (R+7cos (2
2

2
9 _
)2 <8u(91> T(R+rcos(27ra Oé(p)) drdpdf

«

o 1 /0wy 2m —
— | = R
+27r—a/91r2(8<p r (R + rcos(

© ) drdpdo.

Les relations

R+Tcos(2TTfa9)<1+d/R . R+ 1rcosd <1+d/R
R+rcosd —1—d/R ' R+rcos(Z=20) 1—d/R

Vr €]0;d[, V0 €]0; of

impliquent HR1H2 < }tdfg I,,. Pareillement, on trouve ”R2”2 < }jd?g I,. On conclut comme dans

la preuve du Théoreme 1.1.1. [

Remarque 1.6.3 Si max(o] /oy ,05 /o)) > I, alors d’aprés le Théoréme 1.6.2, A : u
—div(o Vu) est un isomorphisme de H}(Q) dans H™1(Q) pour d/R suffisamment petit.

Remarque 1.6.4 Nous nous sommes intéressés a l'aréte axisymétrique interne. On traiterait le

cas de l’aréte axisymétrique externe de la méme facon, et on obtiendrait un résultat similaire d celui
du Théoréme 1.2.7.

1.6.4 Pointe conique

FI1GURE 1.18 — Géométrie d’une pointe conique interne.

Considérons la géométrie de la Figure 1.18 et les coordonnées sphériques (r,6,p)
naturellement associées, telles que les coordonnées cartésiennes vérifient (z,y,z) =
(rcos@,rsin@ cosp,rsinf sing). Introduisons R > 0 et 0 < a < 7. Définissons

Qy :={(rcos,rsinf cosp,rsinf sing), 0 <r< R, 0<O0<a,0<p<2r};
Qg :={(rcos,rsind cosp,rsinf sing), 0 <r< R, a<0 <1, 0<p<2r}.

4. Voir le §1.8.2 pour le détail des calculs.
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Théoréme 1.6.5 (POINTE CONIQUE INTERNE) Supposons®
oy oy >1, ou oy/of >1 sia<m/2 1+cosa 1—cosa
o o i , avec I, = max( , ).
oy Jof >1, ou o] )og >1 sia>m7/2 I —cosa 1+ cosa

Alors, il existe un isomorphisme T € L(H}(Q)) tel que la forme a soit T-coercive. Par conséquent,
A u— —div(o Vu) est un isomorphisme de Hy(2) dans H=1(Q).

Preuve. Considérons le cas a < /2.

Définissons les opérateurs Ry et Ry tels que (Riuq)(p, ©,®) = ui(p, g1(0), @) et (Raus)(p, 0, P) =
u2(p, 92(0), ®). Ici, g est un ¢! diffomorphisme de [o; 7] dans [0; o] tel que g1 (7) = 0 et g1(a) = «
tandis que go est un ¢ difféomorphisme de [0; a] dans [o; 7] tel que g2(0) = 7 et ga(a) = a. Notons
hi (resp. ha) l'inverse de g1 (resp. g2).

La condition de raccord a l'interface est vérifiée. Evaluons la norme de R;. Pour cela, donnons-nous
u € Htl),F1<Ql)' En effectuant le changement de variables (r,0,¢) = (p, g1(0), @), nous obtenons
successivement

2 2 2
||V(R1U1)||?z2 = /Q <B(R1U1)> +12<8(R1U1)> +( ! (8(R1u1)> p*dpsin ©dOdd

dp p 00 p sin ©)?2 0P

our\’
/ ((;) v dr sin (hy (6)) |} (6)| dodip
951 T

2
1 aul 2 . ’
+ a, W (89) T dT S11 (hl(e)) |h1 (9)’ d@dtp

1 Ouy ? . /
+/Ql YO (880) 2 dr sin (hy(0)) |h}(0)| dode.

11 suit
[P} (6)] sin (h1(0)) sin (h1(6)) |h}(6)] siné
sin 0 ||L°°(]O;oz[)7 ” |h/1 (9)’ SingHL‘x’(]O;a[)a || sin (hl(ﬂ)) HL”(]O;a[) .

IR1]* < max <H

I1 ne nous reste plus qu’a trouver une fonction admissible 6 — h(6) qui minimise le terme de droite.
Pour y parvenir, adoptons la stratégie suivante : choisissons une fonction h; qui rende 'un des trois
quotients ci-dessus constant par rapport a 6. Nous prendrons

+1 Ry (0)| sin (hy (60 1+
hi(0) = arccos(% cosf — 2 ﬂ), tel que 1116 ?m( 1(6) = cosoz’ Vo €]0; a.
cosa — 1 cosa — 1 sin 0 1 —cosa
Par une étude de fonctions, on établit
si/n (hl(é?)) <1 ]hﬁ(@)\ sin 6 < 1 —l—cosa’ V9 €0 a.
|} (6)] sin® sin (h1(0)) — 1 —cosa
Par conséquent, on a ||R;||? < I.
Maintenant, pour Rs, nous devons minimiser
H |75(6)] sin (h2(9))‘ sin (ha(0)) | |75(6)] sin 6
max oy |10 (o) HW |00 (Jasm]) HmHqua;w[) .

Interrogeons notre consultant Xavier Claeys a Toulouse : « Pour ce probleme, il faut considérer la
projection stéréographique ». Les idées de Xavier sont généralement bonnes. Ecoutons-le. Considé-
rons la projection stéréographique

tan(a/2)?

tan(a/2)?
tan(©/2) )

92(©) = 2 arctan( “tan(0/2)

de sorte que  ha(f) = 2 arctan(

5. La valeur (1 + cosa)/(1 — cos ) est égale au rapport de ’angle solide occupé par le matériau négatif sur I’angle
solide occupé par le matériau positif.
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On trouve

[15(0)] sin (ha(9)) sin(ha(0)) . |W(0)] sind o
smb = @ sme " sin(r@) o TSl

et donc HR2H2 < 1. On conclut alors comme dans la preuve du Théoreme 1.1.1.
Le cas m/2 < a <  se traite en échangeant les roles de 1 et Qo. [ ]

Remarque 1.6.6 Le choix des opérateurs de transfert R, Rs dans cette preuve peut dérouter le
lecteur. Pourtant, a ce jour, ces R1, Ra particuliers sont les opérateurs qui nous permettent d’obtenir
le plus petit intervalle critique. On ne peut pas espérer améliorer le résultat apporté par Uutilisation
de Ro. En effet, pour k, = —1, Uopérateur A n’est pas de type Fredholm. Si nous avions défini Ry a
partir de la projection stéréographique, nous aurions obtenu un résultat moins bon que celui énoncé
dans le Théoréeme 1.6.5, i.e. nous aurtons obtenu un intervalle critique plus grand. Il est assez
surprenant que l'intervalle critique ne soit pas « symétrique » par rapport a —1, c’est-a-dire de la
forme [—a; —1/a] avec a > 1. La conjecture est tout de méme que A n’est pas de type Fredholm dans
Uintervalle critique du Théoréme 1.6.5. Pour montrer ce résultat, il faut calculer les singularités,
ce qui est moins évident qu’en 2D.

1.6.5 Coin de Fichera

Dans un domaine de R3, il peut se produire que les arétes s’intersectent. Au niveau de cette
intersection, il apparait a la fois des singularités liées aux arétes et au coin, situation complexe
que 'on ne rencontre pas en 2D. Ici, nous considérons un exemple caractéristique d’une telle confi-
guration : le « fameux » coin de Fichera. Définissons  := ]—1; 1[3, Q=10 1[3 et Qo := Q\Q1.

Théoréme 1.6.7 (COIN DE FICHERA ) Supposons

max(oy Joy 05 Jof) > T.

Alors, il existe un isomorphisme T € L(HL(Q)) tel que la forme a soit T-coercive. Par conséquent,
A u s —div(o Vu) est un isomorphisme de H(Q)) dans H1(€2).

Preuve. Construisons 'opérateur Ry a 'aide de symétries© :
ui(—z,y,2) dans Q3 :=]-1;0[ x ]0; 1[2
uy(x, —y, 2) dans Q3 :=]0;1[ x |-1;0[ x ]0; 1]
ui(x,y, —2) dans Q3 :=10;1[* x ]—1;0[

(Riur)(z,y,2) =1 ui(—z, —y,2) dans Q4 :=1-1;00* x 0; 1|

ui(—z,y, —2) dans Q3 :=]-1;0[ x ]0;1[ x |-1;0]
ui(x, —y, —2) dans Q8§ :=10;1[ x ]—1;0[*
ui(—x, —y, —2) dans QF :=]-1;0 3

Introduisons ensuite Ry défini par

(RQUQ)(.I, Y, Z) = u%(_l‘) Y, Z) + ’U,%((L‘, Y, Z) + U%(I‘, Y, _Z)

—’LL%(—:L’, Y, Z) - Ug(—l‘, Y, —Z) - Ug(l’, —-Y, —Z)

+Ug(—$, Y, _Z)'

Ci-dessus, pour £ = 1...7, ub désigne la restriction de ug a Q5.
On peut vérifier que R; et Ry satisfont la condition de raccord a linterface (les signes dans la

6. Une approche similaire a été récemment utilisée par Nicaise et Venel dans [129] pour la géométrie de R? .

Q: }—1;1[2 et Q1 ::]0;1[2.
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définition de Rs ont été choisis pour que ce soit le cas), de sorte que Ry € R et Ry € Ro.
On obtient alors pour tout u; € H%)’Fl(Ql), HV(Rlul)Héz =7 HVulﬂgll. D’autre part, pour tout

up € Hé,FQ(Qz), on a HV(RQUQ)HS%I <7 HV'UQH?zZ. Pour montrer ce résultat, on utilise I'inégalité

(CF_qap)? <7 F_1 ax?, pour tout (aj,...,a7) € R7. On termine alors comme dans la preuve du
Théoreme 1.1.1. -
Remarque 1.6.8 On peut étendre ce résultat d la dimension d € N*. Définissons Q :=] — 1;1[¢,

O :=]0;1[% et Qg := Q\Qy. Lopérateur A : u — —div(o Vu) est un isomorphisme de H}(Q) dans
HY(Q) lorsque max(oy /o3, 05 /o) > 2¢ — 1. En dimension 2, on a 2% — 1 = 3. En dimension 3,
ona2 —1=7.

1.6.6 Géométries générales de R?

Pour établir le caractére Fredholm de l'opérateur A dans le cas d’une interface générale de R3,
on peut de nouveau procéder par localisation, comme dans le §1.3 (cf. Théoréeme 1.3.3). On pourrait

Z

FIGURE 1.19 — Un exemple de géométrie 3D qui peut étre traité par localisation.

par ailleurs donner des résultats d’optimalité pour cette méthode de la T-coercivité dans le méme
esprit que ce qui est fait dans le §1.5. Nous n’entrons pas dans les détails car comme nous I’avons
déja exprimé, le calcul des singularités en 3D n’a rien d’évident. Commentons tout de méme le cas
du coin de Fichera. Pour simplifier, nous supposons que les coefficients o1 et o9 sont constants, et
nous nous plagons dans une situation ou le contraste k, = o2/0 est situé dans l'intervalle critique
[—7;—1/7]. Autrement dit, nous nous intéressons précisément au cas qui n’entre pas dans le cadre
du Théoreme 1.6.7. On distingue alors les situations suivantes.
— Pour k, = —1, il apparait des singularités surfaciques. En effet, en chaque point des faces de
Iinterface, on peut construire une suite de fonctions pour montrer que A n’est pas Fredholm.
Il suffit pour cela de procéder comme dans la preuve du Théoreme 1.5.3.
— Pour k, €]—3; —1/3[, il apparait des singularités linéiques. En chaque point des trois arétes de
I'interface, on peut construire une suite de fonctions pour montrer que A n’est pas Fredholm
a l'instar de ce qui est fait dans la preuve du Théoreme 1.5.5.
— Pour K, €] — 7;—1/7[, on peut imaginer qu’il apparait une singularité ponctuelle au niveau
de l'intersection des arétes de l'interface.
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1.7 Conditions aux limites de type Neumann

Jusqu’a présent, nous avons imposé une condition aux limites de Dirichlet homogene sur la
frontiere. En utilisant un relevement, on prouve de fagon classique que les résultats obtenus précé-
demment sont également valides en imposant une condition de Dirichlet non homogeéne. Dans cette
section, nous nous proposons d’étudier 'influence d’une condition de Neumann. Intéressons-nous
au probléme

Trouver u € H'(Q) tel que
—div(c Vu) = f dans Q (1.26)
odu/On =g sur 0N

avec f € L2(Q) et g € H-Y/2(99). En multipliant par 1 dans 1’équation volumique, et en intégrant
par parties, on remarque que les termes sources f et g doivent vérifier la condition de compatibilité
(f,1)a + (9,1)5q = 0 pour que le probleme (1.26) admette une solution. Ici, (-, )y, désigne le
crochet de dualité H=1/2(9Q) x HY/2(9Q). D’autre part, si u est une solution de (1.26) alors u + cste
est également une solution de (1.26). Ceci nous conduit & introduire ’espace

HL(Q) = {veﬂl(gn /Ev:()}.

Rappelons que ¥ désigne l'interface entre €2y et 5. La condition de moyenne nulle sur 'interface
que nous imposons dans ’espace H%(Q) permet d’éliminer les constantes. Si C' appartient a le (Q),
alors C' = 0. Un peu plus loin, nous verrons un second moyen de quotienter par les constantes, plus
classique, en cherchant une solution a moyenne nulle sur §2. Cependant dans 'approche T-coercivité
que nous suivons, nous avons besoin de construire des isomorphismes de ’espace variationnel et nous
verrons que les constructions géométriques que nous avons proposées lors de ’étude du probléme
avec condition de Dirichlet homogene s’accordent mieux avec 'espace Hi(€2).

En utilisant le théoréme de Rellich qui indique que Iinjection de H!(Q) dans L?(£2) est compacte
et en se servant du fait que €2 est connexe, on prouve en raisonnant par ’absurde le

Lemme 1.7.1 L’application (v,v') — (Vv, Vv')q définit un produit scalaire sur H5(€2).
Considérons alors le probleme
Trouver u € HL(Q) tel que

(PN 2 (u0) = 1), Wo € HL(Q),
avec a”(u,v) == (oVu, Vv)q et 1(v) := (f,v)q + (g,v)5q pour tout u, v dans H5 ().
Si u est solution de (Py) et si f et g satisfont la condition de compatibilité, alors u vérifie
le probleme (1.26). Concentrons-nous sur 'étude du probleme (Zy). Avec le théoreme de re-
présentation de Riesz, introduisons l'opérateur borné A* : HL(Q) — HL(Q) tel que pour tout
v,v" € H5(Q), (V(4%v),Vv')q = a*(v,v'). Considérons également le terme source F € H(€)

tel que pour tout v € HL(Q), (VF,Vv')q = I(¢). L'élément u € HL(Q) vérifie A¥u = F si et
seulement si u est solution de (Py).

A Tlinstar de ce que nous avons fait pour le probléme de Dirichlet, pour k& = 1,2, introduisons
I'espace des restrictions des éléments de H5(2) a Q

HE () 1= {vlo,, v € HE(Q)} .
Si RY € L(HL(Q1), HL(Q2)) et RS € L(HL(Q2), HL (1)), nous notons

IRY| = sup IV(Rro)le, et IRy := sup IV (Ryv)ll,
veHL (1), [Vello, =1 veH (02), [ Volla, =1

L’équivalent du Théoréeme 1.1.1 pour le probléeme de Neumann (Zy) s’énonce de la maniére sui-
vante.
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Théoréme 1.7.2 Soit RY € L(HL(Q1),HL(Q2)) un opérateur vérifiant la condition de raccord
(RYu1)|s = wi|s pour tout uy € HL(). Définissons

dans

= { —up +2RYu;  dans Q (1.27)

Si oy Jog > ||RY|?, alors la forme a* est Ty-coercive : il existe une constante C' > 0 telle que
a*(u, TTu) > C ||Vu|]?2 pour tout u € HL(Q). Dans ce cas, A¥ : H5(Q) — HL(Q) est un isomor-
phisme.

Soit RY € L(HL(Q2), HL(Q1)) un opérateur vérifiant la condition de raccord (R3uz)|s; = uz|y. pour
tout us € HL(Q2). Définissons

_ops
By — { up — 2Ryus  dans (1.28)

—Uo dans Qo

Si oy Joi > ||RY||?, alors la forme a® est Ty-coercive : il existe une constante C' > 0 telle que

a®(u, Tyu) > C ||VullZ, pour tout u € HL(Q). Dans ce cas, A> : H5(Q) — HL(Q) est un isomor-
phisme.

Preuve. Pour montrer ce résultat, il suffit d’adapter la preuve du Théoreme 1.1.1. Mentionnons
simplement que T et T3 sont bien & valeurs dans HL(Q2). En effet, on a [¢ TYu = [gu; = 0 et
Js T5u = — [5 us = 0 pour tout u € HL(Q). ]

1.7.1 Géométries particulieres

Reconsidérons les cas particuliers étudiés dans les paragraphes 1.2 (2D) et 1.6 (3D). En définis-
sant Ry et Ry de la méme fagon que R; et Ry, on montre que A* : HL(Q) — HL(Q) constitue un
isomorphisme pour une condition sur le contraste identique a celle des Théorémes 1.2.1 (DOMAINE
SYMETRIQUE), 1.2.3 (SOMMET INTERIEUR), 1.2.10 (INTERFACE REGULIERE), 1.6.1 (ARETE PRIS-
MATIQUE INTERNE), 1.6.2 (ARETE AXISYMETRIQUE INTERNE) , 1.6.5 (POINTE CONIQUE INTERNE)
et 1.6.7 (CoIN DE FICHERA). En 2D, seul differe le résultat pour le SOMMET EXTERIEUR. Etudions
le probléeme (Zy) pour cette configuration.

Rappelons la géométrie considérée. On note (r,6) les coordonnées polaires. Pour R > 0 et
0 < a <7y < 2m, définissons :

Q1 = {(rcosf,rsinf)|0<r <R, 0<60<a};
={(rcosf,rsinf) |0 <r < R, a <0 <~}.

Théoréme 1.7.3 Supposons
-«
Jf/02+>L ou oy o >1 si a<~v/2;
o

— o
JE/UT>VT ou oy Jog >1 si a>7/2

2 s0it T=-coercive. Par consé-

Alors, il existe un isomorphisme T° € L(HL(Q)) tel que la forme a
quent, A* : H5(Q) — HL(Q) est un isomorphisme.

Preuve. Considérons le cas a <y / 2. Définissons Ry et R} les opérateurs tels que
(RY'u1)(p, ©) = u(p, —— ~CRE (Ryus)(p, ©) = u3 (p, 20 — ©).

D’une part, on remarque que (Rlzul)|g = wi|x pour tout uy € H5(Q) et (R¥us)|s = ug|s pour
tout ug € HL(Qg). D’autre part, on trouve | RY||?> = (y — a)/a et HR2 | = 1. On conclut alors avec
le Théoreme 1.7.2.

Pour traiter le cas o > /2, on échange les roles de Q; et Qo. ]
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Remarque 1.7.4 Ezpliquons pourquoi les résultats pour les problemes avec condition de Dirichlet
et Neumann différent pour le sommet intérieur. Pour fizer les idées, supposons a < /2. Pour
définir Ry, nous pouvons procéder ¢ une symétrie par rapport a l'interface et a un prolongement par
zéro. Cela constitue bien un opérateur a valeurs dans Hé,rg (Q2). Pour Rlz, on ne peut opérer ainsi
car cela ne donne pas un opérateur a valeurs dans H%(Qg), en raison du possible saut de trace en
0 = 2a. Inversement, pour définir Re, nous devons effectuer une dilatation en 0 de facon a vérifier
la condition de Dirichlet homogéne en 8 = 0. Dans le(Q), il n’y a pas cette contrainte. Une simple
symétrie par rapport a linterface suffit pour construire RQE.

1.7.2 Interface quelconque en 2D

Nous n’écrirons pas le processus de localisation pour I’étude du probléme (Zy) car nous dé-
montrerons plus loin dans ce document deux résultats qui permettent de passer outre cette étape
technique en 2D. Pour les énoncer, introduisons avec le Théoreme de Riesz les opérateurs bornés
A(o) - HY () — H(Q) et AZ(0) : HL(Q) — HL(Q) tels que

(V(A(o)u), Vv)o = (oVu,Vo)g, V(u,v) € Hy(Q) x Hg(Q);
(V(AZ(0)u), Vo)g = (oVu, Vo), Y(u,v) € HL(Q) x HL(Q).

Avec cette notation, on a A*(c) = A*. Dans le Chapitre 7, nous montrerons que A(c) : H{(Q) —
H}(Q) est un isomorphisme si et seulement si A¥(o~1) : HL(Q) — HL(Q) est un isomorphisme
(Théoréme 7.2.1). D’autre part, nous prouverons que A(c) : Hj(Q) — H{(2) est Fredholm d’in-
dice zéro si et seulement si A¥(o~1) : HL(Q) — HL(Q) est Fredholm d’indice zéro (Théoréme 7.2.3).

Ceci montre que A(c) n'est pas de type Fredholm si et seulement si A¥(c~!) n'est pas de
type Fredholm. En utilisant les résultats du §1.5 qui donnent des critéres pour que A(co) ne soit
pas de type Fredholm, on obtient des conditions pour que A> (c71) ne soit pas de type Fredholm.

Ainsi, en 2D, les problemes avec condition aux limites de Dirichlet et condition aux limites
de Neumann sont intimement liés. Ce résultat remarquable ne semble pas exister en 3D.

Remarque 1.7.5 Considérons de nouveau le cas du sommet extérieur (cf. §1.2.83). Supposons o1
et oy constants. Fizons v = m et o = 7/4. Avec le Théoréme 1.2.7, on prouve que A(c) est un
isomorphisme, dés que K, € |—00;—3[ U |—1;0[. Le Théoréme 1.5.5 permet lui de montrer que
A(c) n'est pas de type Fredholm pour k, € |—3; —1[. Le Théoréme 1.7.3 indique que A*(c) est un
isomorphisme dés que ko, € |—o00;—1[U]—1/3;0[. Ces résultats sont donc parfaitement cohérents
avec les Théoréemes 7.2.1 et 7.2.3 que nous venons de mentionner.

Remarque 1.7.6 Revenons sur le cas du sommet intérieur (cf. §1.2.2 et Remarque 1.5.7). Fizons
a €)0; w[. Appelons cette géométrie &. Supposons o1 et oo constants. En vertu du Théoréme 1.2.3,
nous savons que A(c) définit un isomorphisme lorsque Kk, €] —o00; —(2m — o) /a[U] — /(27 — ); 0].
Par ailleurs, le Théoréme 1.5.5 indique que A(o) n'est pas de type Fredholm pour k, €] — (2w —
a)/a;—a/(2m — a)[. Précisons la structure des singularités (voir la preuve du Théoréme 1.5.5) qui
sont responsables de cet intervalle critique.

Introduisons la géométrie du sommet extérieur (cf. §1.2.3) avec v = m et un secteur, pour i,
d’ouverture /2. Appelons cette géométrie G2 Nous pouvons voir cette comfiguration comme un
« demi sommet intérieur ».

D’apres le Théoréeme 1.5.5, 'opérateur associé au probléme avec condition auz limites de Dirichlet
dans 92 west pas de type Fredholm pour k, €] — (1 — a/2)/(a/2); —1] =] — (27 — @) /a; —1]. Ceci
s’explique par Uexzistence d’une singularité qui « sort » de H' pour de telles valeurs du contraste. En
appliqguant une antisymétrie a cette singularité, on construit une singularité dans 4. L’existence de
cette derniére empéche A(o) d’étre de type Fredholm pour ks €] — (21 — ) /a; —1].

En reprenant les idées de la preuve du Théoréeme 1.5.5, on peut montrer que l’opérateur associé
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au probléme avec condition aux limites de Neumann dans 9% n’est pas de type Fredholm pour
ke € [-1;—(a/2)/(m — (a/2))[= [-1;—a/(27m — «)[. En symétrisant la singularité associée d ce
probléme, on obtient une singularité dans 4 qui permet de montrer que A(o) n’est pas de type pour
ke € [-1;—a/(27m — ).

1.7.3 Travail dans ’espace des fonctions a moyenne nulle

De facon plus usuelle, nous aurions pu supprimer les constantes de I'espaces variationnel en
imposant aux fonctions d’étre a moyenne nulle sur §2. Introduisons ’espace

HL(Q) = {v e H(Q)| /Qv _ o}.

L’application (v,v") — (Vuv,Vv')q définit un produit scalaire sur H%E(Q) Considérons alors le
probleme
Trouver u € H%(Q) tel que

at(u,v) =1(v), Vv e HL(Q), (1.29)

avec a? (u,v) := (6Vu, Vo)g et 1(v) := (f,v)a + (g,0) 5, pour tout u, v dans H;%(Q)

Avec le théoréme de représentation de Riesz, introduisons 'opérateur borné A% : H%E(Q) — H%& (Q)
tel que pour tout v,v" € H%E(Q), (V(A#v),Vo')g = a”(v,v’). Le probléme (1.29) est bien posé
pour tout [ € H;E(Q)* (le dual topologique de H;E(Q) avec la notation américaine) si et seulement

si A# définit un isomorphisme.

Considérons les opérateurs

PZ: HLQ) — HL(Q) P HLQ) — HL(Q
u »—>u—/u//1 ot u b—>u—/u//1

On vérifie sans difficulté que Pﬁ et Pgﬁ sont des isomorphismes avec Pqézé on = Idle () et Pgﬁ OP#% =
IdH;ﬁ Q- Ces opérateurs vont nous permettre de prouver qu’on a des résultats identiques pour A>
et A7,

Proposition 1.7.7 L’opérateur A" vérifie A% = Pf o A¥ o Pg. Par conséquent, on a les deux
assertions suivantes.

L opérateur A% H;#(Q) — H;(Q) définit un isomorphisme si et seulement si A* : H5(Q) — HL(Q)
constitue un isomorphisme.

L’opérateur A% : Hiﬁ(ﬂ) — H#(Q) est Fredholm d’indice zéro si et seulement si A¥ : HL(Q) —
HL(Q) est Fredholm d’indice zéro.

Preuve. Montrons A% = Pg oA* o Pﬁ. Pour tout u, v dans H%(Q), on a

(V(PE(A®(PFu)), Vo)g = <v P%

= ¥(Pyu)),V ))Q
= (JV(P#u),V(P#U))Q = (6Vu, Vv)q = (V(47u), Vv)q.

Ceci permet d’obtenir le résultat de la proposition. [
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1.8 Calculs manquants

1.8.1 Calculs utilisés dans la Section 1.5

Commencons par détailler un calcul intervenant dans la preuve du Théoreme 1.5.3. Soit b > 0 tel
que [—b; b] x [—b; b] C €. Reconsidérons la suite (u, ), définie en (1.14) et introduisons une fonction
de troncature x € §°(R?), égale a 1 dans [—b/2;b/2] x [—b/2;b/2].

Lemme 1.8.1 On a |[xun|[gy (o) nohe 10O

Preuve. Considérons D := [—b/2;b/2] x [—b/2;b/2], et écrivons

2 2 2
Ixunlliy @) = [1Vunllp = [0uallp

b/2 rb/2 ., sinh®n(b— s)
> 2/ / n” cos” nt —————dsdt
0

—b/2 ean
o [P, b/2 sinh? n(b — s)
> 2n / cos ntdt/ Tds
—b/2 0 en
S 92 b sinnb| [b/2 sinh®n(b— s)
= on §+ 2n /0 e2nb 5

Mais, 'on a

s 2
4 /b/ *sihTn =) o I T e gty ginecan g
0 0

e2nb
1 e e’ 1 1
— o _ beonb ef4nb R W
(2n 2n )= )+ <2n 2n> 2n
Par conséquent, il existe C' > 0, telle que pour n assez grand, on ait || XUTLH%—I%)(Q) > C'n. ]

Présentons ensuite un calcul utilisé dans la preuve du Théoreme 1.5.5. Définissons uy,(r,6) =
X(r)Sn(r,0), ou x est une fonction de troncature égale & 1 pour 0 < r < d/2 et Sy(r,0) =
rin-i—l/n(p(e)'

Lemme 1.8.2 On a Hun”Hé(Q) noh, TO0-

Preuve. Pour obtenir ce résultat, il suffit d’écrire

2 2m pdf2 —2+42/n 2
lualltgey = [ [ ool raras

/2
¢ [
0

v

Cn(d/2)*"/2 2, oo

1.8.2 Coordonnées toroidales

Considérons la géométrie de la Figure 1.17 et introduisons le changement de variables (z,y, z) =
(cos@ (R + rcosp),sinf (R + rcosy),rsinp), pour R > 0. La matrice jacobienne associée & ce
changement de variables a pour expression

cosfcosp —sinf (R+rcosp) —rcosfsing
sinfcosp cosf(R+rcosp) —rsinfsingp
sin ¢ 0 T COS (P
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Le volume élémentaire dans les coordonnées toroidales est alors r (R + r cos ¢) drdedf.
D’autre part, le gradient en coordonnées toroidales s’écrit

ou
15 0
Vu=| —
R+ rcosp 00

1 0u
r Op
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Introduction

ans le Chapitre 1, nous nous sommes intéressés au probléme de transmission scalaire (&)
« trouver u € H}(2) tel que —div (cVu) = f ». De fagon générale dans cette thése, nous
¥ souhaitons modéliser des problémes d’électromagnétisme mettant en jeu des structures

alliant matériaux classiques et matériaux négatifs. C’est pourquoi nous nous sommes spécifiquement

45
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concentrés sur des configurations ou o présente un changement de signe de part d’autre d’une
interface divisant le domaine borné €. Nous avons proposé une technique, la T-coercivité, permettant
d’obtenir des critéres portant sur les valeurs de o et la géométrie du domaine pour assurer que ()
posseéde une unique solution. En particulier, si nous appelons a la forme sesquilinéaire telle que

a(u,v) = / oVu - Vv, pour tout (u,v) € HH() x HY (),
Q

nous avons prouvé que (&) est bien posé dés que a est T-coercive, autrement dit, dés qu’il existe
un isomorphisme T de H}(Q) tel que (u,v) + a(u, Tv) soit coercive. Classiquement, pour montrer
qu'un probleme est bien posé, on peut utiliser la théorie de Banach—Necas—Babuska, également
appelée théorie inf-sup. Puisque a est hermitienne, le probleme (&) est bien posé si et seulement
si a satisfait une condition inf-sup. Il est facile de voir que si a est T-coercive alors a satisfait une
condition inf-sup. Dans ce chapitre, nous prouverons que la réciproque est également vraie : si a
vérifie une condition inf-sup alors a est T-coercive. Ainsi, nous pouvons voir la T-coercivité comme
une reformulation de la théorie de Banach—Necas—Babuska. Cette observation simple a déja été
effectuée dans la littérature (voir [140, remarque 2.1.48] ou [33, proposition 3]) mais I'idée reste
encore peu répandue.

Le deuxieme grand axe de ce chapitre concernera l’approximation numérique de la solution
du probleme (&) lorsque celui-ci posséde une unique solution. Nous souhaitons mettre en ceuvre
les méthodes d’approximation par éléments finis de Lagrange classiques et justifier leur convergence.
Pour démontrer ces résultats de convergence, nous développerons une théorie de la T-coercivité
discrete. Pour une autre application de cette théorie, dans le cas des équations de Helmholtz et de
Maxwell classiques, nous renvoyons le lecteur & [53]. Dans ce chapitre, nous présenterons également
des expériences numériques mettant en évidence les traits caractéristiques de ces probléeme de
transmission avec changement de signe.

Notre plan de travail sera le suivant. Nous commencons par étudier le lien entre la théorie
inf-sup et la technique de la T-coercivité. Ensuite, nous expliquons comment on peut utiliser
cette approche pour justifier les méthodes d’approximation de Galerkin usuelles. Dans la Section
2.2, nous appliquons ces résultats pour étudier le probleme (&) dans quelques configurations
de référence. Ce sera 'occasion de préciser et d’illustrer certains points du Chapitre 1. Dans les
deux paragraphes suivants, nous proposons des méthodes de discrétisation du probléeme (&?). Plus
précisément, dans la Section 2.3, nous présentons des techniques avec une contrainte sur le maillage
tandis que dans la Section 2.4, nous étudions des approches ne nécessitant pas d’hypothese sur
le maillage. Nous discuterons les avantages et les inconvénients de ces différents méthodes tout
au long de ces deux paragraphes. Dans un dernier temps, nous fournissons un jeu d’expériences
numériques illustrant ces résultats.

2.1 Cadre général

Ci-dessous, nous rappelons quelques outils standards d’analyse fonctionnelle utilisés pour prou-
ver le caractere bien posé d’un probleme abstrait écrit sous forme variationnelle. Nous reformulons
ces outils en utilisant la théorie de la T-coercivité.

2.1.1 Point de départ

Soient V et W deux espaces de Hilbert munis des produits scalaires (-, )y et (-, -)w. Nous notons
II-1lv et || - |[w les normes associées. Introduisons a(-, -) une forme sesquilinéaire continue sur V.x W
et f € W*. Ici, W* désigne le dual topologique de W. Le produit de dualité est quant & lui noté
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(-,+) et la norme sur W* est définie par

| fllw=:= sup [(f, w)|

wew\{oy lwllw
Nous nous intéressons au probleme variationnel

Trouver u € V tel que

a(u,w) = (f,w), YweW. (2.1)

Commencons par rappeler la définition classique ci-dessous.

Définition 2.1.1 (Hadamard) Le probléme (2.1) est dit bien posé si, et seulement si, pour tout f,
il posséde une unique solution u, qui dépend continument de la donnée :

lullv < Cll fllw=,

ot C' est une constante indépendante de f.

Définissons l'opérateur A € L(V,W*) (’ensemble des opérateurs bornés de V dans W*) tel que
(Au, w) = a(u,w) pour tout w € W. On peut reformuler le probleme (2.1) de la facon suivante

Trouver u € V tel que

Au = f dans W*. (2:2)

Le probléeme (2.1) est bien posé si et seulement si A est un isomorphisme V de W*.

2.1.2 La T-coercivité, une reformulation du théoreme de Banach—Necas—
Babuska

Le caractére bien posé du probléeme (2.1) est classiquement lié a une condition de stabilité,
également appelée condition inf-sup.

Définition 2.1.2 Soit a(-,-) une forme sesquilinéaire continue sur V.x W. Nous dirons qu’elle
satisfait une condition de stabilité si

la(v, w)]

o’ >0 telle que sup > d||v|lv, pour toutv e V. (2.3)

wew\{o} llwllw
Introduisons a présent une condition a priori intermédiaire.

Définition 2.1.3 Soit a(-,-) une forme sesquilinéaire continue sur V.-x W. Nous dirons qu’elle est
T-coercive s’il existe un isomorphisme T : V — W tel que

Ja >0 telle que |a(v,Tv)| > aljv||?, pour tout v € V. (2.4)

Théoréme 2.1.4 (Caractére bien posé) Soit a(-,-) une forme sesquilinéaire continue sur V x
W. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) le probléme (2.1) est bien posé ;
(i) la forme a vérifie une condition de stabilité et im A = W* ;
(iii) la forme a vérifie une condition de stabilité et le seul élément w € W
qui satisfait a(v,w) = 0 pour tout v € V est w =0;

(iv) la forme a est T-coercive.
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Preuve. L’équivalence entre les trois premiéres assertions est classique (voir par exemple [77,
théoréme 2.6]).

(iv) = (i) : Soit T un isomorphisme de L£(V, W) tel que (v,v’) — a(v,Tv’) soit coercive sur
V x V. Puisque cette forme est sesquilinéaire et continue, d’aprées le théoréme de Lax-Milgram, il
existe un, et un seul u € V tel que pour tout v’ € V, a(u,Tv') = (f,Tv'). Or T est bijectif. Par
conséquent, il existe un, et un seul u € V tel que pour tout w € W, a(u,w) = (f,w). Ceci prouve
que le probléme (2.1) est bien posé.

(i) = (iv) : avec le théoréme de représentation de Riesz, introduisons l'isométrie Iyw+_w €
L(W*, W) définie par (Iw+_ww,w')w = (w,w'), V(w,w") € W*x W. Définissons ensuite l'opérateur
T := Iw+_w o A. Par hypothese, T est un isomorphisme de £(V, W). Pour tout v € V, on a

a(v,Tv) = (Av,Tv) = (Fw—w © Av, Tv)w = || Tolly = [lol3/IIT7H*.

Ceci montre que la forme a est T-coercive. [

Remarque 2.1.5 Supposons W = V. Si une forme sesquilinéaire est coercive alors elle vérifie une
condition de stabilité. Dans ce cas, il est facile de déterminer un isomorphisme T tel que a soit
T-coercive. Il suffit en effet de prendre T= Iy. En résumé, on peut dire qu’une forme sesquilinéaire
est coercive si, seulement si elle est Iy -coercive.

Remarque 2.1.6 Supposons W =V,

Si la forme a est hermitienne, c’est-d-dire si elle vérifie a(v,w) = a(w,v) pour tout v,w € V, alors
la condition de stabilité (2.3) est suffisante pour assurer le caractére bien posé du probléme.

Dans le méme esprit, pour une forme hermitienne a, la Définition 2.1.3 peut se simplifier en : a(-,-)
est T-coercive s’il existe un opérateur continu T : V — 'V tel que

Ja >0 telle que |a(v,Tv)| > allv||¥, pour toutv € V.

En d’autres termes, le fait que T soit bijectif n’est pas nécessaire. En effet, la condition précédente
implique que T est injectif. De plus, pour tout v € V \ {0}, on a

la(v, Tv)| > [v]lv ol > -2
ITo|lv ITolv T

Donce la condition (2.3) est vérifice.

[ollv-

Pour résumer, dans le cas W = V| le théoreme de Lax-Milgram donne une condition suffisante pour
assurer le caracteére bien posé du probléme (2.1), tandis que le Théoréme 2.1.4 fournit une condition
nécessaire et suffisante qui s’écrit :

— ou bien la forme a vérifie une condition de stabilité et im A = V*;

— ou bien la forme a est T-coercive.

2.1.3 Approximation de la solution

Supposons le probleme (2.1) bien posé. Intéressons-nous a l'approximation de la solution wu.
D’apres le Théoréme 2.1.4, il existe un opérateur T € L(V, W) tel que la forme a soit T-coercive.
Introduisons (V) et (Wp), deux suites d’espaces vectoriels de dimension finie. Le parameétre h,
destiné a tendre vers 0, prend des valeurs strictement positives. De plus, si n(h) désigne la dimension
de Vp, alors on a lim,_,gn(h) = +oo, de sorte que Vj, « approche » V. Nous supposons que cette
propriété est également vérifiée pour la suite d’espaces (Wp,)y,. Lorsque, pour tout h, Vi, C V et
W, € W, Papproximation est dite conforme. Dans la suite, nous ferons toujours cette hypothese.
Pour un exemple d’approximation non conforme, nous renvoyons le lecteur a [52], article dans
lequel les auteurs développent une technique d’approximation basée sur une méthode de Galerkin
discontinu.
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Discrétisation naturelle

La discrétisation naturelle du probléme (2.1) conduit & introduire le probleme

Trouver uy, € Vy, tel que

2.5
ap(un, wp) = (fn,wp), Ywp € Wy, (25)

avec des formes discretes ay, et f; (possiblement) différentes respectivement de a restreinte a Vi, x Wy,
et f restreinte & Wp. Sous forme d’opérateur, ce probleme s’écrit

T 1
rouver up € Vp, tel que (2.6)

Apup, = fp, dans Wy,

avec Ay, € L(Vy,, W) défini par (Apvp, wy) = ap (v, wy) pour tout (v, ws) € Vi, X Wy,
Ci-dessous, nous étudions la question du caractére bien posé du probléme approché (2.5) et nous
établissons des estimations d’erreur. Pour que le probleme (2.5) soit bien posé, il est nécessaire que
la condition dim V};, = dim Wy, soit vérifiée : nous ferons toujours cette hypothese.

Définition 2.1.7 La famille de formes sesquilinéaires (ap)p, est dite uniformément V5, x Wp-stable
St

E‘OCT >0, Vh >0, Vo, € Vp, sup M

> o|vpllv. (2.7)
wnewW\{0}  llwnllw

Comme pour le probléme continu, nous écrivons une condition a priori intermédiaire.

Définition 2.1.8 La famille de formes sesquilinéaires (ay,)y est dite uniformément Tj,-coercive si!

304*,5* > 0, Vh > 0, E|Th € [I(Vh,Wh), V’Uh < Vh, \ah(vh,Thvh)\ > Oé*H?}h”%/ et ”Th” < B*. (2.8)

Introduisons ensuite pour tout h > 0 et tout vy € Vyp,

Consyp = sup I = Fnwn)] (2.9)
wnew\for  llwnllw

Consgp(vy) = sup (@ = an)(vn, wn)| (2.10)
wh €W R\{0} [[wn[lw

Nous qualifierons ces termes de termes de consistance car ils mesurent ’écart entre les formes
exactes (resp. a et f) et les formes approchées (resp. aj et f). On peut obtenir des estimations
d’erreur mettant en jeu ces termes de consistance. Le Théoréeme 2.1.4 prouve que le probleme (2.5)
est bien posé dans Vj; x Wy,. Lorsque ay, est égale a a restreinte a Vy x Wy, pour tout h > 0,
classiquement, on utilise le lemme de Fortin (voir [32, 77]) pour montrer que la famille (ap);, est
uniformément Vj; x Wj-stable et pour obtenir des estimations d’erreur. Avec nos notations, ce
lemme s’énonce ainsi : a est uniformément V;, x Wp,-stable si et seulement s’il existe 8 > 0 tel que,
pour tout h > 0 et tout v € V, il existe II(v) € V}, tel que

a(y(v),wp) = a(v,wp), Ywp € Wi et Hu(v)]v < Bllv]lv.

Ci-dessous, nous proposons une approche alternative pour prouver que la famille (ay,);, est unifor-
mément Vj X Wp-stable, basée une fois de plus sur la théorie de la T-coercivité.

Théoreme 2.1.9 (Caractére bien posé du probléme discrétisé) Sidim Vj, = dim Wy, et si
la famille de formes sesquilinéaires (ap)n est uniformément bornée, alors les trois assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. Notons que si Ty, vérifie |an(vn, Tahon)| > o*||lvn||3 pour tout v, € Vj, alors Ty, est injectif. Puisque V5, et Wy,
sont de dimension finie avec dim V;, = dim Wp,, on déduit que T, est un isomorphisme.
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) e probleme (2.5) est bien posé et (A, ") est uniformément borne ;
) le probléme (2.5) est bi et (A} iformément borné
(ii)  la famille (ap)p est uniformément Vi x Wy,-stable ;

(iii) la famille (ap)p est uniformément Tp,-coercive.

De plus, si l'une des conditions ci-dessus est satisfaite, alors Uerreur |[u — up||v est bornée par

llu — up|lv < Cvilel\f/ (Ilv = vp||v + Consygp, + Consg p(vp)) (2.11)
h h

avec C := max (L llall 1) > 0 indépendante de h.

aT’ a

Preuve. (i) = (iii) : définissons T}, := Iwzﬁwh 0A; ou Iwhﬁw; est I'isométrie de W; dans Wy,. La
famille de formes (ap)y est uniformément bornée. Par conséquent, la famille (Tp)p, Uest également.
Par ailleurs, puisque (A,:l)h est uniformément bornée, il existe une constante C; telle que, pour
tout h > 0, ||T; || < C1. Pour tout vy, € Vi, on a alors

1

an (0, Thon) = (Anvn, Twop) = || Thonllly > C?th\l%/-
Ceci prouve que la famille (ap)y est uniformément Tp-coercive.
(iii) = (ii) : pour v, € Vi \ {0}, on a
ap, (v, w ap(vp, Tho vpl? ar
i > il > o e > 5 ol

Ainsi, (ap)p est uniformément Vj, x Wp,-stable.

(i) = (i) : D’apres le Théoreme 2.1.4, si la famille (ap)p est uniformément V;, x Wy-stable,
le probléeme (2.5) est bien posé. De plus, la famille (Agl) est uniformément bornée. En effet,

-1
1A FIE< W1 et
Maintenant, concentrons-nous sur lestimation d’erreur. Par hypotheése, (2.7) est vraie pour
un certain o > 0. Etant donnée vy, € Vy, il existe wy, € Wy, tel que

ail|up — vnllvllwnpllv - < |ap(up — v, ws)]|, et on peut vérifier que

ap(up — vp,wp) = (fo— frwn) +alu —vp,wp) + (@ — ap)(vn, w).
11 suit 1
|un = vnllv < oTT(CO”Sf’h + llall lu = vpllv + Consa n(vs)),
ce qui conduit & (2.11), puisque ||u — up|lv < |Ju — vpllv + ||Jun — vnllv. ]

Corollaire 2.1.10 Supposons qu’il existe un isomorphisme T € L(V, W) tel que (v,v") — a(v, Tv")
soit coercive sur VX V. Supposons aussi TV, C Wy, et limp_q ||an, — al| = 0. Alors, la famille (ap)n
est uniformément Ty-coercive pour h suffisamment petit de sorte que l’estimation d’erreur (2.11)
est vraie.

Preuve. En effet, on a, en notant T, = T}y,

|an(0n, Thon)| = la(vn, Top) = (an — a)(on, Ton)| > (@ = [lan — a|| | T]])||va |-
Il suffit alors de prendre hg assez petit pour avoir |lap, — al| || T|| < a pour tout h €]0; ho). [ |
Remarque 2.1.11 Bien entendu, si la forme a est T-coercive, si TV C Wy pour tout h > 0 et si

ap, est égale a la restriction de a a4 Vi, x Wy, alors la famille (ap)p est uniformément Ty,-coercive.
Dans ce cas le probléme (2.5) est bien posé pour tout h > 0 et lestimation d’erreur (2.11) est vraie.
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Discrétisation de la forme coercive

Présentons une seconde méthode pour approcher la solution du probléme (2.1) que nous supposons
bien posé. D’apres le Théoreme 2.1.4, il existe un opérateur T € L(V, W) tel que la forme a soit
T-coercive. La forme a : (v,v") — a(v, Tv') est sesquilinéaire continue et coercive sur V x V. Par
conséquent, & condition que Iopérateur T soit connu explicitement?, au lieu de résoudre le probléme
(2.1) directement, on peut résoudre le probleme équivalent

Trouver v € V tel que

a(u,v) = (f,v), YweV, (2.12)

ott f € V* est définie par v — (f,Tv). En effet, étant donné V;, un sous-espace de V, on peut
résoudre le probleme approché

Trouver uy € Vy tel que

~ 2.13
an(up,vp) = (fn,on), Yoy € Vp. (2.13)

Ci-dessus, les formes sont définies par
an(vn, wn) = an(vn, Twp) et (fr,wn) = (fr, Twa), Vup, wp, € V.

On peut alors utiliser le lemme de Céa (si ap = ajv, x(1v,) fn = firv,))) ou plus généralement le
premier lemme de Strang pour obtenir une estimation d’erreur qui s’écrit

lu—up|lv < C inf {Hu —vpllv + Consj, + C’onsa,h(vh)} . (2.14)
vRLEVR ’

Dans 'estimation précédente, C' > 0 est indépendante de h et de la donnée f. Les termes de
consistance sont respectivement définis, pour tout h > 0 et tout v, € Vj, par

CO’]’LSf’:h = Sup w, COnSd’h(Uh) — Sup |(a’ - a/h)(’U}h wh)|
’ wpeVR\{0} HwhHV wy €V, \{0} ”whHV

Remarque 2.1.12 Dans ce cas simple, on approche directement le probléme (2.1) dans Vi x (TV},).

Comparaison entre les deux méthodes d’approximation

D’un point de vue pratique, il y a une différence fondamentale entre ce que nous appelons la
discrétisation « naturelle » et la discrétisation de la forme coercive. En effet, pour la discrétisation
naturelle, I'isomorphisme T est simplement un outil théorique et son action n’est pas implémentée
dans le code de calcul. A Dinverse, la discrétisation de la forme coercive nécessite la discrétisation de
T. L’avantage de cette derniere approche réside dans le fait que la démonstration de la convergence
de la méthode est obtenue directement.

2.2 Application au probléme de transmission scalaire : caractére
bien posé

2.2.1 Notations

Revenons au probléme de transmission scalaire entre un matériau positif et un matériau négatif
que nous avons étudié dans le Chapitre 1. Rappelons-en les caractéristiques principales. Donnons-
nous € un domaine borné de R? tel que Q = Q7 U Qy, ot Q; et Qs sont deux domaines vérifiant

2. Par « T est connu explicitement », il faut entendre que I'action de T sur les éléments v, € Vj, peut étre calculée
facilement.
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Q1 NQ2 = (. Nous supposons que les frontieres 99, 91 et 90 sont des polygones (connexes). Pour
k = 1,2, introduisons I'y := 9Q N 9. Nous appelons interface 'ensemble ¥ := 901 \I'y = 0Q2\I's.
De facon générale, si O est ouvert de R?, nous notons (-,-)o les produits scalaires de L2(0O) et
(L2(0))?, et || - ||o les normes associées.

Le probléme que nous étudions est le suivant

Trouver u € H}(Q) tel que
a(u,w) = (f,w), VYw € H})

Trouver u € H}(9) tel que

< —div (cVu) = f dans H~1(Q) °

(2.15)
avec a(u,w) = (oVu, Vw)gq. Ci-dessus, H}(2) désigne I'ensemble des éléments de H!(Q) dont la
trace est nulle sur 9€) tandis que H~1(9) note le dual topologique de H{(Q) : H~1(2) := H}(Q)*.
En d’autres termes, avec les notations que nous avons déja introduites dans ce chapitre, nous avons
V =W = H}(Q) et V* = H1(Q2). Nous notons || - [[v = || - |lw = [V - |lo- Pour k = 1,2, on a
Vi == {vjq, : v e Hy(Q)} muni de la semi-norme ||v||y, := ||[Vo|lq,. Nous utiliserons de nouveau
les espaces d’« opérateurs de transfert »

R1:={Ry € L(V1,V2) | Rivi]s, = vi]s, Vo1 € V1}
et Ro:= {RQ S ﬁ(Vg,Vl) ‘ RQ'UQ‘E = 1}2’2, Yvg € Vg}.

Pour simplifier la présentation, nous supposerons que o1 := 0|, et 02 := g, sont des constantes
vérifiant o1 > 0 et oo < 0. De fagon générale, pour toute fonction mesurable v, nous définissons
v =), k=1,2.

Définition 2.2.1 Nous appelons contraste le rapport k, := 03/07.

2.2.2 Exemples

¢ EXEMPLE DE LA CAVITE. Nous illustrons ci-dessous, sur un cas pratique, la différence entre les
résultats fournis par les Théoréemes 1.1.2 et 1.4.2. Rappelons que le Théoréme 1.1.2 fournit une
condition suffisante pour que 'opérateur A : u + —div(cVu) soit un isomorphisme de H}(2) dans
H~1(Q). Le Théoréme 1.4.2 donne un critére pour que A soit Fredholm d’indice zéro.

Considérons la cavité (voir la Figure 2.3) définie par Q2 := {(z,y) €]—a; b[x]0; 1[}, Q1 :=]—a;0[x]0; 1]
et Q9 :=]0;b[x]0; 1] avec a > 0 et b > 0. L’interface ¥ est alors égale au segment {0} x]0; 1[. Sans
perte de généralité, nous supposons a > b. On traite le cas a < b en échangeant les roles de ; et
de QQ.

e D’apres le Théoreme 1.4.2 (ici Sy = ngt = (), Vopérateur A est Fredholm d’indice 0 deés
lors que Kk, = 03/01 # —1.

e Lorsque Kk, = —1, I'opérateur A n’est pas de type Fredholm. En particulier, si a = b, on a
dim ker A = oo. Maintenant, supposons a # b. Prouvons que A est injectif. Considérons u un
élément de kerA. Définissons e := u; — ug o s sur | — b;0[x]0; 1] avec s(z,y) = (—z,y). Cet
élément e satisfait les équations suivantes :

Ae =0 dans |—b;0[x]0;1[; e=0 sur ¥ et 0J,e=0 sur X.

Remarquons que 010,u; = 020;us sur ¥ et donc dze = 0 sur X. Notons que ce résultat
n’est vrai que parce que kK, = —1. Le théoréme de Holmgren (voir le lemme 4.15 dans [117])
implique e = 0 dans | — b;0[x]0; 1[. Puisque ug = 0 sur {b}x]0;1[, on déduit u; = 0 sur
{—b}x]0; 1[. Définissons Q :=] — a; —b[x]0; 1[. On a Auy = 0 dans Q et u; = 0 sur IQ. Par
conséquent, u; = 0 sur 2. Toujours en vertu du théoréme de Holmgren, cela prouve u = 0
dans Q. Ainsi, lorsque k, = —1 et lorsque a # b, A est injectif. Puisque A n’est pas de type
Fredholm, on déduit que im A n’est pas fermée dans H=1(Q).
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e Etudions les configurations pour lesquelles A est un isomorphisme. Pour cela, introduisons les
opérateurs Ry : Vi — Vy et Ry : Vo — V; tels que

(Riv1)(z,y) = vi(—az/b,y) et (Rov2)(z,y) = {vg(—x,y) si-bsw . (2.16)

0 sinon

pour tout v1 € Vi, v2 € Vo. On a Ry € Ry, Ry € Ro, ||R1||? = a/b et |Rs||> = 1. Par
conséquent, d’aprés le Théoréme 1.1.2, A est un isomorphisme de H}(Q2) dans H=1(Q) deés
que Ky ¢ [—1;—b/al.

e Pour cette géométrie particuliere, on peut étudier plus précisément la question de I'injectivité
de A quand k, €] — 1;—b/a] (a # b). Considérons u un élément de H{(€2) tel que Au = 0. Le
couple (u1,uz) vérifie les équations

Aup = 0 dans Qq; U] — U = 0 sur;
Aus = 0 dans Qo; 010zu1 — 090,us = 0  sur X.

En décomposant u; et ug en série de Fourier (la famille de {y — sin(nmy)}>2, est une base
de L2(]0; 1])), on obtient

(e 9] o0

ui(z,y) = Z uf sinh(nm(z + a))sin(nry) et  wa(x,y) = Z uy sinh(nm(z — b)) sin(nmy),

n=1 n=1

ol u} et uy sont des constantes. De plus, les conditions de transmission impliquent,

ul sinh(nma) = —ufsinh(nnb)

vn e N, uloyicosh(nma) = wubhogcosh(nmb)

(2.17)

Pour chaque n € N*, il existe une solution non triviale au systeme (2.17) (en (uf,u3)) si et
seulement si

tanh(nmb)

o9 sinh(nma) cosh(nmb) + o1 sinh(n7b) cosh(nma) = 0 & ~tanh(nma)

= Ko

En conséquence, A est un isomorphisme de H}(2) dans H™'() si et seulement si
ko ¢ {—tanh(nnb)/tanh(nmra), n € N*} U {—1}.

Pour n € N* et K, = —tanh(nnd)/tanh(nma), l'opérateur A est Fredholm d’indice zéro
avec un noyau de dimension égale a un. La fonction ¢,, définie par

sinh(nm(z + a)) sin(nmy) sur
on(x,y) = sinh(nma)

- M h _ .
Sinh () b (@ = b)) sin(nmy) - sur s

constitue alors une base de ker A.

Remarque 2.2.2 La fonction g : z — —tanh(z7b)/tanh(zmwa) est continue, strictement
décroissante sur Ry (pour a > b) et g(1) = —tanh(nb)/tanh(wa) < —b/a tandis que
lim, 100 9(2) = —1.

¢ EXEMPLE DU COIN INTERIEUR. Considérons la géométrie de la Figure 2.4. Plus précisément,
définissons Q :=] — 1; 1[x] — 1; 1[, Q9 :=]0; 1[? et Q1 := Q\Qp. D’apres le Théoreme 1.4.2, I'opérateur
A est Fredholm d’indice 0 dés que k, = o2/01 ¢ [—3;—1/3]. Comme dans [129], introduisons les



54 Chapitre 2. Etude numérique du probléme scalaire

L
v

A est un isomorphisme de H}(2) dans H=1(9)

| A est Fredholm d’indice 0 avec un noyau de dimension 1

® A n’est pas de type Fredholm

F1GURE 2.1 — Résumé des propriétés de lopérateur A pour la cavité en fonction de la va-
leur du contraste k, € C*. Pour cette cavité a > b et les points en vert sont situés en
(—tanh(nmb)/ tanh(nmra),0) avec n € N*.

opérateurs R; : Vi — Vo et Ry : Vo — Vy tels que

(Riv)(x,y) = vi(—z,y) +vi(x,—y) —vi(—x,—y) pour vy € Vy; (2.18)

va(—z,y) sur | — 1;0[x]0; 1]
(Ravo)(x,y) = 1§ va(z,—y) sur 0; 1[x] — 1;0[ pour vy € Va. (2.19)
vo(—z,—y) sur]—1;0[

Ona Ry € Ry, Ry € Ra, ||R1||? = 3 et || Ra||? = 3. Ainsi, d’aprés le Théoréme 1.1.2, A est en fait un
isomorphisme de H}(2) dans H~1(Q) dés que k, = 02/01 ¢ [~3; —1/3]. Le Théoréme 1.5.5 prouve
lui que A n’est pas de type Fredholm lorsque x, €] — 3; —1/3[.

VT T TTmmmm e e e e e e b
|
: A I
| : |
| |
L r Saodilhacaccacasascacaacad - :
1
1 -3 -1 -1 / 3 :0 [
1
: .
: A est un isomorphisme de H}(2) dans H1(9) :
: B A nest pas de type Fredholm :
1 1

FIGURE 2.2 — Résumé des propriétés de 'opérateur A pour le sommet intérieur de la Figure 2.4 en
fonction de la valeur du contraste x, € C*.

2.2.3 Régularité de la solution

Jusqu’a la fin de ce chapitre, nous supposons le probléme (2.15) bien posé. Considérons un terme
source dans L2(2). Nous nous concentrons donc sur le probléme

Trouver u € H}(9) tel que (2.20)
a(uvw) = (f?w)ﬂa Vw € H(l)(Q) .

Résumons ici quelques résultats concernant la régularité de la solution u € H(2) du probléme
(2.20). Nous les démontrerons dans le Chapitre 3. Nous les énongons ici car ils seront utiles pour
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établir les estimations d’erreur. Classiquement (voir [109, volume 1, chapitre 2], [88, théoréme 2.1.3]
et, pour I’étude au voisinage des sommets extérieurs, [88, théoréeme 2.1.4]), on a le résultat de
régularité intérieure suivant.

Proposition 2.2.3 Soit O un ouvert de Q) tel que O ne rencontre pas l'interface ¥. Alors la solution
u du probléme (2.20) appartient ¢ H5(0), avec l’estimation

[ullgres oy < Cllif Ml

ot la constante C' est indépendante de f, et s €]0;1] dépend uniquement de l'ouverture des coins
situés sur la frontiére3.

Au voisinage de l'interface, 'opérateur v +— —div (cVv) n’est plus elliptique et les résultats de
régularité ne sont pas classiques. Cependant, les techniques usuelles basées sur les transformées de
Fourier et de Mellin peuvent encore étre utilisées (cf. Chapitre 3). En particulier, dans un voisinage
de la partie réguliere de I'interface, on peut prouver que u est localement H? de part et d’autre de
Y. Plus précisément, on a la

Proposition 2.2.4 Supposons k, = 09/01 # —1. Considérons un ouvert O de Q tel que O C Q) et
O ne rencontre aucun coin de . Alors la solution u du probléme (2.20) est telle que uy, € H2(ONQ,),
k=1,2, avec l'estimation

lutllgz(onan) + lu2llazionay) < C 1 fllq -

Au voisinage d’un coin de 3, la régularité de u dépend a la fois de la géométrie et de la valeur du
contraste. Encore une fois, nous détaillerons tout ceci dans le Chapitre 3. Cependant, pour résumer,
puisque nous avons supposé le probléme (2.15) bien posé, indiquons qu’il existe s €]0;1] tel que
up, € HIT(ONQy), k = 1,2, avec I'estimation

lutllges onay) + luellgesona,) < C Ifllq -

Il est important de mentionner que s > 0 peut étre arbitrairement petit, selon le contraste et la
géométrie de l'interface. Bien entendu, cela aura des conséquences sur les vitesses de convergence
des méthodes d’approximation. Ceci dit, nous pouvons poursuivre.

2.3 Application au probléme de transmission scalaire : approxima-
tion de la solution avec une hypothése sur le maillage

Ci-dessous, nous proposons une méthode d’approximation simple de la solution du probléeme
(2.15) basée sur ’élément fini de Lagrange P;. Nous établissons en outre des estimations d’erreur.
Pour améliorer ces dernieres, nous pourrions utiliser des méthodes de raffinement de maillage ou
employer des éléments finis d’ordres plus élevés. Cependant, nous ne nous attarderons pas sur ces
points.

2.3.1 Approximabilité

Considérons (7;,)x une famille de triangulations réguliere de 2. Nous supposons que pour tout
triangle 7, on a 7 C 21 ou bien 7 C )s.
Définissons la famille d’espaces de dimension finie

V= {U € HL(Q) tel que v|, € Py(7) pour tout 7 € E} ,

3. Si Q est convexe ou si O ne rencontre aucun coin de 0f2, alors on peut prendre s = 1.
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ou P1(7) est I'espace des polynémes de degré 1 sur le triangle 7. Considérons la famille de problémes
(indexée par h)
Trouver up, € Vy, tel que

G(Uh,’wh) = (f, ’wh)Q, Ywy, € V. (221)

Définition 2.3.1 Nous dirons que la suite (Vy) satisfait la propriété d’approximabilité si

voenb@), i (it ool ) =0

Définition 2.3.2 Pour T € L(H{(?)), nous dirons que les maillages (Ty)n sont T-conformes si
TV}, C Vy, pour tout h.

2.3.2 Approximation numérique : maillage T-conforme

Nous souhaitons appliquer le Corollaire 2.1.10 pour obtenir des estimations d’erreur. Dans cette
optique, nous avons besoin de T-coercivité sur Hj(£2) avec un isomorphisme T : H}(2) — H{(Q2) tel
que TV, C Vy,.

o EXEMPLE DE LA CAVITE. Nous considérons ici la géométrie de la Figure 2.3 : Q := {(z,y) €
] —2;1[x]0; 1]}, Q1 :=] — 2;0[x]0; 1] et Q9 :=]0; 1[x]0; 1[. Nous supposons les maillages symétriques
par rapport a ¥ := {0}x]0;1[. Comme nous I'avons fait dans le Chapitre 1, travaillons avec les
opérateurs Ty, Tz tels que pour v € H}(Q),

, (2.22)

Tip = V1 dans €  Top = v — 2Rov9  dans €
= —v9 + 2R1U1 dans QQ ’ 2= —V9 dans Qg

ou R; et Ry sont respectivement des éléments de R; et Ro. Intéressons-nous a la situation k, < —1.
L’opérateur Ty défini en (2.22) a partir de Ry introduit (2.16) est tel que ToVy, C V. Ceci vient du
fait que nous supposons les maillages symétriques par rapport a l'interface. Par conséquent, d’apres
le Corollaire 2.1.10, le probléme (2.21) est bien posé pour chaque h > 0. De plus, on a Iestimation
d’erreur

lw = unllgy ) < ChIlfla;

car, dans cette situation, uj € H2(), k = 1,2, d’aprés la Proposition 2.2.4.

Le méme résultat peut étre obtenu lorsque —1/2 < k, < 0 en utilisant un maillage ad hoc et en
travaillant cette fois-ci avec Tj.

Par contre, pour k, €] —1; —1/2]\{— tanh(nr)/tanh(2nm), n € N*}, nous ne pouvons pas conclure
car nous n’avons pas a notre disposition d’opérateur explicite T tel que a soit T-coercive.

o EXEMPLE DU SOMMET INTERIEUR. De nouveau ici, Q :=] — 1;1[x] — 1;1[, Qo :=]0;1[? et
Q1 := Q\Qs. En travaillant avec le maillage de la Figure 2.4, on prouve que le probléme (2.21) est
bien posé pour chaque h > 0 dés que Kk, = g2/01 ¢ [—3; —1/3]. De plus, on a l'estimation d’erreur

[u = unllgy@) < CR°[flla; (2.23)

avec 0 < s < 1 qui dépend uniquement du contraste (car Pangle du sommet intérieur a été fixé).

2.3.3 Approximation numérique : maillage localement T-conforme

Dans les applications du paragraphe précédent, nous avons travaillé avec des opérateurs T de la
forme
U1 dans 4 v1 — 2Rovo  dans
Tiv = ;o Tov =
—v9 +2Riv;  dans Q9 —9 dans Q9



2.3. Approximation avec une hypothése sur le maillage 57

AN
/|
N
/|
N
/
N

CINVIN NN
CINEINEINFIN
NNV NN

FIGURE 2.3 — Maillage « symétrique » pour la  FIGURE 2.4 — Maillage « symétrique » pour le
cavité. sommet intérieur.

avec Ri € Ry, Ry € Ra. Dans cette section, nous imposerons en plus Ry € L(L?(21),L2(Q2))
et Ry € L(L2(£2),L2(21)). Notons que cette propriété est vérifiée pour les opérateurs de transfert
géométriques que nous avons introduits jusqu’a présent. La question que nous souhaitons considérer
ici est la suivante : peut-on affaiblir les hypotheses du Corollaire 2.1.10 pour prouver un résultat de
convergence lorsque T{Vy ¢ Vy, ou ToVy, ¢ Vi, 7 Nous allons voir que 'on peut encore montrer des
résultats de convergence lorsque le maillage est simplement localement Ti-conforme, £k = 1 ou 2.
Commencons par clarifier cette notion. Introduisons I, 'opérateur d’interpolation classique tel que
Ip(v) = Z;Z(lh) v(a;)p; pour tout v € €°(Q). Ici, (@i)i=1..m(n) sont les nceuds (incluant les noeuds
du maillage situés sur la frontiere) et ¢;, ¢ = 1...m(h), sont les fonctions de base qui vérifient
@i(a;) = d;5. Définissons

TIOCU L U1 dans Ql . TIOCU L U1 — 2Ih(X)R2’U2 dans Ql
=) —wg + 20, (x)Rivr dans Qo 7 2T T ) dans Qy ’
olt Y € (9, [0;1]) est une fonction de troncature telle que x = 1 dans un voisinage de ¥ (c’est-
a-dire qu’il existe un ouvert non vide V de R? tel que ¥ C Vet x = 1 sur V).

Définition 2.3.3 Pour k = 1,2, nous dirons que les maillages sont localement Ti-conformes si
Tff,f\/'h C Vp, pour tout h plus petit qu’un hg > 0 donné.

Proposition 2.3.4 Supposons que la forme a soit Ty-coercive, que les maillages soient localement
Ti.-conformes et que la propriété d’approximabilité soit vérifiée. Alors, pour h suffisamment petit, il
existe une et une seule solution up au probléme (2.21) avec l’estimation

lu = unllm@) < C inf flu—vnllu ), (2.24)
0 VR EVh 0

ou C' > 0 est une constante qui ne dépend ni de h ni de f.

Preuve. Supposons que a soit Ty-coercive et que le maillage soit localement Ti-conforme. Montrons
que la famille (ap), définie par ap(vp, wp) = a(vp, wp) pour tout vy, wp € Vj est uniformément
V}, x Vy-stable, pour h suffisamment petit.

Pour ce faire, nous allons d’abord prouver 'estimation, pour h assez petit,

aun, T0un)| > CillunlZy o) — Collunlligoplunllen — Vun € Vi, (2.25)
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ou Ci > 0 et Cy > 0 sont deux constantes indépendantes de h. Définissons 'opérateur intermédiaire
Tlo¢ € L(H{(Q)) tel que pour tout v € HY(Q),

plocy, . ] V1 dans
L7 ) —vg 4 2yRivy dans

Pour v € H}(2), on a

a(v, T) = (|o|Vv, Vv)a — 2(|o2| Ve, V(XRiv1))a,

2.26
= (‘U‘V’U, VU)Q — 2(’02|XV1)2, V(Rlvl))92 — 2(‘02|V’02, (Rlvl)VX)QZ. ( )

Puisque 0 < x <1 et puisque a est Ti-coercive, en utilisant une inégalité de Young comme dans la
preuve du Théoréme 1.1.1 du Chapitre 1, on obtient ’existence d’une constante C3 > 0 telle que

’a(% Tllocv) + 2(|O’2‘V'U2, (Rl?)l)vx)g2| Z CgH’UHZH(l)(Q) (2.27)
Par ailleurs, puisque Ry € £(L?(),L2(£2)), on peut écrire
2[(|o2|Vz, (R101)VX)a,| < Callvllmyollvlia- (2.28)

En injectant (2.27) et (2.28) dans (2.26), on trouve

1
la(v, T0)| > Csllol3y g — Callo gy 1ol

On observe alors que, pour v, € Vy, on a

1 1
(aon T0,) — a(vn, T§C0n)] < Csllx — In(30) wreeoy lonly oy < Cohlx ey lonly oy

d’apres le corollaire 1.109 de [77]. Ainsi,
1
|a(vn, i vm)| = (Cs = Colxlwe.oe @) M) 1vnllfis ) — Callvnlluy oy lonllo:

et (2.25) est vraie pour h suffisamment petit.

L’estimation (2.25) sera outil qui va nous permettre de montrer que la famille (ap), est uni-
formément Vj, x Vp-stable. Raisonnons par I’absurde et supposons que cette derniére propriété ne
soit pas vraie. Il existe alors une suite d’espaces (V});, et une suite d’éléments (vp)p, avec vy, € Vp,
telles que

lvnllm) =1 et sup la(vn, wn)] < Uh, avec lim pp = 0. (2.29)
0 h—0

wrEVE\{0} ”whHH})(Q)

Puisque (vy)n est bornée dans Hj(Q) et puisque I'injection de H{(Q2) dans L2(Q) est compacte, il
existe v dans H}(€2) tel que (vy)n converge fortement dans L2(Q) et faiblement dans H!(f) vers
v. De fagon usuelle, grace a la propriété d’approximabilité, on montre que v satisfait le probleme
homogene. Par conséquent, la fonction v est nulle. En utilisant (2.25) et I'uniforme continuité de la
famille (Tlﬁf) n, on déduit que, pour h assez petit, on a

C1 — Callvplla < Crpup,

ou C1, C et C7 sont trois constantes strictement positives indépendantes de h. Puisque (||vp||q)n et
(1) n tendent vers 0, nous sommes conduits a une absurdité. Ainsi, la famille (ay,);, est uniformément
V3, x Vj-stable pour h assez petit et le Théoréme 2.1.9 assure que les problémes (2.21) sont bien
posés avec l'estimation (2.24). On procede de la méme fagon en travaillant avec Ty quand a est
To-coercive et quand le maillage est localement To-conforme. ]
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FIGURE 2.5 — Maillage localement « symé-  FIGURE 2.6 — Maillage localement « symé-
trique » pour la cavité. trique » pour le sommet intérieur—bis.

Remarque 2.3.5 Il suffit d’avoir limy,_g (|X|W2,00(Q)h> = 0 dans la preuve de la Proposition 2.5.4.
Par conséquent, on peut autoriser a la fonction x de varier avec h. Ainsi, on peut affaiblir la
condition de T-conformité pour le maillage : on a simplement besoin que le maillage soit T-conforme
dans un voisinage de Uinterface dont l’aire tend vers 0 en h' pour un certain t €]0;1/2].

¢ EXEMPLE DE LA CAVITE AVEC UN MAILLAGE LOCALEMENT SYMETRIQUE (FIGURE 2.5). Consi-
dérons une famille de maillages, comme sur la Figure 2.5, symétriques par rapport a X, dans la
région | — 0.25;0.25[x]0; 1[. La valeur 0.25 est choisie arbitrairement. De nouveau, 2 := {(z,y) €
| —2;1[x]0; 1[}, €4 :=] — 2;0[x]0; 1] et Q9 :=]0; 1[x]0; 1[. D’apres la Proposition 2.3.4, le probleme
(2.21) est bien posé pour h suffisamment petit deés lors que k, ¢ [—1; —1/2]. De plus, dans ce cas,
on a l'estimation d’erreur

[ = unlly ) < Chllfllo-

o EXEMPLE DU SOMMET INTERIEUR-BIS (FIGURE 2.6). Considérons maintenant la géométrie et
le maillage de la Figure 2.6. Plus précisément, définissons 2 :=] — 2;1[x] — 1;1[, Qg :=]0; 1]? et
01 = Q\Qy. D’aprés le Théoréme 1.4.2, opérateur A est Fredholm d’indice 0 dés que k, =
02/o1 & [~3;—1/3].

En prolongeant l'opérateur R défini en (2.19) par 0 sur | — 2; —1[x]| — 1; 1[, on trouve que A est
un isomorphisme de H}(2) dans H~1(Q2) quand k, < —3, de sorte que le probléme (2.21) est bien
posé pour h assez petit.

Maintenant, supposons —1/3 < k, < 0 et A injectif. Introduisons yo € €*°(R, [0;1]) une fonction
de troncature telle que xo(z) = 1 pour z > —1/2 et xo(z) = 0 pour < —1. Définissons x : (z,y) —
Xo(z). En travaillant avec 'opérateur Ry défini en (2.18) et la fonction x, en utilisant la Proposition
2.3.4, on montre que le probléme (2.21) est bien posé pour h suffisamment petit.

De plus, dans les deux cas (ko < —3 et —1/3 < Kk, < 0, A injectif), I'estimation d’erreur (2.23) est
vraie.

2.4 Application au probléme de transmission scalaire : approxima-
tion de la solution sans hypothése sur le maillage

2.4.1 Approximation numérique : maillage quelconque

Dans ce paragraphe, on souhaite établir un résultat d’approximation dans des configurations
pour lesquelles le maillage n’est ni T-conforme ni localement T-conforme. Dans cette situation,
le Corollaire 2.1.10 et la Proposition 2.3.4 ne permettent pas de justifier le caractére bien posé
des problémes discrets. En d’autres termes, on se demande si on peut construire une famille (Tp)p,
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d’opérateurs discrets tels que la forme a soit uniformément Tj-coercive, au moins pour h assez petit.
Des méthodes ont déja été proposées dans [25] et [129] pour obtenir de tels résultats. La premiére
repose sur un relevement de la trace sur l'interface. La seconde utilise 'opérateur R, = H‘EZ R
ou H;fz désigne l'opérateur d’interpolation de Scott-Zhang [141]. Plus précisément, les auteurs
appliquent l'opérateur d’interpolation de Scott-Zhang respectivement & Rjup (défini sur 9) et
Rouyp, (défini sur ©1), ot Ry € Ry et Ry € Ro. Puisque l'opérateur de Scott-Zhang préserve les
valeurs des fonctions sur la frontiere, on a HfZ(Rluh) = uyp et H‘}fz (Roup) = wuy, sur Uinterface
Y. La principale limitation de cette approche réside dans le fait que son domaine de validité n’est
pas clair a priori : pour une configuration quelconque, pour une valeur donnée du contraste et un
maillage général, on ne peut pas assurer que le probléme discret (2.21) est bien posé, méme pour h
suffisamment petit. Expliquons brievement ou intervient la difficulté. Introduisons les espaces

Vin = {vnla,, vn € Vi}; Von = {vnla,, vn € Vi};

VY, = HL () N Vg V9, = HL(Q2) N V.

Pour tout vij, € Vip, définissons R1,v1, comme 'unique solution du probléeme

Trouver Ryipvip € Vop tel que Ripvrp = vyp sur X et

2.30
(JV(th'I}lh), th)Q2 = (UV(Rl'I}lh), th)QQ, th S Vgh' ( )

Pour tout h > 0, on a [|[Ry]| < C ou C est une constante indépendante de h. Mais il n’y a pas de
garantie pour que infg,, || Ryl soit égal & infg, ||R:||. Par conséquent, on ne peut affirmer que les
problémes discrets (2.21) sont bien posés que sous une condition relativement abstraite.

Remarque 2.4.1 Considérons vy, € Vip. Par construction, (cf. (2.30)), on a Ripvin — Rivip €
H(IJ(QQ). Donc, si de plus Rivip appartient a Vap, on obtient Ripvip, = Ryivip. Pour que cette
propriété soit vraie pour tout vip, € Vi, il est suffisant que le maillage soit T-conforme. D’aprés le
Théoréme 1.1.2, pour retrouver le domaine d’applicabilité du probleme continu (2.15), il faut que
cette propriété soit vérifiée pour R de norme minimale.

2.4.2 Approximation numérique : utilisation de la dissipation

Etant donné v > 0, définissons o := (1 + isigne(c)y)o, et introduisons le probléme approché

Trouver u? € H{(Q) tel que

(07VuY, Vo)g = (f,v), Vo € HY(Q). (2.31)

Nous pouvons voir v comme un parametre modélisant la dissipation du milieu physique. Nous
étudierons les milieux dissipatifs dans le Chapitre 4. Nous justifierons alors le choix du signe de la
partie imaginaire de ¢7. En particulier, nous expliquerons pourquoi nous la considérons positive sur
tout le domaine €.

On vérifie facilement qu’on a I'estimation

|(6"Vv, Vv)q| > min(oy, ‘0’2‘)7”1)”%{(1)(9), Yo € HY(Q). (2.32)

Ainsi, avec le théoréme de Lax-Milgram, on déduit que le probléme approché est toujours bien posé
pour v > 0. Ci-dessous, nous faisons tendre ~ vers 0.

Définissons l'opérateur A7 € L(HE(2), H1(Q)) tel que (A'u?,v) = a”(u”,v) pour tout v € H}(R).
On a

Au = A" & Alu—u?) = (A7 — A)u” & u—u?=A1 (A — A,

Dans cette derniere équation, nous avons utilisé le fait que le probleme (2.15) est bien posé.
En remarquant que |((¢ —o7)Vu, Vv)q| < max(oq, |0'2|)fy||u||Hé(Q)HU||H(1)(Q) pour tout u,v € H}(Q),
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on déduit [|[AY — A|| < max(o1,|o2|)y. Par conséquent, ||u — U’YHH(lJ(Q) < Cl’VHU’YHHé(Q) avec Ch =
| A~ max(oy, |oa]). On obtient alors (1 — Cl’Y)HU’YHHé(Q) < ||U||H3(Q) ce qui prouve que la suite
(uY)4 est bornée. De plus, on a l'estimation

= gy < Corllullig oy < Coll e
Introduisons ensuite une nouvelle approximation du probleme (2.31).

Trouver u; € Vy, tel que

(UVVUZ, VUh)Q = (f, vh), Yup, € Vy,. (233)

D’apres (2.32), le probleme (2.33) est toujours bien posé : les discussions sur le domaine d’applica-
bilité sont superflues. On obtient en outre

Cy .
07 = uplly ) < Bl v;g[h [u” = vnllmy (),

ou (4 est indépendante de v et h. L’inégalité triangulaire permet ensuite d’écrire
= sy < = ey + 7 = oy < Corllflla + 2 inf [l = valy oy
RIHG () = 5(©Q) RIHG(Q) = = a()

Pour conclure, il reste & estimer le terme inf,, cv, ||u” — UhHH(l)(Q). Supposons que 'on dispose d’un
résultat d'uniforme régularité de la forme |u7|g1+s(q,) + [u7[H1+s(0,) < Cs| fllo pour s > 0 et pour
~ suffisamment petit. Ici, C'5 est une constante qui ne dépend pas de . Nous montrerons ce genre
de résultats dans le §4.4 du Chapitre 4. On obtient alors

inf T < Cxh* )
Jnf lu” = vnlliye) < Coh*llfllo

Finalement, on peut optimiser ’estimation d’erreur en choisissant v = 1/CyCs/ C3h®/2. On obtient
alors

Ju = w0 < 23/ ToCi0aH"2] o

Insistons bien. Cette estimation tient dés lors que le probléeme (2.15) est bien posé, sans hypothese
particuliere sur le maillage.

Remarque 2.4.2 Dans [’analyse précédente, mous avons supposé 1 > Civ, ou C; =
| A=Y | max(a1, |oa|). Il peut arriver que la valeur ||[A™Y| soit trés « grande », de sorte qu’en
pratique il est important de choisir un paramétre vy en v = Cg h*/? avec Cg « petit ». Dans ce cas,
on a 1/|A7Y|| > Cs max (a1, |oa|) h*/2 y compris pour des maillages grossiers.

¢ EXEMPLE DE LA CAVITE AVEC UN MAILLAGE QUELCONQUE. Dans cet exemple, nous n’effec-
tuons pas d’hypothése particuliere de symétrie pour le maillage de la cavité Q = {(x,y) €
| = 2;1[x]0;1[}. Rappelons que 1 :=|] — 2;0[x]0;1[ et Qo :=]0;1[x]0;1[. Supposons k, €] —
1; —1/2]\{— tanh(nm)/tanh(2n7), n € N*}. Nous savons que dans ce cas, A est un isomorphisme
de H{(Q) dans H~1(Q).

De plus, d’apres la Proposition 4.4.1 du Chapitre 4, la solution u” du probléme (2.31) satisfait
|7 |f2(0,) + (W |H2(00) < C|l flle, pour « suffisamment petit. Par conséquent, pour une famille géné-
rale de maillages de €2, nous pouvons approcher 'unique solution u du probleme (2.20) par la suite
(u} ). On a alors l'estimation d’erreur

lu — 6}l ) < CVl Fllo

pour h suffisamment petit si nous prenons v ~ Vh.
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2.5 Expériences numériques

2.5.1 Influence du maillage pour ’exemple de la cavité

Considérons la cavité symétrique définie par Q := {(z,y) €] — 1;1[x]0; 1]}, Q1 :=] — 1;0[x]0; 1]
et 9 :=]0;1[x]0; 1[. La Figure 2.7 présente différents types de maillages de ce domaine.
Considérons u € H{(Q2) telle que

(x +1)% = (01 + 02) "1 (201 + 02)(z + 1)) sin(nry)  sur

(014 02) to1(z — 1) sin(ry) sur (2.34)

u(.f, y) =

Définissons alors f := —div(ocVu). On peut vérifier que cette fonction appartient a L2(Q).
Fixons o1 a 1. D’apreés les résultats du §2.2.2, le probléeme (2.20) est bien posé deés lors que
ke # —1 & 01 + 02 # 0. De plus, d’apres les résultats des §2.3.2 et §2.3.3, nous savons que les
probléemes discrets (2.21) sont bien posés (au moins pour h suffisamment petit), pour le maillage
symétrique et pour le maillage localement symétrique. Cependant, jusqu’a présent, nous avons été
incapables de prouver que (2.21) était bien posé, méme pour des h assez petits, pour le maillage
non symétrique. En utilisant la dissipation, on recouvre automatiquement le caractére bien posé
des problemes discrets (2.33). D’apres la Remarque 2.4.2, nous choisissons un petit coefficient de
dissipation 7.

Les Figures 2.8 et 2.9 représentent les résultats numériques pour un contraste k, = o032/01
égal & —1.001, avec un pas de maillage h €]10722;10~%®]. L’erreur relative, pour les normes H}(Q2)
et L2(Q), est reportée en échelle log-log, avec a I'ordre de convergence. Nous observons que toutes
les approches :

— discrétisation naturelle pour des maillages symétriques;

— discrétisation naturelle pour des maillages localement symétriques;

— discrétisation naturelle pour des maillages non symétriques ;

— discrétisation avec dissipation et maillage non symétrique;
convergent vers la solution exacte, bien que le contraste choisi soit proche de —1. L’ordre de conver-
gence le plus faible, en O(\/E), comme escompté, est observé pour la discrétisation avec dissipation.
Par ailleurs, la discrétisation naturelle avec des maillages symétriques ou localement symétriques
converge avec la vitesse a attendue, a savoir en O(h) pour la norme Hj(€2) et O(h?) pour la norme
L2(Q2), ce dernier résultat étant une conséquence du lemme d’Aubin-Nitsche (cf. [77]).

Pour améliorer la vitesse de convergence de ’approximation utilisant la dissipation, on peut augmen-
ter Pordre des éléments finis utilisés (par exemple, éléments finis P» ou P3), couplé a un coefficient
de dissipation adapté. En notant m € {1,2,3} le degré de 1’élément fini, on prend ~,, ~ h™/2 pour
trouver une convergence en O(h™/?) (en effet, ici, la solution est réguliere de part et d’autre de
I'interface). Les résultats sont présentés sur la Figure 2.10 : encore une fois la méthode se comporte
comme prévu.
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FIGURE 2.7 — Maillages pour la cavité :

maillage non symétrique (en haut, a gauche) - maillage

symétrique (en haut, & droite) - maillage localement symétrique (en bas, au centre).
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FIGURE 2.8 — Erreurs relatives (norme H}(Q2)) pour différents maillages de la cavité.
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Erreurs relatives (norme L2)
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FIGURE 2.9 — Erreurs relatives (norme L2(€2)) pour différents maillages de la cavité.
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FIGURE 2.10 — Comparaison des erreurs relatives (norme H}(Q2)) pour différents ordres d’élément
fini. On adapte la dissipation en fonction de I'ordre de I’élément fini.
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2.5.2 Deux propriétés caractéristiques du probleme de transmission scalaire
avec changement de signe

Profitons de ce paragraphe ou nous présentons des expériences numériques pour mettre en
évidence deux propriétés caractéristiques du probleme de transmission scalaire avec changement de
signe.

Avec la Figure 2.12 (& comparer a la Figure 2.11), nous pouvons voir la « cassure négative »
dans la trace normale de la solution au niveau de l'interface. Ceci provient bien entendu de la
condition de transmission portant sur le flux qui s’écrit 010u/0n = o90u/0On sur X. Ici, n désigne
la normale a U'interface dirigée, pour fixer les idées, de 2y vers 5.

Coupe en y=0

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

Amplitude de la solution

FIGURE 2.11 — Approximation numérique de la solution u définie en (2.34) pour o1 =1 et g9 = 2.
Le maillage ne présente pas de propriété de symétrie.
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FIGURE 2.12 — Approximation numérique de la solution u définie en (2.34) pour o = 1 et g9 = —2.

Le maillage ne présente pas de propriété de symétrie.
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La Figure 2.13 présente la solution du probléme (2.21) dans le domaine 2 := {(z,y) € R? | |z|+|y| <
2} avec O := {(z,y) € R?| |z — 1| +|y| < 1} et Qy := Q\Qa. Le terme source f vérifie f =1 sur
et f =0 sur Q. En prenant o1 = 1 et 0o = —1/4, nous nous intéressons & une configuration pour
laquelle le contraste k, est situé en dehors de I'intervalle critique, égal ici a [—3; —1/3]. Répétons-le,
nous n’avons pas de résultat théorique indiquant que le probléme (2.21) posséde une unique solution
méme pour h suffisamment petit. Cependant, dans cette simulation nous souhaitons simplement
illustrer la présence de la singularité au niveau de l'origine. Nous verrons dans le Chapitre 5 que
plus le contraste est proche de I'intervalle critique, plus la singularité est prononcée.

Coupe en y=0

251

15-

Amplitude de la solution

051

FIGURE 2.13 — Approximation numérique de la solution u du probleme (2.20) pour o1 = 1 et
o9 = —1/4. Le maillage ne présente pas de propriété de symétrie.
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Introduction

¢ :)\r/;)appelons que cette partie est consacrée a 1’étude du probleme de transmission scalaire
(K)/ (2) « trouver u € H}(Q) tel que —div(cVu) = f ». La fonction f désigne le terme
b " @/\\ source et o représente un parametre physique qui change de signe sur le domaine. Dans
le Chapitre 1, nous avons développé une méthode variationnelle, la T-coercivité, permettant d’ob-
tenir des critéres portant sur les valeurs de o et la géométrie du domaine pour assurer que (&)
possede une unique solution. Dans le second chapitre, nous avons d’abord relié la technique de la
T-coercivité a la théorie inf-sup classique. Puis, nous avons présenté et justifié quelques méthodes
d’approximation de la solution du probleme () lorsque celui-ci est bien posé. Dans ce chapitre,
nous souhaitons étudier la question de la régularité des solutions du probléme (). Sil’on considere
un terme source f plus régulier que H=1(£2), typiquement si I'on s’intéresse au probléme () avec
f € L%(9), peut-on prouver que la solution u € H{(Q2) posséde un supplément de régularité ? Ce
genre d’interrogations est classique en théorie des équations elliptiques. Par exemple, lorsque o
est identiquement égal a un et lorsque le domaine €2 est « régulier », nous savons que la solution
du probleme (&) avec f € H™(Q) appartient & H™*2(Q) pour m € N. Ce sont les fameux deux
crans que l’on gagne pour les opérateurs elliptiques d’ordre deux. Lorsque le domaine {2 n’est pas
régulier et présente, par exemple des coins, ce résultat est faux dans le cas général. Ainsi, en 2D,
si Q) posséde un « coin rentrant », c’est-a-dire si la frontiere de {2 présente un angle d’ouverture

67
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strictement supérieure & 7, il existe des termes sources f dans L2(Q) tels que la solution u du
probléme () avec o = 1 n’appartienne pas a H2(2). Dans ce cas la solution u est un élément de
ﬂ0<S<SOH1+S (©2) pour un certain sy > 0 dépendant uniquement de 'ouverture du coin rentrant.
Pour ces domaines, présentant des singularités géométriques, les espaces de Sobolev classiques de
type H*(Q2) ne sont pas les plus adaptés. On leur préfere les espaces de Sobolev a poids permet-
tant de mesurer plus finement le comportement des fonctions au voisinage des coins. Une théorie
compleéte a été développée dans ces espaces pour étudier les équations elliptiques dans les domaines
non réguliers. Les premiers travaux, a la fin des années 1960, sont dus a Kondrat’ev. En particulier,
[100] constitue l'article fondateur. Depuis, de nombreux auteurs ont participé au développement
de cette théorie et il existe une vaste littérature dans ce domaine. Citons notamment, de fagon non
exhaustive, les livres de M. Dauge [68], P. Grisvard [87, 88], S. A. Nazarov et B. A. Plamenevsky
[119]. La trilogie [102, 103, 115] de V. A. Kozlov, V. G. Maz'ya et J. Rossmann constitue peut-étre
louvrage le plus détaillé. Par ailleurs, les deux tomes [114] de V. G. Maz’ya, S. A. Nazarov et
B. A. Plamenevsky représentent une référence dans le domaine de la théorie du développement
asymptotique dans les domaines singuliers localement perturbés.

Cette théorie fonctionne des lors que le coefficient o dans 1’équation du probleme () est ré-
gulier. Quand o appartient seulement a L°°(2) avec o borné inférieurement par une constante
strictement positive, la solution u n’est pas réguliére aux endroits ou o présente des sauts. Cette
question a été étudiée par S. Nicaise et A. M. Sénding dans [126, 127, 128]. Dans ce chapitre, nous
voulons compléter ces travaux pour étudier des cas pour lesquels o change de signe. Bien que le
probleme ne soit pas elliptique en raison de ce changement de signe, nous allons voir que nous
pouvons tout de méme adapter la théorie classique. Ce sont M. Dauge et B. Texier qui ont observé
cela dans [72] (voir également [26, 138]). Par ailleurs M. Costabel et E. Stephan dans [66] se sont
intéressés a ce probléme par des techniques de représentation intégrale. Les résultats de régularité
que nous obtiendrons dans ce chapitre, relativement technique, seront utiles pour plusieurs raisons.
Tout d’abord, ils permettront d’achever la théorie de 'approximation que nous avons présentée
dans le Chapitre 2. D’autre part, ils serviront dans I’étude des équations de Maxwell en 2D dans
le Chapitre 8 pour démontrer un résultat de compacité basé sur la régularité des champs. Enfin,
ces résultats de régularité nous donneront un premier apercu de la stratégie a mettre en place pour
définir un cadre fonctionnel dans lequel le probleme () est bien posé lorsque 'interface présente
un coin et que le contraste est situé dans l'intervalle critique. Ce travail fera I’'objet du Chapitre 5.

Pour le probleme du laplacien en 2D dans des géométries présentant des coins, il est possible
de travailler « a la main », c’est-a-dire sans outil abstrait, en effectuant d’habiles intégrations par
parties (voir par exemple [107, 88, 110, 96]). Pour notre probléme, nous ne pourrons pas utiliser
ces techniques en raison du changement de signe de o. Dans notre approche, ’outil de base sera
la transformée de Mellin, que ’on peut voir comme une combinaison d’'un changement de variable
et d’une transformée de Fourier. Le théoréeme des résidus jouera également, dans la suite, un role
important dans notre travail en permettant de décomposer les solutions en la somme de termes
singuliers et d’un reste régulier. Dans ce chapitre, nous prenons le temps de détailler 'usage de
la transformée de Mellin sur un cas, bien que le probléme en question ne soit pas elliptique,
relativement simple. 11 faut y voir la un objectif pédagogique. Puisse ce document aider quelque
thésard & entrer dans cette jolie théorie!

Notre plan d’action sera le suivant. Dans la Section 3.1, nous travaillerons dans une bande
infinie constituée d’une bande de matériau positif accolée a une bande de matériau négatif. Dans
cette géométrie, nous pourrons utiliser la transformée de Fourier dans la direction infinie. Dans un
second temps, en effectuant un changement de variables ad hoc, nous déduirons des résultats dans
des secteurs angulaires. Dans la Section 3.3, par un procédé de localisation, nous pourrons alors
énoncer des résultats dans la géométrie bornée ) qui nous intéressait initialement.
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Quelques notations communes a I’ensemble de ce chapitre

Dans tout ce chapitre, o1 et oo désigneront deux constantes telles que o1 > 0 et oo < 0. Nous
appellerons contraste le nombre k, = 02/01. Pour un 2-indice o = (a1, a2) € N2, nous notons

glal
— Q.
la] == a1 + as et 0y = Gorr oy

Considérons O un ouvert de R%. Nous noterons sans distinction (-,-)o (resp. || - [|o) les produits
scalaires (resp. les normes) de L2(O) et (L2(0))2. Pour tout m € N, nous introduisons

H™(0) = {v € LX(0) | 0v € LA(0), Ya € N2, |a| < m}.

1/2
Nous munissons I'espace H™(O) de la norme [|v|[gm oy = (ngm H(?;‘UH?Q) ? Remarquons que
H(0) = L?(O). Par ailleurs, nous noterons R (resp. R* ) lintervalle ]0; +oc[ (resp. | — oo; 0[).

3.1 Bande infinie

__/ L e -
0 Iy
| -
5
t —— ——
o) 5 N
-, -

Fi1GURE 3.1 — Notations pour la bande infinie B.

Dans ce paragraphe, nous travaillerons dans la bande infinie
B:={(t,0) € R x]a;b[}

avec a < 0 et b > 0. Introduisons By := R x |a;0[, B2 :== R x |0;0[, ¥ :=R x {0}, I'; :=R x {a} et
Iy := R x {b}. De facon générale, si v est une fonction mesurable sur B, nous définissons vy := v|g,
et vg 1= v|p,.

En 1D, pour la section transverse, nous noterons respectivement (-, -), (-, )1, (-, )2 les produits sca-
laires de L2(]a; b]), L?(Ja; 0]), L2(]0; b[). Par contre, pour les normes, nous maintenons les écritures
I~ haseps I hasops [ - [ljo:p- Si ¢ est une fonction mesurable sur Ja; b[, nous définissons @1 := @|j4.0[ et
P2 = ‘P’]O;b[-

3.1.1 Espaces de Sobolev a poids dans la bande : définitions, rappels

Pour mesurer finement le comportement des fonctions a l'infini dans la bande B, nous allons
introduire une famille d’espaces de Sobolev a poids. Pour 5 € R et m € N, définissons

W5(B) = {v € L},.(B) | ”v e H™(B)} .

L’espace W}'(B) sera muni de la norme

ollwg ) = HeBtUHHm(B)' (3.1)
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Nous noterons W?(B) la fermeture de €5 (B) dans W' (B).

Effectuons quelques remarques concernant ces espaces. Tout d’abord remarquons que pour tout
m € N, on a WJ(B) = H™(B). En particulier, 'espace W3(B) est égal & L2(B). Si m > n > 0, on
observe que WTB”(B) C Wg(B) pour tout B € R. Par contre, si ' et 5% sont deux réels vérifiant
B # 32, alors d’une part Wi (B) ¢ Wi (B), d’autre part Wgﬁ(B) ) Wi (B). On peut expliquer
cette d’absence d’inclusion de la facon suivante. Pour m € N fixé, plus [ est grand, plus la contrainte
pour les éléments de W' (B) est forte (resp. faible) en +oo (resp. —o0).

Pour m > 1, définissons W;n_l/ 2(38) l'espace des traces des éléments de Wi'(B) sur la fron-
tiere 9B. Cet espace est muni de la norme

HUHWZ“I/Q(aB) := inf {HwHWgL(B) |w e Wg'(B) et w=v sur 83} : (3.2)

L’espace Wf;‘l/z(as) est 6gal & I’espace des fonctions v de 9B telles que ety € H™~Y/2(9B) et la
norme (3.2) est équivalente a la norme

— || B¢
ol = "] 1720, (3.3)
Définissons la transformée de Laplace £;_,) par rapport a la variable t.
“+oo
D) = (Lyrv)(A) = / e Mu(t) dt. (3.4)

Rappelons quelques propriétés de cette transformée de Laplace (cf. [102, lemme 5.2.3)).

Lemme 3.1.1 1) La transformée de Laplace (3.4) définit une application linéaire continue de
%5°(R) dans lespace des fonctions analytiques du plan complexe. D’autre part, on a Li_,x(0p) =
ALi\v pour tout v € 65°(R).

2) Pour tout u, v € 65°(R) on a la formule de Parseval

—00

/ T 2Bty (1o (D) dt = ;m /gR GRS (3.5)

L’intégration dans le terme de droite de (3.5) se fait sur {_g := {\ = —fp +ir, 7 € R}. Ainsi, la
transformée (3.4) peut étre prolongée en un isomorphisme

LE(R) — L*(0—p),

ot L%(R) = W%(B) est lespace de Hilbert muni du produit scalaire défini par le terme de gauche
de (3.5).
3) La transformée de Laplace inverse est donnée par la formule

1 . 1 .
o(t) = (L1, 0)(t) = — /e ) M(N) dA.

- 27

4) Siv e L2, (R) NL2,(R), avec B' < B2, alors A — d(\) = (Li\v)()\) est holomorphe dans la
bande —3? < Re A < —f1.

En utilisant ces propriétés, on peut démontrer le lemme d’équivalence de normes suivant (cf. [102,
lemme 5.2.4]).

Lemme 3.1.2 Pour f € R et m € N, la norme (3.1) est équivalente a la norme

1/2
1 —_—
[[v]l = (%i/g_ﬁ DA I IFm gappy + A" 10O e CD‘) : (3.6)
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Ce lemme nous conduit a introduire la norme a parametre
9 1/2
1ol o,y = (101 gapp + AP I0lfgr) 5 Vo € H™(as b (3.7)

A ) fixé, cette norme est équivalente & la norme de H™(]a;b[). Dans notre étude, nous aurons
également besoin du lemme 3.6.3 de [102] donnant une norme équivalente & cette norme & parameétre.

Lemme 3.1.3 Soient ¢ un élément non nul de 65°(R) d valeurs réelles et X un imaginaire pur.
Alors il existe des constantes Cy et Cy indépendantes de X\ telles que pour u € H™(Ja;b[), m > 0,
on ait

Crl0llizm sy < llullfm ga;, A Z AP llzn-sgasp < Cz 0l s)

ot la fonction v sur B est définie par v(t,0) = eM{(t)u(h).

On a bien entendu les mémes définitions et résultats pour les espaces définis sur By et Ba.

Pour m > 0, définissons I'opérateur continu Bj' : Z(Bj') — Z(Bj') tel que Bj'u = f avec

(f1, f2) = (—01Quy, —o2Aus);
2(BY) = {u € WE(B) | (u1,uz) € WiF2(By) x WiH2(By) et o10pus = 020pus sur z} ;
A(BY) = {f€LAB)|(f1. f2) € WE(B1) x WP (B) } .

Insistons : ci-dessus f1 et fa (resp. u; et ug) désignent les restrictions de f (resp. u) a By et Ba.
L’opérateur Bj" est I'opérateur naturellement associ¢ au probleme de transmission

Trouver (ug,us) € Wmﬁ(B ) X Wm+2(62) tel que :
—alAul == fl dans Bl
—UQAUQ = f2 dans BQ
up—uz = 0 sur X (3.8)
010pu1 — 090gus = 0 sur X
up = 0 sur I'y
uy = 0 sur I'y,

avec (f1, f2) € Wg(B1) x W (Bz). Notons que ce probleme de transmission n’est autre que la
réécriture de —div(o Vu) = f ou o est la fonction vérifiant o = o sur By et 0 = 09 sur Bs.

3.1.2 Bande symétrique infinie

Nous allons d’abord faire 'hypothése —a = b. Autrement dit, nous supposerons que B est
symétrique par rapport a la droite {(¢,0), t € R}.

Théoréme 3.1.4 L’opérateur B constitue un isomorphisme de 9(BY) dans Z(BY) si et seulement
8t ke #£ —1.

Remarque 3.1.5 Pour m = 8 = 0, les espaces Z(Bg') et Z(Bj') sont relativement simples.
On a en effet 2(B) = {u € Hy(B) | (u1,u2) € H2(By) x H2(Bs) et 010pu; = 020guy sur L} et
Z(BY) = 1L2(B).
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Preuve. Lorsque k, = —1, on peut construire comme dans la preuve du Théoréme 1.5.1 un noyau de
dimension infinie pour B8. Ceci prouve que B8 n’est pas de type Fredholm dans cette configuration.

Nous supposerons désormais k, # —1. La preuve que nous allons présenter constitue la base
de la théorie de ce chapitre. De fagon non exhaustive, nous renvoyons le lecteur a [102, théoréme
5.2.2], [114, théoreme 1.1.1] ou [119, proposition 2.2.1] pour des démonstrations analogues dans le
cas simple de 'opérateur Laplacien avec condition aux limites de Dirichlet. Insistons de nouveau,
ce dernier opérateur contrairement a celui que nous souhaitons étudier est elliptique.

Donnons-nous u € 2(B§) et notons f := Biu. En appliquant la transformée de Laplace par
rapport a ¢t dans (3.8), on obtient pour tout A € Ri ,

—o1 (A2 + 93) 1 (), 0) fi(X,0)
*0’2()\2 + 892)’&2()\, 0) = fg()\, 0)
ﬁl(/\, 0) - ﬁ?()‘v 0) =0 (3 9)
010pt1 (A, 0) — 020912(A,0) = 0 ‘
(N, —b) = 0
as(\,0) = 0.
Introduisons alors le symbole .Z()\) : 2(.%£) — L2(]—b; b]) tel que £ ()\)p = g avec
(91,92) = (=o1(N* + d§)p1, —02(N* + d§)¢2) ;
2(Z) = {p€Hy(]=b;b))| (¢1,02) € H*(J-b;0[) x H(J0;0]) et o1dgip1(0) = o2dp2(0)} -

Nous souhaitons a présent étudier les propriétés de Z()\). Dans la suite, la dérivée par rapport a
la variable 0 sera tantot notée « dg- », tantot « -/ ».

Lemme 3.1.6 Si k, # —1 alors £()\) définit un isomorphisme de 2(£) dans L?(]—b;b]) pour
tout A € Ri.

Preuve. Pour simplifier les notations, introduisons 7 = i\ € R. Définissons la forme sesquilinéaire
a telle que pour tout ¢, ¢ dans Hj(]—b; b[),

a(% ¢) = 0-1(80/17 ¢/1)1 + 7—20-1(901’ ¢1)1 + 0-2(90/27 ¢/2)2 + 7-20-2(()027 ¢2)2‘

Comme dans le Chapitre 1, nous constatons que la forme a n’est pas coercive. Nous allons donc
utiliser la technique de la T-coercivité en 1D. A cet effet, introduisons la symétrie s telle que
5(0) = —0 pour 0 € [—b; b] et les isomorphismes de H{(]—b; b[) tels que pour ¢ € H}(]—b;b[),

1 sur |—b;0[ p1—2pa05 |=b;0]
e { —pa+2pjos  sur |0;b] ’ 2¥ —o 10; 8]

Pour tout ¢ € Hj(]—b;b]) et n > 0, on a,

la(p, T1p)| = |o1(¢h @)1+ T201(p1,01)1 + |o2|(©h, ©h)2 + 72| 02| (92, 92)2
+202(¢h, (p108))2 + 27202 (2, (¢1 0 8))2

v

o1(@h, @)1+ T2o1(e1, e1)1 + |oa|(h, vh)2 + 72|02 (@2, p2)2
—nloa| (¢, ¢h)2 — n7%|oal(@2, p2)2 — o2l /n(@h, ©1)1 — T%|oal/n(p1, 01)1-

Ainsi, si 01 > |09/, il existe C' > 0 indépendante de 7 telle que

la(p, T1p)| > C((¢, @) + T2(0,0)), Ve € Hy(]—b; b]). (3.10)
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De méme, on montre que si o1 < |o2], il existe C' > 0 indépendante de 7 telle que

lale. T2p)| = C((¢' ') +72(¢,9)), Vo € Hy(I=b; b)) (3.11)

En procédant comme dans la preuve du Théoreme 1.1.1 du Chapitre 1, on déduit que si k, # —1,
pour tout g € H71(]—b; b[), il existe un unique ¢ € H{(]—b;b[) tel que

a(p, ) =(9,¢), Vo € Hy(]-b;0]).

Ici, (-,-) désigne le crochet de dualité H1(]—b; b[) x H{(]—b; b]).

Si maintenant g est dans L2(]—b;b[) alors d2¢; est dans L?(]—b;0[) donc 1 € H?(]—b;0[). De
méme, @o € H2(]0;b[). On peut alors affirmer que si k, # —1, Z()\) est bijectif de 2(.¢) dans
L2(]—b; b[). Puisque .Z(\) est continu, le théoréme de Banach permet de conclure que £ (\) est un
isomorphisme de 2(.%) dans L2(]—b; b|). ]

Reprenons la preuve du Théoréme 3.1.4. Si u € Z(BY) vérifie BJu = f, on a Z(Na(),-) = f(),)
et donc a(\,-) = Z(A)"Lf(), ) pour tout A € Ri. Pour pouvoir effectuer la transformée de Laplace
inverse, il faut controler la norme de .Z(\)~!. Attelons-nous & cette tache. Considérons ¢ € 2(.%)
et notons g = Z(\)p. Supposons o1 > |o32] et repartons de (3.10) (le cas o1 < |og| se traite
similairement en travaillant & partir de estimation (3.11)). On a

C AP (p,9) < lale, Tiv)| = (g, T19).

En remarquant que Ty est également continu de L?(]—b;b[) dans L2(]—b;b[), on déduit que I'on a
I’estimation

AP ell—p < C llgll—yy (3.12)

avec C indépendante de . D’autre part, puisque

—o1 (N + dj)e1 = ¢ et — 0a(\ + dj) 2 = g,
on obtient
o], o < € Ul o + X lorll o) < Cllgll (3.13)
ainsi que
Hdng]O,b[ < C lglly—pyp; -

Gréce a (3.10), on peut également écrire

C(¢',¢') < lale, Tip)| = |(g, T10)]-
D’ou
ldoell)—pop < C 19l - (3.14)

En utilisant (3.12), (3.13) et (3.14), on a P'existence d’une constante C' > 0 indépendante de A telle
que

o112 —p0p + A le1llj—po1 < C llgll—pyp - (3.15)
De méme, on a
lp2llz2qosp + A1 192 ll0; < C Nlglly_pep - (3.16)
Si u € 2(BY) vérifie Blu = f, les estimations (3.15) et (3.16) impliquent, pour tout A € Ri,
18O Mz o + A 1@t e < CHFOS oy
2N, Mlzqogp + AP 1820 s < CIFOS -
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ou C est une constante indépendante de u, f et A. Avec le Lemme 3.1.2, on déduit que 'opérateur
BY : 2(BY) — %(BY) constitue un isomorphisme. La transformée de Laplace inverse fournit la
représentation

u(t,0) = 1/@ LY F(N, 0) d.

21

Remarque 3.1.7 Dans [60], les auteurs obtiennent un résultat équivalent o celui du Théoréme
3.1.4 en utilisant des techniques de représentation intégrale.

En utilisant un argument classique en théorie des équations elliptiques (voir [154, théoreme 11.4.2]),
nous allons prouver que de part et d’autre de l'interface, on gagne les deux crans de régularité
caractéristiques des opérateurs elliptiques.

Théoréme 3.1.8 Pour m > 0, lopérateur Bi* constitue un isomorphisme de 2(Bg") dans Z(Bg")
st et seulement si kg # —1.

Preuve. De nouveau, lorsque k, = —1, on peut construire comme dans la preuve du Théoréme
1.5.1 un noyau de dimension infinie pour Bj*. Dans une telle situation, 'opérateur Bj* n’est pas
de type Fredholm. Concentrons-nous maintenant sur le cas k, # —1. Nous allons procéder par
récurrence. Le Théoreme 3.1.4 constitue ’étape d’initialisation.

Supposons que B{" soit un isomorphisme de Z(Bj') dans Z(B{").

Considérons f € %(BS”H), m > 0. D’aprés 'hypothése de récurrence, il existe un unique
u € Z(By") tel que Bj'u = f. On souhaite montrer que u appartient a .@(Bg”l). Pour ce faire, il
suffit de prouver que (uy,us) € H™3(B;) x H™3(By). Posons vy := dyu; € H™(By) € HY(By) et
vg 1= Opug € H™F(By) € HY(By). La fonction v1 posséde une trace sur la frontiere de By et v1 = 0

sur I'; car u; = 0 sur I'y. De méme, on a vy = 0 sur I's. Le couple (vq,v9) vérifie

—01Avy = O fr dans B
—UQAUQ = atfg dans BQ
vi—v2 = 0 sur X
010901 — 0209 = 0 sur
vy = 0 sur I'y
vo = 0 sur I's.

Or (04 f1,0:f2) appartient a H™(B1) x H™(B3). Par conséquent, d’apres ’hypotheése de récurrence,
(v1,v2) constitue un élément de H™+2(B;) x H™2(By) et donc (Jyu1, Opug) € H™T2(By) x H™2(By).
En dérivant les équations volumiques dans (3.8), on peut écrire, pour |a| < m + 1,

0§0"uy = —020%uy — 0y 1O fy et 030" uy = —020%ug — 05 10 fa.

Le couple (u1,uz) est bien dans H™3(B;) x H™3(By). Ainsi, pour tout m > 0, B est bijectif de
2(B{") dans Z(Bj"). Puisque Bj* est continu, le théoréeme de Banach permet de conclure. ]

Remarque 3.1.9 Le Théoréme 3.1.8 peut paraitre assez particulier car on impose a B d’étre sy-
métrique par rapport d la droite {(t,0), t € R}. Néanmoins, pour une interface polygonale par mor-
ceaux, en utilisant une fonction de troncature adaptée, ce résultat permet de prouver que pour un
second membre dans H™ de part et d’autre de X, la solution du probléme (), lorsqu’elle existe,
est localement (au voisinage de la partie droite de ) H™2 de part et d’autre de X.
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3.1.3 Bande infinie non symétrique

Nous allons généraliser ce que nous venons de voir dans deux directions. D’une part, nous consi-
dérerons le cas d’une bande infinie non nécessairement symétrique. D’autre part, nous travaillerons
dans les espaces a poids Wg(B) qui permettent de mesurer avec précision le comportement des

3 m — m
fonctions en +oo. Rappelons que Wi (B) = H™(B).

L’ouvert considéré sera
B:={(t,0) € R x Ja; b[}

avec a < 0 et b > 0. Lorsqu’on applique la transformée de Laplace au probléeme (3.8), pour m > 0,
il apparait le symbole Z(\) : (L) — Z(Z) tel que £ (\)p = g avec

(91,92) == (—01(A\? + d)p1, —02(A\? + dj) p2) ;
2(Z) = {p € Hy(Ja; b)) | (g1, p2) € H™2(Ja; 0]) x H™2(]0;0]), o1dg1(0) = oadgp2(0)} 5 (3.17)
#(L) = {g €L*(a;b]) | (g1, 92) € H™(Ja; 0[) x H™(]0;b[)} .

Nous dirons que A € C est une valeur propre de £ si ker Z(\) # {0}.

L’étude de l'opérateur Bgl dans la bande non symétrique va reposer sur une analyse fine des
propriétés du symbole £ (). Commengons par montrer le lemme suivant.

Lemme 3.1.10 Fizons A € C\R. L'opérateur £ (X\) définit un isomorphisme de (L) dans Z(L)
st et seulement si A n’est pas valeur propre de L.

Preuve. Si \ est valeur propre de .Z, Z()\) n’est pas injectif donc n’est pas bijectif. Supposons
maintenant que A ne soit pas valeur propre de .Z. Alors par définition, .Z(\) est injectif. Nous
allons prouver que Z()\) est également surjectif. Nous pourrions utiliser la T-coercivité en 1D
comme dans la preuve du Lemme 3.1.6. Pour avoir plusieurs cordes a notre arc, nous présenterons
une autre démarche.

Donnons-nous g € Z(.Z). Par définition de Z(.Z), on a alors (g1,92) € H™(Ja;0[) x H™(]0;b]).
Nous allons construire ¢ € Z(Z) tel que Z(A\)¢p = g. Considérons d’abord les deux problémes
indépendants

Trouver ¢f € Hy(Ja; 0[) N H™2(Ja;0[) tel que : (3.18)

—n (N +dj)et = g1 swr a;0[.

Trouver ¢$ € H{(]0;8]) N H™2(]0;b]) tel que :

1
—0o(AN2 +d3)ps = go sur ]0;b[. (3.19)

Montrons brievement que chacun de ces problemes posséde une unique solution. Travaillons par
exemple sur le premier. L'opérateur o — d3¢ définit un isomorphisme de H™"2(]a; 0[) N H(Ja; 0[)
dans H™(Ja; 0[). Puisque H™*2(Ja; 0[) N Hj(]a; 0]) s’injecte de fagon compacte dans H™(Ja; 0[), 'al-
ternative de Fredholm nous indique que le probléme (3.18) induit un isomorphisme de H™"2(Ja; 0[) N
H{(Ja;0[) dans H™(Ja; 0[) si et seulement s’il est injectif. Mais (3.18) est bien injectif car nous avons
supposé A € C\R. On procede de méme pour étudier le probleme (3.19). Ainsi, les fonctions ¢ et
©§ sont bien définies.

Considérons ensuite le probleme

Trouver ¢* € 2(&) tel que :
o (N +d2)eh = 0 sur Ja; 0]
—oa(N2+d2)y = 0 sur ]0;b]
) = 0
)

@4(0) — ©5(0
71098 (0) — 02095 (
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avec 1 = 010p9§(0) — 020p¢5(0). Le fait d’avoir éliminé les termes sources volumiques permet de
chercher 8 et 4 sous la forme

08 (0) = Asin(A(0 — a)) et ©5(6) = Bsin(A( — b))

oil A et B sont des constantes. En écrivant les conditions de transmission sur ¥, on montre que ¢}
et ¢} sont définies de fagon unique lorsque .Z () est injectif.

Considérons alors la fonction ¢ telle que (p1,92) = (pf + @4, 0% + ¢5). On a ¢ € Z(L) et
Z(AN)p = g. Ceci montre que lorsque A € C\R n’est pas valeur propre de .Z, l'opérateur injectif
Z (M) est également surjectif. Avec le théoréeme de Banach, on déduit que £ () est un isomorphisme
de 2(%) dans Z(£) pour de telles valeurs de . ]

Comme nous 'avons vu dans la preuve du Théoreme 3.1.4, ce résultat n’est pas suffisant. Pour
pouvoir effectuer la transformée de Laplace inverse de A\ — £ ! f (A,-) sur la droite £_g, il nous
faut également une estimation de la norme de .#~! indépendante de \. C’est pourquoi, nous allons
prouver le lemme important suivant.

Lemme 3.1.11 Supposons ks # —1. Il existe des constantes réelles p et 0 telles que pour tout
A € C satisfaisant les conditions

Al > p et |Re | < 0 [|Sm A,

il existe un unique élément ¢ dans P(ZL) tel que L (N = g, avec g donné dans Z(ZL). Cette
solution satisfait de plus l’estimation

le1llmm+2qasor, ») + l@2llamezgop ) < € (HngHm(]a;O[,)\) + HgQHHm(]O;b[,)\)) ; (3.20)

ot C' est une constante indépendante de g et .

e A

FIGURE 3.2 — Le Lemme 3.1.11 prouve que toutes les valeurs propres de .Z (points rouges), pour
Ko # —1, sont situées dans une sorte de nceud papillon du plan complexe.

Preuve. Nous allons démontrer ce résultat avec la technique d’addition d’une variable utilisée
dans la démonstration du lemme 3.6 de [72] (voir aussi [1] ou [102, théoréme 3.6.1]).

Prouvons d’abord ce résultat pour A € Rs. Considérons ¢ et n des fonctions de €5°(R),
avec ¢ non identiquement nulle, telles que n{ = ¢ (i.e. n vaut 1 sur le support de ¢). Dans la
suite, n et ¢ dépendront de la variable ¢. Donnons-nous ¢ € Z(.%¢). Introduisons la fonction v telle
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v(t,0) = eMp(h) (c’est ici que 'on fait addition de la variable t).

Donnons-nous également x! € %§°(Ja;b[,[0;1]) une fonction de troncature (pour la variable
0) paire valant 1 dans un voisinage de 0. Définissons ensuite x* := 1 — x!. Puisque le support de
x" ne rencontre pas l'interface ¥, I'inversibilité locale de By permet d’écrire

|01 sy + X2 sy < € (HA(CX%)HH%) + HA@XO@HH%)) . (321)
Le Théoréme 3.1.8 nous indique, lui, qu’on a
X 0]y * 66 2] g,y <€ (HA@X%)HHM(&) T HA@X%)HH%)) S (322)

En écrivant A((x'v;) = (X' Avj +2V(CxY) - V; + A((x?)v; pour i = 0,1 et j = 1,2, on obtient

[ACX V) lgm s,y < C(HWA01||Hm(51)+||7701HHm+1(51)>

1A sy < C (11802l sy + 703l 5,)) .
A ) gy < C (HUAUIHHT”(BI) + ||77U1”Hm+1(81)>
||A(CX1U2)HHm(32) < C (HUAU2HH7”(BQ) + ||7’U2”Hm+1(82)) :
D’autre part, puisque x° + x* = 1 sur ]a; b[, 'inégalité triangulaire permet d’écrire
ICvilgmezsy < 1O 01 lgmeas) + 16 VL[ meas,) (3.24)
ICvallipmrzsy < (O v2llgmragsy) + 1O V2]l sz (s,
En regroupant (3.21), (3.22), (3.23) et (3.24), on déduit l'estimation
1CvLllgmr2(s,) + [ICv2llmta(s,)
<C (||?7AU1HHm(31) + [nAvslgm 5, + 701l gm+1,) + \|771)2||Hm+1(132)) :
Remarquons ensuite que 'on a, grace a cet « addition » particuliere de la variable ¢
Avy = A(eMp1(0)) = 97 (eMp1(0)) + (N1 (0))
NNy (0) + M (=Np1(0) — o7 ') = —o7 ',
ainsi que Avg = —0y 1 go. En utilisant le Lemme 3.1.3, nous obtenons alors
o1 llem+2 (a0, ) + @2 llme2 o), 2
< O (Igvrllimrags, + ICvallimiasy))
< C (”nAUluHm(Bl) + InAvallgm s,y + nv1llgm+r s,y + ”anHHm+1(BQ)) (3.25)
< C <||7791|’Hm(31) + 11 92llgm 8,y + ImvLllgmer s,y + ’|77U2||Hm+1(l32)>
< C (”7791”Hm(81) + 11 92l im ,) + NP1 llim+1 qasop, a) + 1920 m 1oy, )\)) :

Mais toujours d’apres le Lemme 3.1.3, il existe C' indépendante de X telle que

C
‘|(‘01HH”’L+1(]Q;O[’ N H802”Hm+1(}0;b[7 A = m (”901||Hm+2(]a;0[7 N H(‘OQHHW”(]O;b[, )\)) . (3.26)
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En réinjectant (3.26) dans (3.25), on trouve

letllmizgaor, ) + le2llamizgop,ny < C (”ngl”Hm(Bl) + H7792HHm(Bg))
+71 Y <H<P1HHm+2(]a;o[,,\) + ”902HHm+2(]o;b[, ,\)) :

Ainsi, pour |A| suffisamment grand (par exemple pour A vérifiant |A\| > p := 2C — 1), on a l'esti-
mation (3.20). Ceci prouve que pour A € Ri avec [A| > p, Z(\) est injectif donc bijectif d’apres le
Lemme 3.1.10.

Traitons maintenant le cas A ¢ Ri. Réécrivons A sous la forme A = +i [A e avec
Y € |—m/2;7/2[. Définissons A = =i |A|. Puisque |A\| = |\|, par définition de la norme a para-
metre (3.7), on a

le1llmm+2qaor, ) + le2llame2gopy, x) = 91 llgmrzgaop, ) + 1@2llgmezgo, 1) -

Donnons-nous de nouveau ¢ € 2(Z). Notons § := .Z()\)(y). Puisque A € Ri, pour |\| > p ot p a
été fixé dans la premiere partie de la preuve, l'estimation (3.20) donne

H‘PIHHmH(]a;o[, 2) + H<P2HHm+2(}o;b[, X) <C (HngHm(]a;o[, X) + H§2HHm(]o;b[, X)) : (3:27)

Mais 'on a par ailleurs

191 = 91llim jasop, 3) + 192 = 92llm goger, 5

= 191 = 91llum a0, ) T 192 — 92llmm o, )
o1 (32 = 220 (o232 = )

H™(]a;0[, A H™(]0;6[, )

IN

max (01, |oa]) [A]® [1 — e2?¥] (HSOlHHmﬂa;O[,/\) + ||902||quo;b[,A)>
< max (o1, [og) [1 — €] (”901||Hm+2(]a;0[,)\) + H<P2HHm+2(]o;b[,A)) :

Ainsi, pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 suffisamment petit pour avoir

191 = g1llgm o, 3y + 1192 = g2llum o, 3) < (H@lHHmH(]a;o[, xn Flle2llamezog, ,\)) (3.28)

lorsque A = =i |A| e est tel que || < §. De (3.27) et (3.28), on déduit

H‘PlHHmH(}a;o[, Nt ”902||Hm+2(]0;b[, 2) < c (”ngHm(]a;o[, Nt ”92||Hm(]0;b[, Z\))
+0< (lnllmsaqar 3 + l2limizgos 3)) -
En prenant ¢ assez petit (1/(2C) par exemple), on aboutit a l'estimation (3.20). Pour les A tels que

Al > p et [ReA| <0 [SmA|, Z(N) est injectif donc bijectif d’apres le Lemme 3.1.10. Ceci conclut
la démonstration de ce lemme. ]

Nous déduisons le

Corollaire 3.1.12 Supposons k, # —1. Pour tout X € C, l'opérateur £ (\) est un isomorphisme
de 9(ZL) dans Z(ZL) si et seulement si X n’est pas valeur propre de ZL.

Preuve. D’apreés le Lemme 3.1.11, pour k, # —1, il existe A\g € C tel que l'opérateur £ (o) soit
inversible. Mais pour tout A € C, 'opérateur .Z(\) differe de £ (\g) d’une perturbation compacte.
Le résultat de ce corollaire découle donc directement du théoréme de Fredholm analytique. ]



3.1. Bande infinie 79

Nous avons maintenant tout le matériel pour démontrer le théoreme principal de ce paragraphe.

Théoréme 3.1.13 Supposons k, # —1. L’opérateur B définit un isomorphisme de @(BE,”) dans
Z(BE') si et seulement si £ n’a aucune valeur propre sur la droite e A = —p3.

Preuve. Supposons que .Z ne posséde aucune valeur propre sur la droite e A = — 3. Commencons
par prouver que Bﬁm est injectif. Donnons-nous u € 9 (BE”L) et notons f := Bglu. En appliquant la
transformée de Laplace par rapport a ¢, on obtient

ZLAa(A, ) = F(A, )

Le Lemme 3.1.11 nous indique que pour tout A tel que Re A = —f et [Im A| > v, on a I'estimation

a1 (A ) lam2(asor, ) + 12 lgme2 o 0 < € (Hfl(/\, Wemqasop, ») + 1 F2(7, ')HHm(}O;b[,)\))
(3.29)
ou C est une constante indépendante de A, u et vg une constante ne dépendant que de 3.

Pour A\ € [-8 —ivg; =B+ ivg], £ (A) est inversible d’apres le Corollaire 3.1.12. La continuité
de Z(N\)~! sur le compact [—8 — ivg; —f3 + ivg] (voir le théoréme 1 de [144]) nous permet d’affir-
mer, avec (3.29), que pour tout A tel que Re A = —f3, on a

a1 (A Mimv2gasor, ») + 182(A ) lgme2 goger, x) < € (Hfl()\, Mamqaor») + [1f2(A, ')HHm(}O;b[,)\))
(3.30)
ou C est une constante indépendante de A et u. En intégrant (3.30) sur la droite ¢_g, on déduit du
Lemme 3.1.2 que si u € @(Bgf‘) vérifie Bi'u = f, alors on a

sl 2y + T2lhwgoaqesy < € (Iilhwgo + 1 F2lwgsn ) (3.31)
Ceci montre que Bj* est injectif.

On montre ensuite que B est surjectif en utilisant le Lemme 3.1.2, le Corollaire 3.1.12 ainsi
que Pestimation (3.30). La transformée de Laplace inverse fournit la représentation

1 N
u(t,0) = — / N LN F (N, 0) dA. (3.32)
21 Jo_ s
Supposons maintenant que la droite e A = —f contienne une valeur propre )y de .Z. Raisonnons

par l'absurde et supposons que B/g” définisse un isomorphisme de .@(ng) dans %(Bgl) Dans ce
cas, (B/g”)_1 : Z(BE') — 2(BE') est continu et il existe donc C' > 0 telle que

ooy + Nl r2syy < © (1801 gy + NAualiupsy (3.33)

pour tout u € Z(Bj'). Introduisons x € €3 (R) vérifiant x () = 1 pour t < —1/2 et x(¢) = 0 pour
t > 0. Pour n € N*, définissons u™ la fonction vérifiant

u"(t,0) := xn(t) eAOtgo(H),

avec ¢ vecteur propre de £ (\g) et xn(t) := x(|t| — n). Notons que x,, est une fonction plateau qui
vaut 1 sur [—(n —1/2);n —1/2] et 0 sur |—o0; —n] U [n; 4+o00|. Puisque le support de x;, tend vers
R, on a

I8 s,y + 8 ey = +oc. (3.34)
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D’autre part, on calcule

Auf = A(xn 1)

02 (xn 1) + 95 (xn €™ ¢1)
= 0102 xn + 2 M0 010X + A3 xn €001 — A X ey
= 6A0t801(a152Xn + 2 X0 Oexn)-

D’apres les propriétés de xy,, Aul' est a support dans [—n;—(n —1/2)] x [a;b] U [n —1/2;n] X
[a; b]. Puisque Re \g = —f3, la suite (Auf'),en+ reste bornée dans Wi'(B1). Il en va de méme pour
(Auj)pen+ dans Wi (Bz). Ceci couplé a (3.34) prouve qu’on ne peut avoir l'estimation (3.33). Ainsi,
lopérateur Bj' ne peut constituer un isomorphisme lorsque £ posséde une valeur propre sur la
droite Re A = — 3. [

Avec le Lemme 3.1.11, nous avons montré que les valeurs propres de .# appartiennent a un nceud
papillon du plan complexe pour k, # —1. Nous allons préciser encore leur disposition.

Proposition 3.1.14 Le nombre A\ € C* constitue une valeur propre de £ si et seulement si
(01 + 02)sin(A(b—a)) = (o2 — 1) sin(A(b+ a)). (3.35)
D’autre part, 0 est valeur propre de £ si et seulement si

(o] 01
72 _ 91y, 3.36
s (3.36)

Preuve. Par définition, si A est une valeur propre de %, il existe un élément non nul ¢ € 2(.2)
tel que Z(N\)p = 0.

Si A est non nul, puisque ¢y (resp. p2) vérifie (A2 + d3)p1 = 0 sur |a; 0] (resp. (A2 + d3)ps = 0 sur
10;8]), on déduit

v1(0) = Asin(A(0 — a)) et w2(0) = Bsin(A(0 — b))
ou A et B sont des constantes. Les conditions de transmission imposent de plus

Asin(a) = Bsin(\b)
Aoy cos(Aa) = Bogcos(Ab).

Ce systéme (les inconnues étant A et B) posséde une solution non nulle si et seulement si

o1 cos(Aa) sin(Ab) — og cos(Ab) sin(Aa) = 0
& (014 02)sin(A(b—a)) = (o2 — 1) sin(A(b + a)).

Ceci prouve la premiere partie de la proposition.

Si A est nul, 1 et @y vérifient ¢1(0) = A(0 — a) et p2(f) = B(# —b) o A et B sont des
constantes. Les deux conditions de transmission a l'interface entrainent Aa = Bb et Aoy = Bos.
Ainsi, 0 est valeur propre de . si et seulement si 09/b — 01/a = 0. [

Remarque 3.1.15 Ainsi, les valeurs propres de £ sont égales aux zéros de la fonction entiére
A= (01 4+ 09)sin(A(b—a)) — (o2 — 1) sin(A(b + a)).

Lorsque, Ky # —1, pour tout a < 0 et b > 0, cette fonction est non nulle. Par conséquent, d’apres le
théoréme des zéros isolés, dans cette configuration, les valeurs propres de £ forment un ensemble
dénombrable possédant linfini comme seul point d’accumulation possible.

Lorsque kK, = —1, pour b = —a, on remarque que [’ensemble des valeurs propres de £ est égal au
plan complexe tout entier. Cette situation laisse peu d’espoir pour déterminer un cadre fonctionnel
adapté pour étudier le probleme. Pour b # —a, ’ensemble des valeurs propres est discret. Mais dans
ce cas de figure, il n’est pas possible d’établir I'estimation (5.20) sur £L(X\)7L.
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Remarque 3.1.16 Si \ € C est tel que ker £ () # {0}, la dimension de ker £ (\) # {0} est appe-
lée multiplicité géométrique de la valeur propre \. Pour notre probléme, la multiplicité géométrique
des valeurs propres est toujours égale @ 1. Pour le voir, il suffit de remarquer que la matrice

( sin(\a) — sin(\b) )

o1 cos(Aa) —ogcos(Ab)

n’est jamais égale a la matrice nulle.

3.1.4 Comportement des solutions a I’infini

Donnons-nous deux réels ' et B2 tels que £ ne posseéde pas de valeur propre sur les
droites Re X = —p! et ReA = —p%. Dans ce cas, d’aprés le Théoreme 3.1.13, les opérateurs
5t 2(Bg) — Z(Bj) et By« Z(Bgs) — Z(Bjh) constituent des isomorphismes. Considé-
rons alors f € Z(Bj1) N %(Bjz). Notons que cet ensemble est non vide : il contient notamment
%5°(B). Définissons ug: € Z(Bji) I'élément tel que Biiugr = f et ug: € P(Bj}) celui vérifiant
Bgéuﬁz = f. Dans ce paragraphe, nous allons donner un résultat permettant de comparer ug: et
ug2. L’outil fondamental pour y parvenir est le théoreme des résidus. Nous utiliserons largement les
résultats de la partie 5.4 de [102] et les articles [70, 71].

Théoréme 3.1.17 Supposons k, # —1.

Supposons que £ ne posséde pas de valeur propre sur les droites Re X = —f' et Re X = —F2,
B < 2. Notons X', ..., \N les valeurs propres de £ dans la bande —3% < Re X < —fL. Supposons
que pourk =1,...,N on ait )\k(agok,ﬁ) £ 0, ot F est un vecteur propre de £ associé d la valeur
propre \¥. Considérons f € %( 51 NZ(Bg).

Alors les fonctions ugi € Z(Bj1) et uge € Z(Bpgs) vérifiant Bijug = f et Bgiuge = f sont lices
par la relation

N
ugL = ugz + Z ¥ exp(\Ft) ", (3.37)
k=1
ou ¥ est une constante ne dépendant que de f et du choiz de ©*, k=1,...,N.

Remarque 3.1.18 Bien entendu, si £ ne posséde pas de valeur propre dans la bande —B° <
Red < =B, ona ugl = Ugs.

Remarque 3.1.19 L’hypothése « )\k(agok,ﬁ) %0 pourk =1,...,N » permet de se placer dans
une situation pour laquelle les termes singuliers liant ug: et ugs ont une expression relativement
simple. Dans le cas ou cette hypothése n’est pas vérifiée, le développement (3.37) fait intervenir la
chaine de Jordan associée a la valeur propre \*. Pour écrire la décomposition (3.37), nous nous
servons également du fait que les valeurs propres sont de multiplicité géométrique égale a 1 (cf.
Remarque 3.1.16).

Preuve. Nous allons simplement donner les grandes lignes de la preuve du Théoreme 3.1.17. Pour
plus de détails, nous renvoyons le lecteur a la démonstration du théoréme 5.4.1 de [102]. D’apres
(3.32), ugr et ug2 sont données par les formules

1 M co—1/\\ 7 _ 1/ A o1\ £
up (1,0) = 5 e LN AN et ug(t,0) = o e LN, 0) dA.

Or, en vertu du Lemme 3.1.1, A — f'()\,ﬂ) est holomorphe dans la bande —f3% < Re A < —j3!. Par
conséquent, les seules singularités de la fonction A — eM.Z71(X\)f(\,0) sont les poles de £ ~1(N),
c’est-a-dire les valeurs propres A!, ..., AN de .Z.
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Considérons un réel positif p suffisamment grand pour qu’il n’y ait pas de valeur propre de
& dans l'ensemble {\ € C| — 82 < Re A < —pL et [SmA| > p}. En vertu du Lemme 3.1.11, nous
savons que c’est toujours possible. Avec le théoréme des résidus, nous pouvons écrire
1 —Bltip s
ug (t,0) = -— lim e LN f(N,0)dX

2 p=oe J_g1_g,

271 p—roo —B2—ip

' im < / T M1 () F(0, 8) da
(3.38)

v L Y 1 0 FOu0) dA + / T M 0 O 0) d>\>

Br—ip —B2+ip
N
+ /;1 Res M L7HNF(N, ).
Sm A

1P

[ ] [ ] [ J
Re A
@ & L 4 L 4
—p? -p

[ ] [ ] [ J

TP

FIGURE 3.3 — Contour d’intégration (en bleu) et valeurs propres du symbole (en rouge).

La premiere intégrale dans le second membre de (3.38) tend vers ug: lorsque p — oo. En utilisant
I’estimation du Lemme 3.1.11, on prouve que les seconde et troisiéme intégrales tendent vers 0
(procéder comme dans le lemme 5.4.1 de [102]). Il reste donc

N
ug (t,0) = wug(t,0)+ Res M2 1N\ (N 6). 3.39
p(60) = w0+ 30 Res ML (339
Mais il est possible d’obtenir une représentation de la résolvante de £ au voisinage des valeurs
propres. Plus précisément, le théoréme 5.1.1 de [102] indique que I’on a dans un voisinage de \*

271N (), (3.40)

B
ou P e L(RZ(ZL),7(ZL)) est I'opérateur de projection défini par

Pg=(g,0") 6"  Vge#(2),
avec YF = aF ok, a¥ étant la constante vérifiant (2N gk, akJ) = 1. D’autre part, dans (3.40), I est

une fonction (& valeurs dans L(Z(Z), 2(Z))) holomorphe dans un voisinage de A\¥. En utilisant
(3.40) pour calculer les résidus dans (3.39), on obtient le résultat du théoréeme. ]
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Dans le théoréme suivant, nous allons préciser ’expression des coeflicients dans la décomposition
(3.37).

Théoréme 3.1.20 Supposons les hypotheéses du Théoréme 3.1.17 vérifiées. Alors les coefficients
dans (3.37) sont définis par la formule

¢ = (f,exp(=Aet)*)s, (3.41)
avec YF = a¥ ok, aF étant la constante vérifiant (2N gk, akﬁ) =1.

Preuve. Introduisons ( € ¢°°(R) une fonction de troncature telle que ((t) = 0 pour ¢t < t; et
¢(t) =1 pour t > to. Ici, t1 et to sont deux réels arbitraires satisfaisant ¢t; < to. D’apres (3.37), on a

N
div (e V(((ug —uge))) = Z Fdiv (aV(¢(t) exp(A\Ft) b)),
k=1

En utilisant le fait que div (cV(¢(t) exp(A\¥t)p*)) est non nul uniquement sur [t1;t2] X [a;b] et en
intégrant par parties sur ce domaine, on trouve, pour j =1,..., N,

iv (O’V(C(Uﬁl — uﬁz))), eXp(—ﬁt)wj)B

c (le (UV(C(t) eXp()‘kt)QOk))7 eXp(_ﬁww]’)]tl;tg[X]a;b[

—~
[}

I
NE

i

! (3.42)

ck(Aka exp()\ktg)gpk, exp(—ﬁtg)wj) — (o exp(Ath)wk, —ﬁexp(—ﬁb)d}j)

I
M=

>
Il

= d(2Nopl i) =,

~~ =

Rappelons que la notation (-,-) correspond au produit scalaire de L?(Ja; b[). Ci-dessus, nous avons
utilisé la relation de biorthogonalité (o@¥, ©7) = 0si k # j. Cette relation se démontre en observant
quion a (adg¢”, dgp) = (\*)?(a*, ) pour tout ¢ € Hg(Ja; b).

Puisque 8! < 2, la fonction ugz est a priori moins décroissante que ug en —oo et la situation
est inversée en +oo. Mais comme ¢ est nulle au voisinage de —oo, on a Cugz € Z(BJ1) N Z(Bj).

On peut alors intégrer par parties dans (div (JV(Cuﬁz)),exp(—ﬁt)z/)j )B- En utilisant la relation
div (oV (exp(—=Mt)7)) = 0, on obtient

(div (0 V (Cugz)), exp(—Ait)y7)p = 0. (3.43)
Avec le méme argument, on trouve
(div (o V((1 = Q)up)), exp(—Nt)y ) = 0. (3.44)
En utilisant (3.43) et (3.44) dans (3.42), on peut écrire

¢ = (div(oV(Cug)), exp(—N 1))
= (div(cVug), exp(—ﬁtwj)s — (div (e V((1 = Qugr)), eXP(_ﬁt)W)B
= (f,exp(=Nt)ph)p.

Ceci termine la preuve. [

Remarque 3.1.21 Notons au passage que les coefficients dans la décomposition (3.37) dépendent
continiment du terme source f.
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3.1.5 Applications

Observons comment se traduisent les résultats que nous venons d’obtenir sur deux géométries
particulieres.

i) Cas de la bande symétrique, —a = b. Supposons k, # —1. Commengons par préci-
ser les résultats concernant ’ensemble des valeurs propres de .. La Proposition 3.1.14 indique que
A € C* est valeur propre de .Z si et seulement si

ANA0 et (o1+00)sin2Ab) =0 & Ae {kn/(2b), k € Z*).

D’autre part, (3.36) prouve que 0 n’est pas valeur propre de .Z. Par conséquent, d’apres le Théoréme
3.1.13, BE' : 2(Bj') — Z(Bj') définit un isomorphisme si et seulement si 8 ¢ {km/(2b), k € Z*}.
On retrouve en particulier le Théoreme 3.1.4 car 0 ¢ {kw/(2b), k € Z*}.

Considérons ensuite 3!, 32 deux réels n’appartenant pas a {km/(2b), k € Z*} et tels que 3! < 2.
L’espace propre associé & la valeur propre A\¥ := k7 /(2b) est engendré par ¢* avec

O o = sin(GrO+8) et G O)oa =~z (5 (0-D).

2b
Par un calcul simple, on obtient alors . MNe(oph, k) = km(o1 4 02)/(2b) # 0. Par conséquent, pour
avoir (2\FapF, k) = 1 avec % = aF¢* ol a¥ est une constante, il faut prendre ¥ telle que

Vb km N km

sin(— (6 +b)) et wk(a)ho;b[:—msm(%(e—b)).

k —

(o1 + 03)
Choisissons maintenant un terme source f dans Z(BJ1) N Z(B:). D’aprés les Théorémes 3.1.17 et
3.1.20, les fonctions ug € Z(Bp1) et uge € Z(Bj:) vérifiant Biug = f et Bghuge = f sont lices

par la relation
ugr = ug2 + Z ckek“t/(%)gok,
keZ* | —2b82 /r<k<—2bBl/m

avec

Ck — (f’ G_kﬁt/(Qb)¢k)B.

ii) Cas de la bande non-symétrique avec —a = 3b. Ce rapport particulier des longueurs
va nous permettre de résoudre explicitement (3.35), ce qui n’est pas faisable dans le cas général.
Supposons toujours k, # —1. D’apres la Proposition 3.1.14, A € C* est valeur propre de .Z si et
seulement si

(01 + 02) sin(4Ab) = (01 — 02) sin(2Ab) < 2(01 + 02) sin(2Ab) cos(2Ab) = (01 — 02) sin(2Ab).
Si A ¢ {km/(2b), k € Z*}, on a alors
COS(Q)\b) = (01 — 0'2)/(2 (01 + 0'2)). (345)

Si A vérifie (3.45) alors —\ et A + nx/b, n € Z, vérifient (3.45). A Pinstar de ce qui est fait dans
[26], définissons
o1 — 09 1
= t = . 3.46
pi= e et = g arcos(p) (3.46)
Réintroduisons le contraste k, = 02/01. Remarquons deux valeurs caractéristiques de ce parameétre.
D’une part, pour K, = —1/3, on a p = 1 et donc { = 0. D’autre part, pour kK, = —3, on a p = —1

et donc £ = m/(2b).
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Re & Zme
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12,0 + o2 4
//—: I

| |

115+ AVE =

| I

| |

1 1.0 + 1 1 1 1 % 1 f

! 7 =6 -5 -4 32 q1-i|f

! 0.5/ -

1 |
e -2+
-7 6 -5 -4 -3 -2 -—1-L"e '

FIGURE 3.4 — Allure de ¢ en fonction du contraste r, € [—7;0] pour b = w/4 et a = —3b : partie

réelle a gauche et partie imaginaire a droite.

Par ailleurs, (3.36) montre que 0 est valeur propre de £ si et seulement si 02/01 = —1/3.

Par conséquent, pour k, € R*\ {—1}, A est valeur propre de .Z si et seulement
ANe{kn/(2b), ke Z'} U{{+kn/b keZ} U{-E+kn/b, ke€Z}.

On peut vérifier que pour k, € |—00; —3] U [—1/3; 0], le nombre £ est réel et par conséquent, toutes
les valeurs propres de .Z sont réelles. Par contre, pour k, € |—1/3;—3[\{—1}, il apparait des
valeurs propres complexes.

Plus précisément, si on s’intéresse au cas S = 0, on peut montrer que £ n’a pas de valeurs
propres dans Ri si et seulement si k, € |—00; —1[U [—1/3;0]. Ainsi, d’apres le Théoréme 3.1.13,
By' : 2(By') — Z(B(") est un isomorphisme si et seulement si k, € |—o0; —1[U [—1/3;0][.

Sm A
—6 —4 —2 2 4 6
—e = o > S - o— e A
—8+¢ —4—¢ —d+¢ —¢ | +¢ A—¢ 4+¢ 8—¢
FIGURE 3.5 — Position des valeurs propres pour k, = —1/4, b = w/4 et a = —3b. Cette configuration

est caractéristique du cas K, €] — o0; —3[U] — 1/3;0[.

Sm A
—44¢ +¢ 44¢
° ¢ °
—6 —4 —2 2 4 6
o o o o o - Re A
—4-¢ —¢ 4-¢
° ¢ °
FIGURE 3.6 — Position des valeurs propres pour k, = —1/2, b = w/4 et a = —3b. Cette configuration

est caractéristique du cas K, €] — 1; —1/3[.
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Sm A
—4—¢ —¢ 1-¢ 8¢
° ° ° °
—6 —4 -2 2 4 6
> - - - - = Re A
—8+¢ —4+¢ +€ 4+¢
° ° )
FIGURE 3.7 — Position des valeurs propres pour k, = —2, b = w/4 et a = —3b. Cette configuration
est caractéristique du cas k, €] — 3; —1].
3.2 Secteurs non bornés
\\\ 0=a
K1
«
D) 6=0
(0]
2T — «
=0
/7 s

FIGURE 3.8 — Notations pour les secteurs non bornés : sommet extérieur, a gauche et sommet
intérieur, a droite.

Dans ce paragraphe, nous considérerons deux types de géométrie : le sommet extérieur et le
sommet intérieur. Pour le sommet extérieur (Figure 3.8, & gauche), nous travaillerons dans le secteur
non borné

K :={(rcos,rsinf), r >0,0<60 <~}

avec v < 2m. Ci-dessus, (r,6) désignent les coordonnées polaires associées a O. Définis-
sons Ky = {(rcosf,rsinf),r>0,0<0<a}, Ko = {(rcosf,rsinf),r >0, a <0 <~},
Y = {(rcosf,rsinf), r>0,0 =a}, I'y := R} x {0} et 'y := {(rcosf,rsinf), r >0, 0 =~}.
Pour fixer les idées, nous supposons o < /2. Cette hypotheése n’est en rien restrictive.

Pour la géométrie du sommet intérieur (Figure 3.8, a droite), nous prendrons
K :=R*\ {O}.

Nous partitionnons ensuite le plan en introduisant Iy := {(rcos@,rsinf), r > 0,0 < 6 < a},
Ko :={(rcosf,rsinf), r >0, a < <2r}, ¥ :=Ry x{0}U {(rcosf,rsind), r >0, 0 = a}. Sans
perte de généralité, nous supposons 0 < o < 7.

De facon générale, pour les deux géométries, si v est une fonction mesurable sur X, nous dé-
finissons v; 1= v|k, et v 1= v|k,.

En 1D, pour la partie radiale, nous noterons respectivement (-, -), (-, )1, (-, )2 les produits scalaires
de L*(10;9]), L*(J0; ), L2 (Jes 9)) et || - [howps |- [fosafs || - lasop les normes associées, avec o = v
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pour le sommet extérieur et ¥ = 27 pour le sommet intérieur. Si ¢ est une fonction mesurable sur
]0; 9], nous définissons @1 := @lj.a[ €t Y2 = Pla]-

3.2.1 Espaces de Sobolev a poids dans les secteurs : définitions, rappels

Introduisons comme dans le Paragraphe 3.1.1 quelques définitions et résultats liés & ces géomé-
tries. Pour plus de détails, nous invitons le lecteur a lire la partie 6.1.1 de [102]. Pour introduire le
cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler, considérons le secteur non borné

K:={(rcosf,rsinf), r >0,0< 60 <9} avecd < 2.

Pour m € N et 8 € R, définissons 'espace a poids Vi'(K) comme la fermeture de 65° (K\ {0})
pour la norme

L\ 12
g :_(z waw;vu&) | 3an

laf<m

Nous noterons Vgl(lC) la fermeture de €5°(K) dans V§'(K).

Effectuons quelques commentaires concernant ces espaces qui permettent de mesurer le compor-
tement des fonctions en O et a l'infini. Notons qu'on a V§(K) = H°(K) = L?(K). Par contre,
I'espace VI(K) differe de H™(K) pour m € N*. Pour s’en convaincre, considérons ¢ € €°°(K) une
fonction & support compact valant 1 dans un voisinage de O. Alors on a ¢° € H™(K) et ¢° ¢ Vi*(K)
pour m > 1. La fonction ¢ : & + (®(x) = (1 — (%(x))/|x| vérifie quant & elle ¢ ¢ H™(K) et
(% € VI(K) pour m > 1. Enfin, si m! et m? sont deux entiers tels que m! > m? > 0, 'inclusion

gﬁl (K) C V/’Bn; (KC) n’est vraie que lorsque 3!, 52 satisfont la relation 3! — m! = 52 — m?2,

Pour m > 1, définissons Vgﬁl/ 2(8IC) 'espaces des traces des éléments de ViI'(K) sur la fron-
tiere IK . Cet espace est muni de la norme

HUHV}?—W(BIC) := inf {||w\vgl(,c) |w e VE(K) et w=v sur 8/6} . (3.48)

En étudiant le lien entre les opérateurs de dérivée exprimés en coordonnées cartésiennes et polaires,
on peut montrer que la norme de Vﬁm(lC) est équivalente & la norme

1/2
_ | [T 2emen 5 ugr |
vl </0 r jZOH(r(‘?T) u(r, )HHm—j(]o;ﬁ[)TdT , (3.49)

avec u(r,0) = u(x). Par abus, dans toute la suite de ce chapitre, nous utiliserons la méme notation
pour désigner les fonctions exprimées en coordonnées cartésiennes ou polaires. Effectuons mainte-
nant le changement de variables t = Inr qui envoie la demi-bande R* x]0; [ (isomorphe au secteur
KC) dans la bande B := Rx]0; 9. Pour toute fonction v mesurable sur R x]0;1[, introduisons Ev la
fonction définie par

(Ev)(0,t) = v(6, ). (3.50)

Puisque r0,v = 0;(€v), la norme (3.49) est égale a

1/2
o] = (/ 2(—m+B)t e2tz H@i(&u)(t,-)HHm_jGO.ﬂD dt) .

Ainsi,

B)

HU” - He(im+ﬁ+1)thHHm(B) - ”gv”Wg:mH(
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est une norme équivalente a (3.47). Ceci montre que les espaces Vi'(K) et WE, ., (B) (mais aussi
Vgﬂrmfl(lC) et W?(B)) sont isomorphes. Nous allons donner une nouvelle norme équivalente a
(3.47) a l'aide de la transformée de Mellin

5N = (Myv) (V) = /O T ) dr (3.51)

En remarquant que (M, v)(A) = (Liav(e?))(N), énongons quelques propriétés de cette transfor-
mée de Mellin a partir du Lemme 3.1.1.

Lemme 3.2.1 1) La transformée de Mellin (3.51) définit une application linéaire continue
de €5°(R%) dans lUespace des fonctions analytiques du plan complexe. D’autre part, on a
M2 (1r0w) = AM,\v pour tout v € G5°(RY).

2) Pour tout u, v € 65°(R%) on a la formule de Parseval

+Oorﬁurﬁrr:i a(\)D
[ e =g [ it (3.5

L’intégration dans le terme de droite de (3.52) se fait sur {_g := {\ = —p +ir, 7 € R}. Ainsi, la
transformée (3.51) peut étre prolongée en un isomorphisme

{o]r?71 20 € LR} — L2(0_p).
3) La transformée de Laplace inverse est donnée par la formule

R -1 A _ 1 A~
o(r) = (ML 5)(r) /Z oy

T 2mi

4) Si =12y € L2(RY), i = 1,2, avec B < B2, alors A = §(N\) = (M, v)(\) est holomorphe
dans la bande —B3% < Re X < —p*.

En utilisant 1’égalité de Parseval, on a 1’équivalent du Lemme 3.1.2 pour les espaces Vig' (K) :
Lemme 3.2.2 Pour m >0, la norme (3.47) est équivalente a la norme

1/2
1 moo
uw—@mé ZMWW@W%wwwg - (3.53)

e \=—p+m—1 =0

Lorsque K = R?\ {O}, les définitions et résultats que nous venons de présenter restent valables en
remplagant ]0; [ par le cercle unité R/27Z. L’opérateur £ introduit en (3.50) transforme alors les
fonctions définies sur un demi-cylindre en des fonctions définies sur un cylindre.

Dans la suite de ce paragraphe, nous n’allons pas nous servir de la caractérisation (3.53) mais plutot
travailler avec 'opérateur £ en utilisant les résultats obtenus dans la bande infinie. Cependant,
indiquons que nous aurions pu réaliser notre étude directement dans les secteurs a ’aide du Lemme
3.2.2.

3.2.2 Sommet extérieur

Considérons dans ce paragraphe la géométrie du sommet extérieur (Figure 3.8, a gauche). Pour
m > 0, définissons 'opérateur continu CF' : Z(CF') — Z(CF') tel que Cglu = f avec

(f1,f2) = (—018ur, —o2Aus);
2(CF) = {u € \ka_m_l(lC) | (u1,uz2) € Vg+2(K1) X VZLH(ICQ) et 010pu1 = 020pus sur E};

R(CF) = {F 13, (K)](f1, f2) € VE(Kr) x VE(Ka) } -
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Ci-dessus fy et fo (resp. ui et ug) désignent les restrictions de f (resp. u) a K1 et Ko. L’opérateur
Cg” est 'opérateur naturellement associé au probleme de transmission

Trouver (u1,us) € V?”(IQ) X VZHZ(ICQ) tel que :
—01Au; = fi dans Ky
—02Auy = fo dans Ko

up—uzy = 0 sur ¥ (3.54)
010pu1 — 090gus = 0 sur X
u = 0 sur I'y
uy = 0 sur I'o,

avec (f1,f2) € VF (K1) x V§(Kz). Ce probleme de transmission s’écrit de fagon condensée
—div(ocVu) = f ou o désigne la fonction vérifiant o = o1 sur K; et o = o2 sur Ka.

Réécrivons les équations volumiques de (3.54) en coordonnées polaires en les multipliant par
r2. On obtient

—01 ((T@T)Q + 892>u1 =r2fi dans K; et — 02<(r87«)2 + 83)112 =r2fy dans Ko.

Appliquons ensuite la transformée de Mellin. Pour m > 0, il apparait le symbole Z(\) : 2(%) —
K (L) tel que L (N\)p = g avec
(91,92) == (=01 (N + dj) o1, =02 (N + d5)p2) ;
2(Z) = {p € Hy(J0:7]) | (1, 92) € H"2(J0; ) x H"?(Jaz7]), 01dopi1(a) = o2dopa(a)}
Z(Z) = {g € L*(10;7))| (91, 92) € H™(J0; ) x H™(Jas ()} .

On retrouve donc un symbole analogue & (3.17). On va alors montrer tres facilement, le travail
ayant déja été réalisé lors de I’étude du probléme posé dans la bande infinie, le

Théoréme 3.2.3 Supposons ks # —1. L'opérateur C5' + D(CF') — Z(CF') constitue un isomor-
phisme si et seulement si £ n’a aucune valeur propre sur la droite ReA = —3 +m + 1.

Preuve. Reprenons 'opérateur £ défini en (3.50). En confondant les fonctions écrites en coor-
données cartésiennes ou polaires, nous avons vu que & réalise un isomorphisme entre les espaces
suivants

VE(K) — Wi, .1(B), Vi (K1) — WEL,, 1 (B1), VE(K2) — WE,, 11(B2),

oun B := R x J0;9[, Bi = R x |0;af, B2 := R x Ja;y[. Le Théoréme 3.1.13 prouve que
Bg“_(m to41 = Bgimfl : .@(Bglmfl) — %(Bgimfl) définit un isomorphisme si et seulement
si . n’a aucune valeur propre sur la droite Re A\ = —(f —m —1) = -+ m + 1.

On déduit que si £ n’a aucune valeur propre sur la droite Re A = —f+m+1, 12 Oy = 5_1Bgl_m+15
est un isomorphisme de Z(Cj') dans Z(Cj' ,). Puisque I'application f — r~2f constitue un iso-
morphisme de V' ,(K) (resp. Vi 5(K1), Vi 5(K2)) dans Vi (K) (resp. VE'(K1), VE(K2)), donc
de Z(CF,) dans Z(CF'), on déduit le théoreme. |

La transformée de Mellin fournit la représentation

1
u(r,0) = — / L N My (2 f) dA.
2700 JRe A=—B+m+1

Avec la Proposition 3.1.14, nous pouvons préciser les valeurs propres de .Z.
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Proposition 3.2.4 Le nombre A € C* constitue une valeur propre de £ si et seulement si
(01 + 02) sin(Ay) = (o2 — 1) sin(A(y — 2a)). (3.55)
D’autre part, 0 est valeur propre de £ si et seulement si

2 . (3.56)

Yo o«

Cette Proposition prouve que pour k, # —1, les valeurs propres de .Z forment un ensemble dénom-
brable possédant I'infini comme seul point d’accumulation possible. Rappelons également le résultat
de la Remarque 3.1.16 : si A\¥ est une valeur propre de .Z alors dim ker Z(\*) = 1. Dans la suite,
nous noterons ¢* une base de ker Z(\F).

Comportement des solutions a I’infini et en 0

Le Théoreme 3.1.17 permet de démontrer le résultat suivant de décomposition en partie régu-
liere /partie singuliére.

Théoréme 3.2.5 Supposons k, # —1.

Supposons que £ mne posséde pas de valeur propre sur les droites ReX = —fp1 +m + 1 et
Red = =2+ m + 1, g1 < B2 Notons \',...,\N les valeurs propres de & dans la bande
—B24+m+1<ReX < —F14+m+1. Supposons que pour k =1,...,N on ait \*(o¢*, o%) # 0, ot
@ est un vecteur propre de £ associé a la valeur propre \F. Considérons f € %( 51 NZ(CLz).

Alors les fonctions ugy € Z(Ch1) et ugz € P(Cp3) vérifiant Cliugy = [ et Clyuge = f sont
liées par la relation

N
ugL = ugz + Z ckr)‘kgok, (3.57)
k=1
ot ¥ est une constante ne dépendant que de f et du choiz de o*, k=1,... N.

Avec le Théoreme 3.1.20, nous pouvons préciser I'expression des coefficients dans (3.57).

Théoréme 3.2.6 Supposons les hypothéses du Théoréme 3.2.5 vérifices. Alors les coefficients dans
(3.57) sont définis par la formule

& = (f,r ), (3.58)

avec YF = aF ok, a¥ étant la constante vérifiant (2Xop*, aF k) = 1.

Applications

i) Secteur symétrique par rapport a l’interface, a = /2. Supposons k, # —1. La Pro-
position 3.2.4 indique que l'ensemble des valeurs propres de & est égal a {kn/v, k € Z*}. Par
conséquent, d’apres le Théoreme 3.2.3, CF : Z(CF') — Z(C}') constitue un isomorphisme si et
seulement si = +m+ 1 ¢ {kn/v, k € Z*}.

A présent, fixons m € N et donnons-nous ', 32 deux réels tels que —3' +m+1 ¢ {kn /v, k € Z*},
—B2+m+1 ¢ {kr/v, k € Z*} et B* < 2. Choisissons un second membre f dans Z( BN Z(CL).
D’apreés les Théoremes 3.2.5, 3.2.6 ainsi que les résultats du Paragraphe 3.1.5, les fonctions
ugr € Z(Ch1) et ug: € 2(Cgy) vérifiant Ciug = f et Ciuge = f satisfont la relation
ugt = ug2 + Z ckrk”/vgpk,
kezZ* | y(Bt—m—1)/n<k<y(BZ2—m—1)/7



3.2. Secteurs non bornés 91

avec
= (f,r R

Ci-dessus, les fonctions ¢”, ¥ sont définies par

2 km 2 km
FDhoal = — sin(—~6 et ©*(O)ignr = —\/7$in9— ;
©"(0)]105a( \/; (,Y) O () jam] 5 (,Y( 7))
km

ﬁ .k k \/TY .
PO oal = —————sin(—0) et P*O)|pyy = ——=—F—— sin(— (6 —7)).
Oloet = Jgimtorrag 50 o P Olan = ~ gl (70 =)
ii) Secteur non-symétrique avec v = 4.  Supposons toujours k, # —1. D’apres la Proposition
3.2.4 et les résultats du Paragraphe 3.1.5, 'ensemble des valeurs propres de .Z est égal a
A€ {2kn/y, ke Z*}y U{{+2kn/y, ke Z} U{—-E+2kn/y, keZ},

2 o9 — 01
avec £ .= — arcos et =
5 (p) T

Comme indiqué dans le Paragraphe 3.1.5, pour k, = o3/01 € |—o00; —3] U [—1/3;0], les valeurs
propres de .Z sont dans R. Par contre, ceci n’est plus vrai lorsque k, € |—1/3; =3[ \{—1}.

3.2.3 Sommet intérieur

Intéressons-nous maintenant a la géométrie du sommet intérieur (Figure 3.8, & droite) pour
laquelle K = R? \ {O}. Pour m > 0, introduisons 1'opérateur continu Dg = 2(Dg') — Z(Dj') tel
que Dj'u = f avec

(f1, f2) = (—o1Au1, —02Auz);
2D = {u eV, (K)](u1,u2) € V(K1) x VET2(Ks) et o10pu1 = 020pus sur $\{O}};

R(DF) = {f €L, (K)| (fi, f2) € VE (K1) x VE(Ka) }.

De méme que dans le paragraphe précédent, fi et fo (resp. ui et ug) désignent les restrictions
de f (resp. u) a K; et Kqo. L'opérateur DE”L est U'opérateur naturellement associé au probléme de

transmission
Trouver (ug,us) € VEHQ(ICl) X VZHQ(ICQ) tel que :

—alAul = fl dans ’Cl

—09Auy = fo dans Ka (3.59)
up—uy = 0 sur X\{O}
010pu1 — 090pus = 0 sur X\{O},

avec (f1, f2) € V(K1) x V' (K2), probleme qui n’est autre que la réécriture de —div(oVu) = f o
o est la fonction vérifiant o = o1 sur Ky et 0 = o9 sur s.

Lorsqu’on applique la transformée de Mellin au probléeme (3.59) aprés avoir multiplié par r?

les équations volumiques, pour m > 0, il apparait le symbole Z(\) : (&) — Z(X) tel que
Z(N)p = g avec

(g1,92) := (=o1(A\* + d§) o1, —02(A? + d§)2) ;

2(Z) = {p e HY(|0;27() | (p1, p2) € H™*(J0; ) x H™*(Jay; 2), 1(0) = 2 (27),
o1dep1(0) = oadg2(27) et o1dep1 (o) = oadgpz(a)};

(L) = {g € L*(0;2x[) | (g1, 92) € H"(]0; ) x H™(Jo; 27[) } .

En adaptant au cas du cylindre infini les démonstrations des Lemmes 3.1.10, 3.1.11 et du Corol-
laire 3.1.12, puis en procédant comme dans le paragraphe précédent en utilisant 'opérateur de
changement de variables £, on démontre le
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Théoréme 3.2.7 Supposons ks # —1. L'opérateur D' : D(Df) — Z(DF') définit un isomor-
phisme si et seulement si £ n’a aucune valeur propre sur la droite Re A = —F +m + 1.

Avec la transformée de Mellin, nous avons de nouveau la formule de représentation

u(r,0) = i

A cp—1 2
271 /?Re A=—fBt+m+1 .z ()\)MT—))\(T f) d.

Les changements pour les opérateurs associés au probleme de transmission respectivement dans la
géométrie du sommet extérieur et celle du sommet intérieur sont intégralement contenus dans la
position des valeurs propres de .Z. Caractérisons maintenant les valeurs propres du symbole dans
le cas du sommet intérieur.

Proposition 3.2.8 Le nombre A € C* constitue une valeur propre de £ si et seulement si
(01 + 02) sin(Ar) = £(o1 — 02) sin((m — a)A). (3.60)
D’autre part, 0 est toujours une valeur propre de L.

Preuve. Pour la démonstration de ce résultat, il faut procéder avec finesse sous peine de sombrer
dans d’inextricables calculs. Nous donnons ici une version légerement différente de celle présentée
dans [72]. Si A est une valeur propre de .7, il existe ¢ € Z(.Z) non nul tel que Z (X)) = 0. Si X est
non nul, puisque ¢ (resp. @2) vérifie (A2 + d3)p1 = 0 sur ]0; af (resp. (A% + d2)p2 = 0 sur Ja; 27[),
on déduit

©1(0) = A + Be= M et ©2(0) = Ce 4 De N

ou A, B, C et D sont des constantes. Les conditions de transmission imposent de plus

A+ B = e2IAT (! 4 e~ 2AT D
ei)\aA 4 e—i)xaB — ei)\ac + e—i)\aD
A - B = Kk, 2O — gye BATD
ez)\aA o e—MaB — KLJGZ)\QC o IQUG_Z)‘OCD.

En éliminant les inconnues A et B, on trouve que A € C* est une valeur propre de .Z si et seulement
si ‘ | |
(14 ko) (M —1)C + (1 — ky)(e 2 — 722D =
(1 _ HU)(ezz‘)ﬂr _ eQiAa)C + (1 + ,{0)(6—2i>\7r _ l)D _—

Le déterminant de ce systéme s’annule lorsque
(14 kg)?sin(Am)? = (1 — ko) sin((m — @))%

Ceci termine la démonstration de la premiére partie de cette proposition.

D’autre part, pour toute valeur du contraste, les fonctions constantes sont dans le noyau de .Z(0).
Par conséquent, 0 est toujours valeur propre du symbole. Nous pouvons méme préciser, apres un
calcul sans difficulté, que 0 est une valeur propre de multiplicité géométrique égale a 2 si et seulement
si ke = —(2m — ) /a. ]

3.3 Ouvert borné

Dans la Section 3.1, nous avons présenté des résultats de régularité au voisinage des parties
droites de I'interface. Dans la Section 3.2, nous nous sommes intéressés a la régularité au voisinage
des sommets extérieurs et intérieurs de 'interface. Pour revenir au domaine borné 2 que nous avons
étudié intensivement dans le Chapitre 1.3.1, il ne nous reste plus qu’a regrouper ces résultats en
utilisant un procédé de localisation. De nouveau donc, nous supposons 2 C R? partitionné en deux
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sous domaines avec Q = Q; UQs et 21 Ny = (). Nous définissons la fonction o telle que ola, = ok,
k=1,2,0ouo0; >0, 0o <0 sont deux constantes. D’autre part, nous faisons I’hypothése que les
frontieres 0€2; et 9 sont polygonales. Ceci implique en particulier que 9f2 est polygonale. Les
ouverts O et g sont séparés par l'interface ¥ := 9Q; \ 9Q = 99 \ 9. La normale unitaire a X
dirigée de 21 vers {29 est notée n.

3.3.1 Notations

2 2
Ty L3
A
“ad o3 "

2
1 1.
B RS e
1 1
a0 Lext )

FIGURE 3.9 — Notations pour l'ouvert borné : S; = {zi, 23} (N1 = 2), So = {x3, 23} (Ny = 2),
Sint = {®j} (Nint = 1) et Sear = {@ogp, T2} (Newt = 2).

Commencons par décrire précisément les géométries du domaine et de I'interface, qui, comme
nous 'avons déja observé, jouent un role crucial dans les résultats. Nous noterons

Sk = {x},..., N’“} I'ensemble des sommets de Iy := 0Q, \ %, k =1,2;
Sint == {xl ;... mlt’”} I’ensemble des sommets de ;
Sext = {xl ;... &)t} Pensemble des sommets de N HQ.

Bien entendu, on peut toujours trouver des configurations pour lesquelles I'un des ensembles
ci-dessus est vide. Ceci ne posera cependant pas de probleme dans la suite. Nous avons ensuite
besoin d’accéder aux angles des polygones 0€2; et 9€2,. Pour cela, effectuons les remarques suivantes.

e Pour k£ = 1,2, pour chaque :L'k € Sk, il existe un voisinage V(x ) Cc R?% de cck tel que
O N V(a}) = Ki(a)) N V(2}),

ot K (%) est un cone ouvert centré en x} d’ouverture ol € ]0; 2n[.
e Pour k = 1,2, pour chaque x!,, € Sint, il existe un voisinage V(x!,,) C R? de z,, tel que

QN V( znt) - Kjk(x;nt) N V( znt)

ott K(xt,,) est un cone ouvert centré en x,,, d’ouverture amt g €10;27[. Pour i = 1,..., Njy, nous
avons alors | +al,,o =27 et nous définissons oG, 1= Ay ;-
e Pour k = 1,2, pour chaque x,; € Seut, il existe un voisinage V(zt,,) C R? de x¢,, tel que

QN V( e:ct) ’Ck( ezt) N V( eact)

ot Kp(xt,,) est un cone ouvert centré en xl,, douverture o’ ,, € ]0;27[. Nous définissons alors
P i —
Qegt = Qegtl et ’Yezt extl + aezt2 € ]O 271'[ pour i = 1 Nezt

Introduisons maintenant un systéme de fonctions de troncature qui va nous permettre d’étu-
dier ce qui se passe au voisinage de chacun des sommets.
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Pour k = 1,2,int,ext et i = 1,..., Ny, (. et ni désigneront deux éléments de €>°(9,[0;1])
valant 1 au voisinage de xi € Sk, 0 sur Q\B(x!,d}) (pour un certain dj, > 0), ne dépendant que
de rk (coordonnées polaires associées a ack) telles que 77ka = (k

En outre, nous supposons que les supports des fonctions 7;,, et par voie de conséquence, ceux

des fonctions C,i, pour k = 1,2,int,ext et i+ = 1,..., N, sont disjoints. Nous ferons aussi I’hypo-
these que les supports des éléments 7, et donc ceux des éléments (j, pour k = 1,2 et i =1,..., Ny,
n’intersectent pas Y. Définissons alors
N1 ) N2 ) znt Nezt .
le_ZC{_ZQQ Zgznt ZCé:ct'
i=1 i=1 i=1
Pour m € N et 31 = Bt {Vl, ilnt,...,ﬂmlt"t, ext,...,ﬁgff’f) € RNiHNint+Nezt  nous noterons

Vg‘ (1) I'ensemble des fonctions v telles que xv € H™(Q4) et (iv € Vi (Ki(x)), k = 1,int, ext et
1 k

1 =1,..., Np. Remarquons que cet espace ne dépend pas du choix des fonctions de troncature (}c
Nous munirons Vg” (€21) de la norme
1

lolhvy o) = IX0llmay + > ZI

va (K1 (i)

k=1,int,ext i=1
o 1 N. 1 No+Nipnt+N.
Pour m € Net B2 = (83,...,852, Bt - - - ,Bmlt"t, L ,Be;t”t) € RNzt NinetNeat P’egpace V’B-'?Q(Qg)

est défini de facon analogue.

Ces espaces a poids présentent des propriétés différentes de celles des espaces a poids que nous
avons utilisés dans les secteurs infinis. Ceci provient des fonctions de troncature qui ne permettent
de mesurer le comportement des fonctions qu’au voisinage des singularités géométriques. Par
conséquent, il existe des relations d’inclusion entre ces espaces. Plus précisément, considérons
B = (BY,..., BNtHNmetNewt) of 7 = (41, ... AN NinetNewt) deux éléments de RV1TNinttNewt  Gj
m>netfi—m<~y'—npouri=1,..., Ny + Njy + Neas, alors V'g(Ql) s’'injecte de facon continue
dans V:/i(Ql). Bien entendu, ce résultat est aussi valable pour les espaces a poids définis sur 9.
Pour travailler au voisinage des parties droites de 3, introduisons (sz)f\;zl et (ng)f\g deux familles
de fonctions de troncature de €°°(€2, [0; 1]) dont les supports sont inclus dans €2 et symétriques par
rapport & 3 (de sorte que 0,¢% = 0 sur X\Sint). Nous supposerons de plus qu’on a ni (L = ¢4, que
le support des niz ne rencontre pas S; U Sy U St U Sezr €t que

znt Nea:t

ZCE + Z ¢+ Z ¢!, =1 dans un voisinage de .

Définissons la fonction (j telle que

znt Nert

Ny
CO::X_Zgé desorteque CO+ZCl+Z<2+ZCE+ZC1nt+de:(:t_l 361)
=1

Par construction, notons que le support de (y n’intersecte pas ¥ U S; U So. Introduisons enfin
no € €°°(Q, [0;1]) telle que n9o = (o et telle que son support ne rencontre pas X U Sy U Ss.

3.3.2 Probléme considéré

ol N. N, ;
Pour § = (ﬁll,, DB By, Z-lm,...,ﬁmém‘, L Bott) € RNUAN2 ANt Neat of 1 €
N, définissons
2 N- N,
p1 = (Bllav 11 zlntv"‘meZtm7 e:pt""vﬁe:&m)

2 N,
62 = (B%” 2 75znt7"‘762nztnt7 ezt""?ﬂex?t)
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ainsi que l'opérateur continu AZJ : D(AT) - Z(A ) tel que Amu = f avec

B
(fl,fg) = (—UlAul,—UQA’U,Q);
m o m+2 m+2
2(45) = {ul(u,uz) € VETA(Q) x VEF(Qy),
uyp = ug sur X\S, 010pu1 = 020pug sur X\S, u; = 0 sur I'; et ug = 0 sur Fg};
RAD) = {FI(fi,f2) € VE(Q0) x V2 (Q) } .

L’opérateur AgL permet d’étudier le probléme de transmission

Trouver (uy,usz) € Vg1+2(91) X Vg‘;Q(Qg) tel que :
—01AU1 = f1 dans Ql
—09Aus = fo dans s
up—uy = 0 sur X\Sim (3.62)
010pu1 — 020pus = 0 sur X\Sine
up = 0 sur I'y
U2 0 sur I's,

avec (f1, f2) € Vgﬁ (1) x V;ﬁ (Q2), réécriture de —div(cVu) = f. Définissons les symboles, issus
1 2
des transformées de Mellin, associés aux différents types de sommets.

Pour les éléments de S; (sommets situés sur I'y), nous sommes conduits & introduire, pour
i=1,...,Nq, le symbole Z(\) : 2(Z) — H™(]0; a4 [) tel que Z(N)p = —a1(A? + d3)p avec

2(L}) = { € H""2(]0;01 ) [ £(0) = p(af) = 0} .

De méme, pour les sommets de Sy, pour i = 1,..., Na, nous aurons besoin de I'opérateur .Z5(\) :
2(L3) — H™(]0; a4 ) tel que L5 (N = —02(\? + d3)p avec

P(L3) = {p € H™2(]0; a5[) | 9(0) = p(a}) = 0} .

Pour ! € Sip: (sommets intérieurs situés sur ), pour i = 1,..., N;s, nous nous servirons du
symbole £, (\) : D(Ly) — #(Ly) tel que £, (M) = g avec

(g1,92) = (=o1(N* + df)p1, —02(N* + d§)p2) ;

D(LLy) = {p € H'(10;2n]) | (¢1, 02) € H™P2(]0; afpi [) x H™ P2 (]l 2[), 01(0) = 2(27),
o1dgp1(0) = oadgpa(27) et o1dgpr(as,,,) = oadppa(al,,)};

‘%("%nt - {g € L2 ]0 27[-[) ‘ (91792) (]0 aznt D X Hm(] mt727rD}

Enfin, pour &' € Se; (sommets extérieurs situés sur X N 9N), pour i = 1,..., Ney, définissons
lopérateur Z2,, () : D(LLy) — R (L) tel que L2, (N)g = g avec

ext ext
(91,92) = (=01 (N + d§)er, —o2 (N + d)p2) ;

@( eimt) = {QO € Hé@ O;Véxt D | (@1’ 902) € Hm+2(]0 aext D Hm+2(] exts lyext D
o1dep1(aiy) = oadepa (i)}

‘%("gezxt = {g € L2 ]O;’Yéxt D ’ (91792) € Hm(]o aezt D X Hm(] aixt;w/éxt D} :

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le résultat qui nous intéresse dans cette section.
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3.3.3 Résultat de régularité dans ’ouvert borné

Théoréme 3.3.1 Supposons ks # —1. L’opérateur Ag : _@(Agj) — %(Ag) est de type Fredholm
st et seulement si toutes les propriétés suivantes sont vraies.

- Pouri=1,..., Ny, ff n’a pas de valeur propre sur la droite Re X = —B{' +m 4+ 1.

~ Pouri=1,...,No, L4 n'a pas de valeur propre sur la droite Re A = —f5 +m + 1.

— Pouri=1,..., N, Lk, n'a pas de valeur propre sur la droite Re A = —f¢,, +m + 1.
~ Pouri=1,...,Ney, L n'a pas de valeur propre sur la droite Re \ = —3¢,, +m + 1.
Si l'une des propriétés précédentes n’est pas vérifiée alors Ag n’est pas a image fermée dans %(A%‘)

Remarque 3.3.2 Ce théoréme ne précise pas la valeur de lindice de l'opérateur A2 dans le cas

ot ce dernier est de type Fredholm. Indiquons simplement que l’indice dépend des poids associés
a chacune des singularités géométriques du domaine. Nous €étudierons plus en détail cette question
dans le Chapitre 5.

Pour démontrer que Ag est Fredholm, nous procéderons en deux grandes étapes. Une estimation a
priori nous permettra de prouver que dim ker AZJ < oo et que A;ﬁ est a image fermée. Nous mon-
trerons ensuite que dim coker AZJ’ < 00 en construisant un inverse a droite (modulo un opérateur

compact) pour AZJ.

Preuve. Supposons d’abord les hypothéses sur les différents symboles vérifiées. Etablissons
une estimation a priori pour les éléments de .@(A%‘). Donnons-nous u € Q(A’Bf‘).

L’inversibilité locale de Ag sur 1 et sur o implique 'existence d’une constante C > 0 in-
dépendante de u telle que

> lotuellgrsiony < € (3 vV (Cow) lmay) )- (3.63)
k=1,2 k=12
D’apres le Théoreme 3.1.8, on a également pour ¢ =1,..., Ny,
i < . i
k§2 HCEukHHm+2(Qk) ¢ (k:1 ) Hle(O‘V(CEUk))HHm(Qk) ) (3.64)
Pour k = 1,2, pour ¢ = 1,..., N, on a classiquement, (cf. [102, théoréeme 6.1.1]), puisqu'on a

supposé I'hypothese sur £} vérifiée,

’C’iqu;??(/ck(wg)) =C Hdiv(aV(Q@u))Hv%(m(w). (3.65)
Pour i = 1,..., Niu, le Théoréme 3.2.7 et 'hypothése sur .7, donnent I'estimation
;;2 @nt“kHvrzjuck(w:im)) =¢ <k§1:2 Hdiﬂf’v@mt“k”\\vg}m (ki () ) (3.66)
Pour i =1,..., Neyt, c’est le Théoreme 3.2.3 qui indique
kZLQ CextukHV;Jr2(’Ck(acéu)) <C <k2172 ‘’dlv(gv(Cextuk))Hv,ﬁnZ (Ki(@i_,)) ) (367)

ext ext

Travaillons maintenant sur les membres de gauche dans (3.63), (3.64), (3.65), (3.66) et (3.67). Pour
k = 1,2, on prouve de facon usuelle I’estimation

[div(oV (Cour))llgm(q,) < C (o div(eVur) lgm o) + lImo0tkllgm+1q,))- (3.68)
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De méme, pour k =1,2 et i=1,..., Ny, on obtient
|aiveV k), 0, < C (b divevu)] o bl ) (369)
Pour k=1,2et ¢ =1,..., Ni, on peut écrire
Hdiv(awc,iu))\\% ety < C ok div(am)\\% . anukﬂvgﬁwz ) B70)
Enfin, pour j = int,ext, k =1,2eti=1,...,N;,on a
Hdiv(aWC?uk))Hv; (Ki(x?)) =¢ (‘ U div("v“’“)Hv; (Ki(x?)) + "”§“k”v;+1(zck<m;>>)' (38.71)
J J J

En utilisant (3.68), (3.69), (3.70), (3.71) dans (3.63), (3.64), (3.65), (3.66), (3.67), on déduit 'esti-

mation a priori

> Nunllymszg,y < € (X IdivoVur)lvm ) + lulymsg,) ). (3.72)
k=1,2 P k=1,2 Bl B,
Or d’apres [102, lemme 6.2.1], pour k = 1,2, l'espace VZ:;“(Q) s’'injecte de fagcon compacte dans
ng‘l(ﬁ). En utilisant le Lemme 1.3.5 dii & J. Peetre, nous déduisons que si les hypotheses sur les
symboles sont vérifiées alors A’g posséde un noyau de dimension finie et son image est fermée dans

Pour montrer que AZJ est Fredholm, il ne reste plus qu’a prouver que dim coker Ag‘ < o00.

Nous allons faire cela en construisant une paramétrix a droite, 7.e. un inverse a droite modulo un
opérateur compact, pour A”. En d’autres termes, nous allons construire un opérateur linéaire et

continu Ry : %(AZJ) — @(A%l) tel qu’on ait A%’de = Idyp+ K4 ou Id4 désigne 'identité de %(AZJ),
et K4 un opérateur compact de .@(Agf) Cette méthode est présentée dans [119, §4.1.2 p. 102],

[102, §3.4.3 p. 88] ainsi que dans les ouvrages consacrés aux opérateurs pseudo-différentiels ([75]
ou [95, tome III] par exemple). C’est également la démarche qui est proposée dans la conclusion de
[72], papier ou l'idée de 'utilisation des techniques de type Mellin dans 1’étude des problémes de
transmission avec changement de signe a été introduite.

Commencons la construction de la paramétrix a droite. Grace a linversibilité locale de Agﬂ
sur 1 et sur o, on peut construire un opérateur continu Ry tel que (oRono : %’(AZJ) — .@(Agl)
vérifie

AF GoRono = Goldz + Ko,

ou Ky est un opérateur compact de #Z (A;fb)

De méme, pour £ = 1,2, %, int,ext et ¢ = 1,..., Ng, en utilisant notamment les Théoremes
3.1.8, 3.2.7, 3.2.3, on peut prouver qu’il existe un opérateur continu R}, : %(A’g) — _@(A%‘) tel que
ARG R, = Gildg + K,

ot K} est un opérateur compact de %(Ag})

Définissons alors

Ny No Ny, Nint Negt
Rd = COROT/O + Z C{Rllnzl + Z C%RZQ"?% + Z C%) ZanE + Z CZntR;Lnthnt + Z C;xtRZextnézt'
=1 =1 =1 =1 =1
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L’opérateur Ry : %(Agf) — Q(Ag?) est linéaire et continu et 'on a

Ny,
AF Ry —Tdp = Ko + Z ZKk =Ky
k=123 int,ext i=1
d’apres (3.61). Ceci permet de prouver, de fagon classique, que dim coker AEL < 00. Détaillons un peu
ce point pour le plaisir (cf. [151, théoréme 12.5]). Puisque AEL est un opérateur a image fermée, nous
savons que coker Agl est isomorphe a ker A%‘*. Mais ker A%‘* C ker (A%“Rd)* = ker (Idy + K%)* ou
K % est un opérateur compact de Z (Ag) Puisque K7, est également compact, on déduit du théoreme

de Riesz que dim ker (Id4,+ K4)* < oo. Par conséquent, on a bien dim coker Agl = dim ker A’g* < o0.

Etudions maintenant le cas ot l'une des hypothéses du Théoréme 3.3.1 concernant les sym-
boles n’est pas vérifiée. Nous souhaitons montrer qu’alors I’opérateur Ag‘ n’est pas a image fermée.

En raisonnant par 'absurde, supposons que Ag soit de type Fredholm. D’apres le Théoreme 3.3.3 ci-
apres, il existe une paramétrix a gauche pour A;P. Autrement dit, il existe Ry € E(%(AZJ), .@(Agﬁ))
tel que RgAg? = Idgy + K4 ou Idgy désigne l'identité de @(A%L), et K4 un opérateur compact de
.@(A%L). Pour simplifier les notations, pour u € & (Agb) et feZx (Ag), définissons

lullz == ) Hukvaj”(Qk) et Ifllz =D IIkavay () -
k=1,2 k k=1,2 k

Nous avons alors, pour tout u € & (AZJ),

lully < € (IAFullz + 1Kouls) - (3.73)

Par hypothese, il existe k € {1,2,int,ext} et i € {1,..., Ny} tels que £} posséde une valeur propre
sur la droite Re A = — % +m-~+1. Pour simplifier, nous notons (r, #) au lieu de (%, 6% ) les coordonnées

—_—

polaires associées & x}. Introduisons une fonction de troncature = € €*(R), telle que =(t) = 1
pour t < —1 et Z(t) = 0 pour ¢ > 0. Définissons u,,(r,0) := Z,(r)CL(r)r = PTmHFiLg9) on ¢ est
un vecteur propre de £ (=B85 +m + 1+ i) et Z,(r) :== Z(|Inr| — n), n € N*. En particulier, =,
est égale & 0 pour r € [0;e7"] et & 1 pour r € [e”™*!; +-00[. Par construction, pour tout n € N*, u,
appartient a Q(Agf) et un calcul direct montre que

lunlly — +oo et [AFunle <C.

Définissons wy, := un/ ||unll4. On a Aglwn — 0 lorsque n — +oo. D’autre part, puisque (w,,) est
bornée dans Q(Agf), on peut extraire une sous-suite, également notée (wy,), qui converge faiblement
dans 2 (Agi”) Puisque K4 est compact, on a Kgw, — 0 lorsque n — +00. Ceci contredit (3.73) et
montre que Agf n’est pas de type Fredholm. Par ailleurs, les valeurs propres des symboles forment
des ensembles discrets (voir notamment les Propositions 3.2.8 et 3.2.4). Par conséquent, on peut
toujours trouver ¥ = (G P AT S VAL S SO ,’ny@"t,’yéxt, o yNeat) @ RN1HNaHNing+Neat
avec 3, < v, pour k= 1,2,int,ext et i = 1,..., N, tel que Agfb soit de type de Fredholm. Puisque
ker Agﬁ C ker A%”, on déduit que ker AZE est de dimension finie. Mais on peut montrer que si Agl
vérifie I'estimation (3.73) alors Ag possede un noyau de dimension finie et son image est fermée
dans Z(A7). Ce termine de prouver que Ag‘ n’est pas a image fermée lorsqu’une des hypotheses

sur les symboles n’est pas satisfaite. [

Plus généralement, concernant les paramétrix, on a le résultat suivant ([151, théoreme 12.5], [104,
chapitre 5], [116, lemme 2.23)).
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Théoréme 3.3.3 Considérons un opérateur A € L(X,Y) ou X et Y sont deur espaces de Banach.
o Si A posséde une paramétriz d gauche, i.e. s’il existe un opérateur Ry € L(Y,X) tel que RgA =
Idx + Kx, ou Kx € L(X,X) est un opérateur compact, alors ker A est de dimension finie, et im A
est fermée dans Y.

o Si A posséde une paramétriz a droite, i.e. s’il existe un opérateur Ry € L(Y,X) tel que ARg =
Idy + Ky, ot Ky € L(Y,Y) est un opérateur compact, alors im A est fermée dans Y et Y /im A est
de dimension finie.

o Si A possede une paramétriz d gauche et une paramétriz a droite, alors A est de type Fredholm,
et la réciproque est également vraie. Dans ce cas, on peut prendre Rg = Rq.

3.3.4 Asymptotique de la solution en domaine borné

Dans ce paragraphe, nous utilisons les résultats des paragraphes précédents pour étudier la ré-
gularité des solutions variationnelles appartenant a H}(€2). Pour éviter d’alourdir la présentation en
manipulant des notations compliquées, nous travaillons dans une géométrie particuliere. Néanmoins,
la démarche que nous présentons peut étre adoptée dans une géométrie quelconque.

0
Qs
O,

FIGURE 3.10 — Géométrie du domaine.

Considérons la géométrie de la Figure 3.10. Plus précisément, notons (r, #) les coordonnées polaires
associées au sommet O et définissons

Q = {(rcosf,rsinf) |[0<r<1, 0<0<m};
Q = {(rcosf,rsinf) |0<r<1, n/4<0<7};
Qg = {(rcosf,rsinf) |[0<r<1, 0<0<m/4}.

Donnons-nous un terme source f appartenant a L2(Q) et introduisons le probleme

Trouver u € H§(Q) tel que

—div(oc Vu) = f  dans Q. (3.74)

D’apres le Théoréme 1.4.2 du Chapitre 1, nous savons que le probléme (3.74) posseéde une unique
solution u lorsque Kk, = 09/01 n’appartient pas a [—1;—1/3]. En utilisant le Théoréeme 3.1.4, on
peut montrer que u est de régularité H? de part et d’autre de I'interface, en dehors d’un voisinage
de O. Dans la suite, nous allons préciser la régularité de u en O. Dans cette optique, pour m € N et
B € R, nous définissons I'espace a poids Vi'(€2) comme la fermeture de €5° (Q2\ {O}) pour la norme

1/2
olhypey = [ 3 [rret=mesag ) (3.75)

la<m

Les espaces V(1) et Vi'(€22) sont définis de la méme fagon. Nous noterons Vg"‘(ﬂ) la fermeture
de €5°(Q) pour la norme (3.75). On a VJ(Q) = L2(Q2). Usuellement, en utilisant I'inégalité de
Friedrichs |[r~tv|lq < C||Vu|lq pour tout v € V§(), on prouve quon a V3(Q) = HL(Q). Par
conséquent, la solution u du probléme (3.74) appartient a V(l)(Q) Définissons les secteurs infinis

K {(rcosf,rsinf) |0 <r<oo, 0<@<m7}
K1 {(rcosf,rsinf) |0 <r <oo, w/d<l<m};
Ko = {(rcosf,rsinf) |[0<r<oo, 0<0<mn/4}.



100 Chapitre 3. Résultats de régularité

Introduisons ¢ € €°(R,[0;1]) une fonction de troncature telle que ((r) = 1 pour r < 1/2 et
¢(r) = 0 pour r > 3/4. Définissons ensuite

g :=div(oV(Cu)) = (f +2V( - Vu+ udiv (aV().

Confondons g et son prolongement par 0 & K. Cette fonction appartient & V§(K). En réalité,
puisqu’elle est a support borné, elle constitue un élément de V%(IC) pour tout 8 > 0. Pour k, €
|—o00; —1[U]—1/3;0[, on vérifie que le symbole . défini dans le §3.2.2 n’a pas de valeur propre sur
la droite Re A = 0 (utiliser la Figure 3.4 & gauche). Par conséquent, d’apres le Théoréme 3.2.3, il
existe un unique v € Z(CY) tel que CYv = g. En utilisant la relation

/ oV ({u —v) - Vwdz =0, Yw € 2(CY),
K

et la technique de la T-coercivité du Théoréme 1.2.7, on déduit (u = v € 2(CY). Ceci montre
que up appartient & V#(Qy) pour k = 1,2. En reprenant les calculs du point ii) du §3.1.5, on
observe que .Z ne posséde pas de valeur propre sur la droite e A = 1. D’autre part, .Z possede
une unique valeur propre dans la bande du plan complexe {A € C|0 < Re A < 1} si et seulement si
ke € |—1/3;0]. Par conséquent, nous pouvons énoncer les résultats suivants.

o Lorsque k, € ]—o00;—1], en vertu du Théoreme 3.2.5, la solution u est telle que uy appar-
tient & VZ(Q) pour k = 1,2. Puisque, VZ(Qx) € H2(Q4), on déduit uy € H?(y) pour k = 1,2.

o Lorsque k, € |—1/3;0[, mis & part pour certains termes source particuliers, nous allons
voir que le supplément de régularité pour u peut étre tres médiocre. Pour ces valeurs du contraste,
d’apres les calculs du point ii) du §3.1.5, dans {A € C|0 < Re A < 1}, le symbole .Z possede la
valeur propre £ avec
2 Ko — 1
I= — arcos et =

§ 1= 7 arcos(p) P Sk 1+ 1)
On peut vérifier que & parcourt |0;2/3[ lorsque k., varie dans |—1/3;0[. Introduisons ¢ un vecteur
propre associé a la valeur propre & :

P(O)jo;mja) = sin(§0)/ sin(€w/4) et @(0)ljr/aix) = sin(E(m — 0))/ sin(3¢m/4). (3.76)

Pour établir le résultat de décomposition de u, en vertu de la Remarque 3.1.19, nous avons besoin
de démontrer le lemme suivant.

Lemme 3.3.4 Pour tout K, = 02/01 € |—1/3;0[, on a [ o(0)p(0)?d6 # 0.

Preuve. Notons /1

0= [ PO et B = | ez,
ou ¢ est définie en (3.76). Nous allons prouver que o111(§) + o212(§) > 0 pour tout £ €]0;2/3[.
Observons que o111 +09ly = 01(l1+kgl2) > o1(11—13). Etudions donc la fonction & — I (&) —12(8).
Un calcul explicite utilisant la définition (3.76) donne

sin(3ém/2) — 3¢ /2 5(€) = sinén/2 — & /2
2¢(cos(36m/2) — 1) ? 2¢(cosén/2— 1)

Définissons h(z) := (sinz — x)/(cosx — 1). On a 2&(11(§) — 12(€)) = h(3&m/2) — h(€n/2). 11 suffit
donc de prouver que h est une fonction croissante sur ]0;7[. On calcule h'(z) = (2 — 2cosx —
rsinz)/(cosz — 1)2. Définissons h,(z) = 2 — 2cosz — xsinz. On trouve h,(z) = sinx — zcosz
et hll(x) = xsinz. On déduit, successivement, h!, > 0 et A’ > 0. Ainsi h est bien une fonction
croissante sur ]0; [. Ceci permet de conclure. ]

L(§) =

1. Ici, 6 — o (0) est la fonction telle que o(0)]j0;x/a; = 02 €t 0(0)|}rx/a;r[ = 01.
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D’apres le Théoreme 3.2.5, lorsque k, € |—1/3;0[, la fonction (u admet donc la décomposition
Cu=crép(f) + 0

ol la fonction 4 € \71,1(IC) est telle que 7, € V3(Ky), k = 1,2. En écrivant u = Cu + (1 — ()u, on
déduit qu’on a
u=cCrfo(f) +a (3.77)

ot la fonction @ € H{(Q) est telle que i € V3(%) C H?(4), k = 1,2. Ceci montre que le
supplément de régularité pour la solution variationnelle u € H{(Q) peut étre trés faible. En ef-
fet, d'une part, on a & — 0% lorsque x, — —1/3%. D’autre part, pour k¥ = 1,2, lorsque £ ¢ N,
la fonction (7, 6) — r¢p() appartient & H*5(€),), si et seulement si & > s (cf. [88, théoreme 1.2.18]).

A présent, nous souhaitons donner une expression explicite du coefficient ¢ apparaissant dans
la décomposition (3.77). Définissons 1 := ay ol a est la constante telle que 2¢ [ ao(8)¢p(6)%d0 = 1.
Introduisons s la fonction telle que

s =1"5)(0) + 5. (3.78)

ot § est 'unique fonction ? de H'(Q) vérifiant div (¢V3) = 0 p.p. dans Q et § = —r~%¢)() p.p. sur
0. Puisque 0 < ¢ < 2/3, la fonction & ~ r~54(f) appartient & L2(Q)\H!(Q2). Cela prouve que s
n’est pas nulle. Résumons les propriétés vérifiées par s. On a s # 0, s € L2(Q)\H'(Q2), div (6Vs) =0
p.p. dans Q et s = 0 p.p. sur JN). Définissons ensuite le domaine Q5 := Q\ B(O, d) ot B(O, §) désigne
la boule ouverte de centre O et de rayon §. En intégrant par parties sur €25, en dehors donc d’un
voisinage du point singulier O, nous pouvons écrire

fsdx = / udiv (oVs) — sdiv (cVu) dx
Qs Qs

= / UOOpS — SO0 U dyy = / UOOpS — SO0 U dYy.
095 9B(0,6)NQ

Puisque 9, = —0, sur 9B(0,d) N £, nous obtenons, lorsque 6 — 0,

/ U Op 8 — STORU dyg
8B(0,5)N

- /83(0 - (050(9)7"590(9)7“*5*11/,(9) + 050(9)7«*5@&(9)74571@(6)) rdf + o(1)

_ 025/0ﬂa(9)<p(9)¢(9) d6 + o(1) = ¢+ o(1).

En passant a la limite lorsque 6 — 0, on déduit que le coefficient de singularité dans (3.77) a pour
expression

c= (f,§)Q.

En particulier, ce coefficient dépend contintiment du terme source f.

Nous allons nous arréter ici pour ce premier contact avec les résultats de régularité des solu-
tions du probléeme de transmission avec changement de signe. Le lecteur qui briile d’impatience
d’en savoir plus pourra passer directement aux Chapitres 5 et 8. Dans le premier de ces deux
chapitres, nous chercherons a définir un cadre fonctionnel lorsque des valeurs propres du symbole
& sont situées sur ’axe imaginaire. Dans le second, nous nous servirons du travail que nous venons
d’accomplir pour établir un résultat de compacité utile a ’étude des équations de Maxwell en 2D.

2. Pour cette géométrie trés particuliere, on 3(z) = (r~¢ — r®)1(6). Nous donnons néanmoins ce procédé de
construction pour pouvoir travailler dans des domaines plus quelconques.
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Introduction

()

ans le Chapitre 2, nous avons présenté une méthode numérique, basée sur la dissipation,

permettant d’approcher la solution du probléme de transmission scalaire (4?) « trouver
5 u € H{(Q) tel que —div (cVu) = f » lorsque ce dernier est bien posé. Rappelons l'idée
de cette méthode. En ajoutant une petite partie imaginaire a o, positive sur tout le domaine et
modélisée par un parametre -y, on obtient un nouveau probleme (£?7) toujours bien posé. On
discrétise ensuite (£?7) et on prouve que la solution approchée de ce probléeme converge vers
la solution de (£?). Dans cette approche, nous nous servons de la dissipation comme d’un outil
pour développer une méthode d’approximation numérique que 1’on peut voir comme une méthode
de pénalisation. Dans ce chapitre, nous souhaitons revenir sur cette notion de dissipation et
lui donner un sens physique. Plus précisément, nous nous intéresserons a la question de la modé-
lisation de ’absorption dans les matériaux négatifs, question qui, nous le verrons, n’a rien d’évident.

Dans un deuxieme temps, nous étudierons le comportement de la suite des solutions du pro-
bléme dissipatif (7). Comme nous le détaillerons dans le Chapitre 7, les équations de Maxwell en
2D se raménent & des problémes scalaires de la forme

div(eVu) + w?’su = f dans Q, (4.1)

avec (0,5) égal a (71, u) ou (u=1,¢). Ci-dessus, f désigne le terme source. Dans le Chapitre 1,
nous avons démontré que ces problémes peuvent étre mal posés dans les cadres fonctionnels usuels
correspondant & des champs physiques d’énergie finie et ce, pour toute valeur de la pulsation w.
C’est notamment le cas pour certains jeux de parameétres physiques lorsque l'interface entre le
matériau positif (vide, diélectrique,...) et le matériau négatif (métal, métamatériau,...) présente des
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104 Chapitre 4. Milieux négatifs et dissipation

singularités géométriques. D’un point de vue physique, il est difficile de comprendre ces problemes
mal posés. Néanmoins, nous pouvons imaginer raisonnablement que pour ces configurations, les
équations aux dérivées partielles sur lesquelles nous travaillons ne modélisent plus correctement ce
que I'on observe en réalité. Pour faire face a cette faiblesse du modele, il est possible d’invoquer
la dissipation (ou absorption) de tout milieu physique. Les parameétres physiques ne sont pas
purement réels. Ils possédent une partie imaginaire non nulle qui va assurer le caractere bien posé
des équations de Maxwell. Cependant pour les applications, les physiciens aimeraient limiter au
maximum les pertes en travaillant avec des matériaux aussi peu dissipatifs que possible. C’est
pourquoi nous sommes conduits a étudier la question du comportement de la suite de solutions du
probleme avec dissipation. Pour simplifier la présentation, nous nous concentrerons sur le probleéme
scalaire associé aux équations de Maxwell en 2D, et plus précisément, sur la partie principale de
I’opérateur associé a ce probleme.

Notre plan sera le suivant. Nous commencerons par rappeler ce que nous appelons probleme
dissipatif. Dans un second temps, nous présenterons quelques modeles de permittivités et per-
méabilités négatives permettant de justifier la pertinence des équations que nous utilisons pour
modéliser le probleme dissipatif. Dans ce travail, nous effectuerons une étude énergétique en régime
temporel pour montrer que le choix d’une partie imaginaire uniformément positive pour la permit-
tivité et la perméabilité est cohérent avec la physique. Dans la Section 4.3, nous nous intéresserons
au comportement de la suite des solutions du probléme avec absorption. Enfin, dans le dernier
paragraphe, nous démontrerons un résultat utile a la preuve de la convergence de la méthode
numérique utilisant la dissipation.

4.1 Position du probléme, notations

Rappelons la configuration considérée. Donnons-nous €2 un domaine borné de R? tel que Q =
Q1 U Qq, ot O et Q9 sont deux domaines vérifiant Q; N Qy = 0. Pour & = 1,2, introduisons
Ty == 092 N 09Q. Nous appelons interface 'ensemble ¥ := 9Q;\I'y = 0Q2\I's. De fagon générale, si
O est un ouvert de R?, nous notons (-,-)o les produits scalaires de L2(0) et (L2(0))?, et || - ||o les
normes associées. Nous définissons || - ||H5(Q) = ||V - ||q. Par ailleurs, (-, )¢, désignera le crochet de
dualité H71(2) x H}(Q2). Nous noterons £(H{(£2), H}(2)) 'espace des opérateurs bornés de H}(Q)
dans H}(€2) et nous le munirons de la norme

||A’UHH(1)(Q)

IA[] = . VA e L(H)(Q), Hy()) .

verb@n o} 1Vl @)
Introduisons o} € L (), k = 1,2, deux fonctions & valeurs réelles telles que
o1>c¢ >0 p.p.dans et 09 <y <0 p.p.dans Qo,

ol c¢1 et co sont des constantes. Définissons o € L>*°(Q) de la fagon suivante : o := o dans Q,
k = 1,2. Pour un terme source f dans H~!(Q) donné, réintroduisons alors le probléme non dissipatif

() Trouver u € H{(Q) tel que
—div(eVu) = f  dans Q.

De fagon usuelle, u est solution du probléme (£2) si, et seulement si, u vérifie « trouver u € H§(Q)

tel que a(u,v) = (f,v)q pour tout v € H§(Q) », avec a(u,v) = (6Vu, Vv)q. Avec le théoréme de

représentation de Riesz, introduisons 'opérateur continu A : Hy(2) — H{(Q) défini par

(V(Au),Vo)q = a(u,v), Yu,v € HY(Q).
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Classiquement, c’est-a-dire dans le cas des matériaux positifs, on modélise I’absorption du milieu
en ajoutant une partie imaginaire non nulle a la permittivité diélectrique € et a la perméabilité
magnétique p. Pour aller dans ce sens, définissons donc

o’ =0 +iv|o| avec v > 0. (4.2)

Ci-dessus, le parametre v représente la dissipation du milieu. Nous allons justifier dans le prochain
paragraphe le choix d’une partie imaginaire uniformément positive sur le domaine. Nous appellerons
probléme dissipatif le probleme

() Trouver u? € H{(Q) tel que
—div(e?VuY) = f  dans Q.

Introduisons la forme sesquilinéaire a” telle que a”(u,v) = (67Vu, Vuv)q pour tout u,v € H§(Q)

ainsi que l'opérateur continu A7 : H}(Q) — H§(Q2) défini par

(V(A"),Vo)g = a7 (u,v), Vu,v € HY(S). (4.3)
L’étude du probleme dissipatif est relativement simple. En effet, on a la

Proposition 4.1.1 Pour tout v > 0, lopérateur A7 : H}(Q) — HY(QY) définit un isomorphisme.
D’autre part, il existe une constante C indépendante de vy telle que |[(AY)7Y| < C/v pour tout
v > 0.

Preuve. Pour démontrer ce résultat, il suffit d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram en observant
que pour tout u € H}(€2), on a

@ ()] > [Sma(uyw)] >y miner, feal) [l o
On déduit alors [|(A7)7Y| < 1/(ymin(cy, |ca]). [

Avant d’aller plus loin, nous allons revenir sur cette notion de dissipation en lui donnant un sens
physique.

4.2 Modélisation de la dissipation

Considérons un matériau caractérisé par sa permittivité diélectrique €7 et sa perméabilité ma-
gnétique p”Y. Dans cette notation, l'indice « fait référence a la dissipation. Les fonctions 7 et u”
dépendent de la fréquence et sont a priori a valeurs complexes. Ces coefficients physiques a valeurs
complexes prennent sens lorsqu’on revient en régime temporel en effectuant une transformée de
Fourier inverse. Notons ¢ et u les parties réelles de €7 et p”. Comme nous 'avons indiqué pré-
cédemment, on modélise usuellement 'absorption d’un matériau pour lequel la permittivité et la
perméabilité sont positives en ajoutant une partie imaginaire positive a € et a p. On peut vérifier
que cette modélisation concorde avec la physique en un sens que nous préciserons dans le §4.2.3.
Dans cette section, nous souhaitons justifier que le choix

el = e+ivlel, >0, (4.4)
pt o= ptiylpl, oy >0, (4.5)
lorsque ¢ et/ou p change(nt) de signe est également cohérent avec la physique. Pour ce faire,

nous allons présenter quelques modeéles de permittivités et perméabilités, pour différents matériaux,
extraits de [3].
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4.2.1 Modeles conduisant a des permittivités négatives
Modéele de Drude pour les métaux

Le modele de Drude consiste a considérer que les électrons dans un métal sont libres de se déplacer
sans subir de force de la part du noyau. Ils forment alors une sorte de gaz que I'on peut assimiler a
un plasma. Dans ce modele, le déplacement r de 1’électron soumis a un champ électrique E vérifie

mit = —myir — eBe” ™t (4.6)

Dans cette équation, m désigne la masse de I’électron et —e sa charge. Le terme —eFe ™! correspond
a la force subie par ’électron et —m~yr désigne une force d’amortissement provenant des collisions
avec les autres électrons. C’est précisément ce terme d’amortissement qui représente la dissipation
du milieu. En multipliant par 7 I’équation (4.6) avec E = 0, on observe qu’il faut choisir v > 0
pour que la force —m~7 conduise a une perte d’énergie de 1’électron. En cherchant une solution
r(t) = re” ™! présentant une dépendance harmonique en temps, on obtient

e
—F
R/ —
w? + iyw

—mw?r — iywmr = —eE & r=

Relions ensuite ce déplacement de ’électron, écrit dans le domaine fréquentiel, aux propriétés ma-
croscopiques du métal. Notons N le nombre d’électrons par unité de volume. Le moment dipolaire

électrique de chaque électron vaut p = —er si bien que la polarisation par unité de volume s’écrit
Ne?
—F
P =Np=—Ner = —2m7,.
w* + 1yw

Par définition, la permittivité diélectrique est le coefficient 7 (w) tel que
EoE + P = EV(M)E.
On déduit donc
2
“p
e’(w) = ep (1— 7 ):
w* + 1w

ou w, est la fréquence plasma telle que wf, = Ne?/(gom). En isolant les parties réelle et imaginaire,
on obtient

2 2
W . wWpY
Tw)=eo|1— 52 L : 4.7
e7(w) 50( w2+72+zw(w2+72)> (4.7)
Dans le cas d’'un milieu non absorbant (y = 0), on retrouve la loi classique £7(w) = e(w) =

eo(l — wz Jw?) et la permittivité est négative pour les fréquences plus petites que la fréquence
plasma (cf. Figure 4.3, a gauche). D’autre part, pour les milieux faiblement absorbants (y < wy), la
partie réelle de la permittivité est négative pour w < (wg —72)1/ 2. Notons que la partie imaginaire de
g7 (w), elle, est toujours positive. Notre choix d’ajout de la dissipation en (4.4) concorde donc avec ce
modele trés simple. De nombreux métaux possedent une fréquence plasma située dans 'ultraviolet si
bien que dans le visible, leur permittivité présente une partie réelle négative. La Figure 4.1 présente
quelques valeurs expérimentales de £7(w) fournies dans [132] pour aluminium, le cuivre et I’argent.

Globalement, avec ces valeurs expérimentales, on observe que la partie réelle de €7 croit lorsque la
longueur d’onde décroit. Le modeéle de Drude (4.7) capte bien ce phénomene. Par contre, pour la
partie imaginaire, les choses sont plus discutables. La partie imaginaire devrait décroitre lorsque la
longueur d’onde décroit . Ce n’est pas vraiment le cas pour le cuivre...

1. Rappelons que A = 27¢/w.
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Aluminium Cuivre Argent
A (nm) | Ree? | Sme? A (nm) | Ree? | Sme? A (nm) | Ree” | Sme?
650 -42 16.4 650 -13.3 0.94 650 -17.6 0.58
600 -35.1 11.6 600 -94 1.04 600 -14.1 0.45
550 -27.7 8.09 550 -5.34 3.48 550 -11 0.36
500 -22.7 5.95 500 -5.08 4.26 500 -8.23 0.29
450 -18.4 4.23 450 -4.08 3.83 450 -5.959 2.66
400 -15.2 3.14 400 -3.72 0.29

FIGURE 4.1 — Valeurs expérimentales de €7 en fonction de la longueur d’onde pour quelques métaux.

Remarque 4.2.1 Si nous avions choisi une convention en temps différente avec un terme harmo-
nique en €t dans (4.6), nous aurions obtenu la loi

2

w
w)=¢e |1 - —L—],
() O( w2—i7w>

conduisant a une partie imaginaire négative pour 7. Ainsi, parler du signe de la partie imaginaire
des coefficients physiques n’a de sens que lorsqu’une convention en temps a été préalablement fixée.

Modéle de Lorentz pour les diélectriques

Il n’est en fait pas nécessaire de disposer d’un métal pour obtenir une permittivité négative. Un
simple diélectrique, dans une certaine gamme de fréquences, peut suffire. Le modele de Lorentz
consiste a prendre en compte 'interaction de 1’électron avec le noyau chargé positivement en ajoutant
une force de rappel —mwor dans (4.6). Pour cette modélisation, on est conduit & une permittivité
diélectrique
2
l(w) =¢ep (1 — w”) (4.8)
w? —wi +iyw)’

avec de nouveau w}% = Ne?/(ggm). Notons que pour une force de rappel nulle (absence d’interaction
avec le noyau), i.e. pour wy = 0, nous retrouvons bien le modele de Drude. Réorganisons (4.8) pour

obtenir
B -ud) L uken )

£7(w) = €p (1 - P

2 2

O OV P AL R

Observons que pour v = 0, autrement dit pour un milieu non dissipatif, la permittivité est négative
dans la plage de fréquences Jwo; (w2 +wj )1/2[ (cf. Figure 4.3, au centre). D’autre part, nous constatons
que la partie imaginaire de €7 est également toujours positive avec ce modele.

4.2.2 Un modele de perméabilité négative

Intéressons-nous maintenant aux matériaux a perméabilités négatives, matériaux que ’on ne trouve
pas dans la nature et qui sont obtenus par un procédé d’homogénéisation. De nouveau, suivons [3]
et considérons la fameuse structure de la Figure 4.2 fabriquée a partir de Split Ring Resonators. Ce
sont des résonances locales qui se produisent dans les anneaux coupés qui conférent a I’ensemble de
la structure cette propriété artificielle de perméabilité négative.
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FIGURE 4.2 — Structure de Split Ring Resonators.

Modeéle pour la structure de Split Ring Resonators

Aujourd’hui, cette structure constitue la base de la plupart des métamatériaux a perméabilité
négative. L’idée pour ce modele consiste a considérer I’anneau coupé comme un simple circuit LC.
On obtient alors une perméabilité (cf. [3, équation (2.31)])

w2
(W) = ko (1—f )

w? — wg + iyw

ou f est un coefficient représentant le taux de remplissage de la structure, i.e. le nombre de Split
Ring Resonators par élément de volume, et wy une pulsation dépendant de la géométrie de ’anneau
coupé. Ainsi, comme indiqué notamment dans [153, 67, 108], nous pouvons donc utiliser un modele
de Lorentz pour cette structure. Un calcul direct montre que la partie imaginaire de 7 est toujours
positive, en accord avec (4.5). La Figure 4.3, a droite, présente le comportement de p” en fonction
de w lorsque la dissipation, modélisée par le coefficient -, est choisie égale & zéro. Pour cette
représentation, nous avons pris f = wg = 1. C’est la raison pour laquelle ¥ (w) tend vers zéro
lorsque w — 4-00.

e(w) e(w) ()

Egt+———"F - = = = .

FI1GURE 4.3 — Allure des constantes physiques en fonction de la fréquence pour les différents modeles
présentés : modele de Drude pour les métaux (a gauche), modele de Lorentz pour les diélectriques
(au centre) et modele pour la structure de Split Ring Resonators (a droite). Pour chacune de ces
représentations, la dissipation est prise égale a zéro.

De fagon générale, pour la convention en temps choisie, ces modeles, que 'on peut justifier par
des techniques d’homogénéisation (cf. [29, 79, 28]), conduisent a des parties imaginaires positives
pour les permittivités et perméabilités. C’est 'idée importante de cette section. Ce signe joue
un réle déterminant dans les processus d’absorption limite. Présentons un exemple pour lequel
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cette détermination est particulierement sensible. Les matériaux doublement négatifs sont bien
souvent qualifiés de « matériaux & indice négatif ». Expliquons pourquoi. Par définition, I’indice
n est donné par la formule n = (67;17)1/ 2. Pour €7 et uY réels négatifs, on obtient a priori un
indice positif. Ou est 'erreur 7 Elle vient du fait que n est en réalité défini comme la limite de
(VN2 = (e — v?|ep| + iv(le] + |p]))/? lorsque v tend vers 0. Pour des raisons de causalité, la
coupure de la racine est placée sur 'axe ]0; +-o00[ (cf. [153]) ce qui conduit bien a un indice négatif
lorsque v > 0. Ce choix du signe de ’absorption est également crucial pour déterminer les modes
sortants dans un guide d’ondes constitué d’un matériau négatif ou alors pour écrire la condition
de Silver-Miiller sur le bord d’'un domaine pour les équations de Maxwell, cette derniere faisant
intervenir cette fois la racine carrée de £7/pu”.

4.2.3 Bilan énergétique

Effectuons & présent un bilan énergétique pour un matériau « négatif » occupant l’espace R3.
En suivant [153, 67], nous supposons ce matériau caractérisé par les constantes physiques

wpe ()2
el (x,w) = eo(x) (1— 5 pe(®) >

w? — woe(x)? + i7e(x)w

me(m)Q ) .

2

— wWom ()2 + i9m (x)w

et p@w) = ) (1—w

Les parametres €q, j10, Wpe, Wpm ;s Woe; Wom, Ve, Ym Sont des fonctions positives bornées non nécessaire-
ment régulieres.

Remarque 4.2.2 Comme nous l’avons observé lors de I’étude du modéle de Drude pour les métau,
ces lois pour €7 et p¥ sous-entendent que nous travaillons avec un terme harmonique en temps
en e~ En choisissant un terme harmonique en temps en e™t, il faut remplacer respectivement
«ive(x)w » par « —ive(x)w » dans €7 et « iym(x)w » par « —iym(x)w » dans p”.

Classiquement, nous faisons I’hypothése
0<ey <eolx)<ef et 0<puy <polx)<pug, p.p.t. € R®.

Dans la suite, nous allons définir une énergie pour ce matériau.

Pour & € R3 et t > 0, notons

— &(x,t) le champ électrique, — D(x,t) I'induction électrique,
— H(x,t) le champ magnétique, — B(x,t) 'induction magnétique.

En ’absence de terme source, ces champs vérifient les équations de Maxwell :
D —rotH =0 et OB+rot€& =0 pour x € R®, ¢ >0. (4.9)
Notons respectivement E, D, H et B les transformées de Fourier des champs £, D, H et B. On a
D(z,w) =¢"(z,w)E(x,w) et B(z,w) =y (z,w)H (x,w),

pour tout € R? et w € R. Introduisons la polarisation électrique P et la polarisation magnétique
M. Les transformées de Fourier de ces deux champs auxiliaires sont notées respectivement P et
M. D’apres les expressions de €7 et 7, nous pouvons écrire

D =¢y(E + w; P) avec P vérifiant  (w, — w? — ivew)P = E,

B = po(H + w?,, M) avec M vérifiant (w3, — w? — iymw)M = H.
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En régime temporel, cela implique

D =co(€ +wiP) avec P vérifiant 9P + 7.0, P + Wi P =€,

4.10
B=po(H+ wgmM) avec M vérifiant 2 M + 1, M + Wi, M = H. (4.10)

En multipliant les équations de Maxwell (4.9) respectivement par € et ‘H, en utilisant (4.10) et en
intégrant par parties, on obtient

1d

2 2 2 9 _
5% /]1{3 60|8| + H0|H| dx + /]1{3 60wp68 - OP + uowpm’}t - OeMdx = 0.

Mais d’apres (4.10), nous pouvons écrire
1
E P = §8t(\8tP!2+w§e]’P\2) +’Ye’8t’P|2

1
et H-OM = §8t(|0tM!2+w§m|M|2)+fym|8tM\2.

Par conséquent, on déduit

d&
@ /R £0wpe Vel 0PI + owpm v |01 M de, (4.11)
oud& =6&,+ &, et
1 1
b = g fLoolEldet g [ e (0PP 4o IPPda,

1 1
Em = 7/ pio| H|*dz + */ Mowgm(\atM\QerSm\M!Q)dw-
2 JRr3 2 Jgs

Puisque 7. et v, sont des fonctions positives, I’énergie & est bien décroissante dans le matériau.
C’est plutot rassurant. En effet, avec les modeles simples que nous avons considérés, la dissipation
du milieu au niveau macroscopique est directement liée & la dissipation au niveau microscopique
apparaissant dans le modele de 'oscillateur amorti (cf. (4.6)).

Arrétons-nous ici pour la justification du choix du signe de la dissipation et revenons a I’étude du
probléeme (£?7) introduit dans la Section 4.1.

4.3 Comportement de la suite des solutions dissipatives

Pour un terme source F' € H}(2) donné, définissons u? = (A7)71F ot A7 est I'opérateur défini
en (4.3). Nous appellerons suite de solutions dissipatives la suite (u”)~0 et nous la noterons, pour
simplifier, (u”). Nous souhaitons étudier son comportement lorsque la dissipation du milieu tend
vers 0. En effet, répétons-le, pour la plupart des applications, les physiciens souhaitent travailler
avec des matériaux aussi peu dissipatifs que possible. Il est donc important d’effectuer ce passage
a la limite. Comme nous pouvons nous y attendre, celui-ci dépend de fagon cruciale du caractere
bien posé du probleme sans dissipation.

4.3.1 Premiéres estimations

En vertu de la Proposition 4.1.1, nous savons qu’il existe une constante C' telle que

a2 ) < CIF 20y /7-

Précisons cette estimation avec les trois résultats suivants.
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Proposition 4.3.1 Supposons que ['opérateur non-dissipatif A définisse un isomorphisme de
H{(Q). Notons u := A7LF. Alors il existe une constante C indépendante de ~y telle qu’on ait

o — g ) < CH Pl (4.12)
Preuve. Observons tout d’abord que
Au=A"" & Alu—-u)=A"-Au & u—u =A(A - A,
En utilisant I'estimation ||AY — A|| < C, nous déduisons
lu =l ) < Cyllu [y () (4.13)

Ceci permet d’obtenir (1 — C’y)Hu'yHHé(Q) < HuHHé(Q) < HA*IHHFHH(%(Q). Ainsi, la suite (u?) est
bornée. En repartant de (4.13), nous sommes bien conduits & (4.12). ]

Proposition 4.3.2 Supposons que F appartienne a im A. Alors la suite (u”) est bornée dans Hy(£2).
D’autre part, si A est injectif alors (uY) converge vers u, l’élément tel que Au = F, fortement dans
L2(Q) et faiblement dans H}(Q).

Preuve. Commencons par démontrer le premier point. Si F € im A, il existe u € H{() tel que
Au = F. En écrivant A"uY = Au < AV (uY —u) = (A— A7)u, on obtient ||u? —uHH1 ) < CHUHHI
grice a la Proposition 4.1.1 et a l'estimation ||[AY—A| < Cy. On déduit Hu'YHH}) Q) S (C+1)|]uHH(1) Q)
Lorsque (u?) est bornée, on peut en extraire une sous-suite qui converge fortement dans L?(€2) et
faiblement dans H{(2) vers un élément v de H{(€2). L'opérateur A étant continu, la suite (Au?)
converge alors faiblement vers (Av) et 'on a donc, pour tout v' € H(€2),

(V(Av),Vu')q = hm (V(Au™), Vu')q
_ hm (V((A — A7), Vo' )g + (V(AT), Vo' )
= hm (V((A = ANu), Vo' )q + (VE, V' )q = (VF,VV')q.

Ainsi, nous obtenons Av = F' et donc v = u lorsque A est injectif. [

Enoncons maintenant un résultat négatif.

Proposition 4.3.3 Supposons que F' n’appartienne pas d im A. Alors on a liH(I) HU’YHH})(Q) = 0.
y—

Preuve. Raisonnons par l'absurde et supposons que la suite (u?) reste bornée dans H}(€2). Dans
ce cas, on peut en extraire une sous-suite qui converge faiblement vers un élément u dans H%(Q)
De méme que dans la preuve précédente, on a alors, pour tout v’ € Hj(€2),

(V(Au),Vu')q = lin% (V(Au"), Vu')q

Y—

= lim (V((A—ANu"), Vu')g + (V(A),Vu')g = (VF,Vu')q.
5
Autrement dit, u satisfait Au = F' ce qui contredit ’hypothese F' ¢ im A. |

Ces quelques résultats simples montrent qu’il est important de bien comprendre la nature du pro-
bleme non dissipatif. En effet, lorsque ce dernier est mal posé, pour un second membre F' choisi
arbitrairement, il y a de fortes chances pour que la norme physique de la solution dissipative « ex-
plose » lorsque I’absorption tend vers 0. Dans une telle configuration, il n’est pas suffisant de rajouter
un peu de dissipation pour régulariser le probleme. La solution dissipative peut présenter de fortes
oscillations au voisinage de 'interface. Il faut alors mettre en place des méthodes numériques adap-
tées pour les capter a la maniére de ce qui est fait pour les problémes hautes fréquences (voir [46]
pour une étude tres compléte de ces questions).
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4.3.2 Développement asymptotique par rapport a la dissipation

La Proposition 4.3.1 indique que u” est approché a l'ordre 1 par u lorsque A constitue un
isomorphisme de H%(Q) Essayons d’étre plus précis sur cette approximation. Pour cela, effectuons
un développement asymptotique tres simple de la solution du probleme (£7) en fonction de 7.
Postulons un ansatz polynomial de la forme

o0
ul = Z ¥ U,
n=0

En injectant I'expression de u” dans I’équation AYu? = F' puis en collectant les équations suivant
les différentes puissances de -, on trouve que les inconnues w,, doivent satisfaire

pour n = 0, (V(Aup), Vu)q = (VF,Vv)q, Vo € HY(Q);
pour n > 1, (V(Auy,), Vv)g = —i(|o|Vun_1, Vv)a, Vv € HA(Q).

Supposons que A définisse un isomorphisme de Hj(Q). Dans ce cas, la suite de coefficients (up)nen
est définie de facon unique. Introduisons alors I’approximation de u” & ’ordre N + 1
N

Pl S n
Uy = ny Up,.
n=0

Proposition 4.3.4 Il existe une constante qui dépend de N mais pas de v telle que
~ N+1
[0 — @y ) < C * 1l ) (4.14)

Preuve. Commencons par prouver que la suite d’opérateurs (A47)~! est uniformément bornée. Pour
tout v € H}(2), on a

|(V(A™), V(Av))a| = [[4v]% o) + (VAT = A)0), V(Av))g|

140 (1§ @) = CYl0 g 142 113 -

v

Puisque nous avons supposé que A était un isomorphisme de Hj($2), nous obtenons I'estimation
HAVUHH(%(Q) > C”'UHH}J(Q) pour tout v € H}(2). Ceci permet de montrer que (A?)~! est uniformé-
ment bornée. Nous pouvons alors écrire

lu” = @l < ClATW = @) lmy@) < CYVHHdiv(eVun) a1 < CY HIFlmyq)-
Ceci termine la preuve [

Dans le Chapitre 5, nous effectuerons un passage a la limite sur 'absorption dans une configuration
pour laquelle 'opérateur associé au probléme non dissipatif n’est pas de type Fredholm dans H}(Q2)
en raison d’une singularité géométrique dans 'interface. Ce passage a la limite jouera un role de
principe d’absorption limite et permettra de déterminer le « bon » cadre fonctionnel pour obtenir
un probleme bien posé.

Dans le paragraphe suivant, nous allons démontrer un résultat de convergence de la suite de
solutions dissipatives vers la solution du probléme sans absorption dans une norme plus forte
que H}(€2). Ce travail technique est nécessaire pour justifier complétement la méthode numérique
utilisant la dissipation (cf. Chapitre 2).
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4.4 Convergence de la suite de solutions dissipatives en norme forte

Dans ce paragraphe, nous souhaitons montrer comment on justifie les estimations de la forme
[ 14 () + U7 [+ (0,) < Clf[lo (avec s > 0) dont nous avons eu besoin dans le §2.4.2 du
Chapitre 2. Nous supposons que les fonctions o1, o2 sont constantes et que le terme source f
appartient & L2(€2). Pour fixer les idées et éviter les notations trop complexes, nous travaillerons sur
un cas particulier. Définissons 2 := {(z,y) €] —2;1[x]0; 1[}, Q1 :=]—2;0[x]0; 1] et 22 :=]0; 1[x]0; 1[.
Le contraste k, = 09/01 € R* est choisi tel que

ko ¢ {—tanh(nm)/tanh(2n7), n € N*} U {-1},
de sorte que A définisse bien un isomorphisme de H}(£2). Notons u la solution du probléme ().

Proposition 4.4.1 Pour vy > 0, notons u” 'unique solution du probléme (7). On a l’estimation
sutvante

lw = w7k + lu = w7 2, < Cl £l

pour v suffisamment petit, avec C > 0 indépendante de .

Preuve. En utilisant une partition de I'unité, il est suffisant de prouver ce résultat localement.
Introduisons (1, (2 € €>°(R?,[0;1]) deux fonctions de troncature indépendantes de y telles que :

¢i(z,y) =1 pour x < —0.5 et ¢1(x,y) = 0 pour x > —0.25;
C2(z,y) = 0 pour x < —0.75 et C2(x,y) = 1 pour z > —0.5.

¢ Approximation loin de 1’interface :

Lemme 4.4.2 [l existe une constante C > 0, indépendante de vy et f, telle que ||C1(u—u”)|g2(q) <
CY|flla pour v suffisamment petit.

Preuve. Définissons O :=] — 2; —0.25[x]0; 1[. Puisque o est constant dans O, un calcul simple
conduit a

—AG(u—u)) =g,

avec g = C1(f)o — f)o7) —2V(1 - V(u — uY) — Al (u — u?) € L2(0). Maintenant, en utilisant la
Proposition 4.3.1, on remarque que ||g|[o < Cv|f||q. Or, puisque O est convexe, nous savons que
le laplacien avec condition de Dirichlet homogene définit un isomorphisme de H2(O) N H}(O) dans
L2(0). Nous pouvons donc écrire

161 (v = uM)l[2(0) = (G (e = w7 [[m2(0) < Cllgllo < Cylfllo-
Ceci achéve la preuve de ce premier lemme. [
¢ Approximation au voisinage de 1’interface :

Lemme 4.4.3 Il existe une constante C' > 0, indépendante de v et f, telle que [|Ca(u—u")|u2(q,)+
6ot — w2y < Ol pour ~ asses petit

Preuve. Introduisons les bandes infinies Z := I x R, Z; := I; x R, j = 1,2, avec I :=] — 1;1],
I :=] — 1;0[ et Iy :=]0; 1[. Si v est une fonction mesurable sur Z, nous notons v|; la restriction de
v a Z;. En effectuant des prolongements par anti-symétries, sur O :=| — 1;1[x] — 1;2[, définissons

les fonctions @ et @” telles que, pour tout x €] — 1;1],

—u(z,2—y) pour 1<y<2 —u¥(z,2—y) pour 1<y<2
i(z,y) =9 ulz,y) pour 0<y<1, @'(z,y):=1 u(,y) pour 0<y<l1.
—u(x, —y) pour —1 <y <0 —u(z, —y) pour —1 <y <0
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Définissons également, toujours pour x €] — 1; 1],

) —f(z,2—y) pour 1<y<2

f(z,y) = f(z,y) pour 0<y<1
—f(z,—y) pour —1<y<0

Introduisons x € €*°(R?,[0;1]) une fonction de troncature indépendante de z telle que :
X(z,y) =1pour 0 <y <1 et Xx(z,y) =0 pour y < —0.5 et y > 1.5.

Maintenant, nous localisons I’étude de régularité a ’aide de y. Dans la suite, nous ne faisons pas
de distinction entre les éléments de Hj(O) ou L?(O) et leur prolongement par 0 & Z. Considérons

p:=—0 (0A(xC2) +2Vu - V(x(2)) + fxCa et p¥i=—o” (0" A(xC2) +2VaT - V(x(2)) + xés .

Ces deux éléments appartiennent & L2(Z) et sont & support compact. D’apres leur définition, dans
la bande infinie Z, v := x (ot et v := x(2u” satisfont respectivement les problemes de transmission,

—O']AU] :p] danS Ij? j = 172
v =0 sur 0Z; N9Z, j = 1,2
(Prande) v —v9 =0 sur 077 N I1o
010,01 — 020,02 = 0 sur 071 N O,
—o7 ] = 5] dans T, j=1,2
@) v] = sur 0Z; N0Z, j =1,2
bande/ | 7 _ 43 — sur 0Z; N 07

0] 0,v] —030;v] =0 sur Iy N ITs.

En appliquant la transformée de Fourier par rapport & y aux équations de (Phande) €t (22, ,q0) POUL
A € Ri, on trouve que x +— 0(x,A) := [T e Wo(z,y)dy et x > 0V (x,\) := [T eV (2, y) dy
vérifient respectivement

—J] (82 + )\2) ’L/)](:L', )\) = ﬁj(m7A) dans I]’ ] — 1’ 2
(

( @bande)

—o (8:% + )\2) ol (z,\) = ﬁ;(:):, A) dansZj, j=1,2

('@bande) ~
2
010,07 (0, \) = 050505 (0, A).

Prouvons maintenant un résultat sur les inverses des opérateurs associés aux probléemes (Ppande)
Al
et (‘@bande)'

Lemme 4.4.4 Il existe une constante C' indépendante de \ € Ri et ~y telle que
2 s A 208 A .
Yi=1 105 = 0 ey + A9 — 9]l < CylBlle(ry,
pour vy suffisamment petit.

Preuve. Notons respectivement (-,-), (-,-)1, (-, )2 les produits scalaires de L2(I), L2(1;) et L?(I5).
Si 1) est une fonction mesurable sur I, 1; désigne la restriction de v a §2; pour j = 1, 2. Définissons
7 := 4\ € R. Introduisons les formes sesquilinéaires telles que

dlp,0) = i (Uj(sog-,w})j +7205(j, zmj) , Y, e Hy(D);
dv(@ﬂﬁ) = E?:l (Uj(@;ﬂﬂ;)] + 720;(@],¢])]> ) Vo, ¢ € H(l)(l)
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Dans le Lemme 3.1.6 du Chapitre 3, nous avons étudié les propriétés de la forme d. Nous avons pour
cela utilisé la T-coercivité en 1D. Réintroduisons la symétrie s telle que s(x) = —x et 'isomorphisme
T; de H{(I) défini par

©1 sur Iy
Tip =
1P { —po 4+ 2p108 sur Iy

L’estimation (3.10) indique que lorsque |o2/01| = |ks| < 1, il existe C' > 0 indépendante de 7 telle
que
(e, Tip)l = C((¢, ) + (0. 9), Ve € Hy().

On déduit

= |d(,
= [d(0, To(0 — 7)) — d7 (07, T (0 — 7)) + (d7 — d) (07, T1(0 — 7))
< [ =97,Ta(0 = 7))+ [(d" = d) (07, To (b — 7))

Puisque, [[p — P25y < Cyl1DllL2(r), cela montre que la suite ([|07[|lg1 (7)) est bornée, et donc que
~ ~ 2 1A ~ A~
16— ey + 29 = sy < CvlBlleeey (4.15)

pour v assez petit. On termine la démonstration du Lemme 4.4.4 en observant que oj()\zﬁ +(9)") =
pj et 0']7()\2177 + (07)") = p pour j = 1,2. [

L’égalité de Parseval (cf. Lemme 3.1.2) conduit alors a I'estimation [|v —v7 |27,y + [[v — 7 ||m2(z,) <
Cv||pllz- Puisque v = (u et v = (au” pour (x,y) €] —1;1[x]0; 1], on obtient le résultat du Lemme
4.4.3 en remarquant que ||p|lz < C| fllq- |

¢ Conclusion de la preuve de la Proposition 4.4.1: D’apresles Lemmes 4.4.2 et 4.4.3, nous
pouvons écrire

v — w7 g2, + lu — u[m2(0,) < [[G(u —u)[la2) + [[C(u — ) [lu2(0,) + 1C2(w — w7) |20y,
< Cyllflla-

Ceci constitue bien le résultat que nous souhaitions démontrer. [

La Proposition 4.4.1 donne un résultat de convergence de la suite des solutions dissipatives en
norme HZ . dans une configuration pour laquelle I'interface entre les deux matériaux est constituée
d’un segment de droite. Lorsque 'interface présente un coin, il faut adapter ce que nous venons de
faire en utilisant la transformée de Mellin. De nouveau, tout le travail consiste a prouver que les
inverses des deux symboles (avec et sans dissipation) sont « proches ». Bien entendu, la norme de
la convergence va dépendre de la valeur du contraste ainsi que de I'angle du coin.
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Introduction

ous poursuivons l’étude du probléeme de transmission (£?) « trouver u tel que
—div(cVu) = f» ou f désigne le terme source et o un coefficient qui change de
: signe sur le domaine. Dans le Chapitre 1, en utilisant la technique variationnelle de la

T-coercivité, nous avons obtenu des résultats relativement généraux pour le probleme (&) posé
dans le cadre H}(Q2). Nous avons notamment prouvé que (£?) est bien posé au sens de Fredholm
lorsque le contraste k, := 03/0; n’appartient pas a un intervalle critique I contenant la valeur
—1 (voir également [25, 24, 155, 129]). Cet intervalle dépend des angles de l'interface ¥ entre le

119
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matériau positif et le matériau négatif. D’autre part, il se réduit & {—1} si et seulement si ¥ est
réguliere. Dans ce chapitre, nous souhaitons étudier le probleme (&) lorsque l'interface présente
un coin O pour un contraste situé dans 'intervalle critique. Nous compléterons ainsi les résultats
et analyses de [72, 26, 138, 145, 149].

Dans le premier chapitre de ce document, pour k, € I , nous avons prouvé le caractere mal
posé du probléme (&) dans Hj(€2) en utilisant des fonctions singuliéres de la forme u = 7%(8)
avec 11 € R. Dans cette expression, (r,0) désignent les coordonnées polaires associées au coin. Ces
fonctions singulieres, en raison de leur comportement fortement oscillant en O, n’appartiennent
pas & H}(Q). Par ailleurs, dans les Chapitres 2 et 5, nous avons observé qu’en rajoutant de la
dissipation au milieu, ce qui revient a ajouter une partie imaginaire a ¢, on retrouve un probléme
bien posé H{(Q). Assez naturellement, on peut se demander si, pour , € I, il n’existe pas un cadre
fonctionnel dans lequel on puisse retrouver un probleme bien posé et tel que la solution obtenue
soit la limite de la suite des solutions dissipatives lorsque la dissipation tend vers 0.

Nous allons répondre a cette question dans le présent chapitre. Pour simplifier la présentation, nous
développerons notre analyse a partir d’une géométrie particuliere (cf. Figure 5.1). Ceci permettra
d’expliciter complétement certains calculs d’exposants de singularité. L’extension des résultats que
nous allons obtenir a des géométries mettant en jeu des interfaces polygonales quelconques ne pose
pas de difficulté conceptuelle supplémentaire. Par contre, pour des géométries 3D, des questions
difficiles apparaissent.

Il existe une analogie tres forte entre le probleme que nous souhaitons étudier et les problemes de
diffraction en domaine non borné. Pour la mettre en évidence, effectuons le changement de variables
d’Euler en posant (z,6) = (Inr, ). Le voisinage du sommet devient alors une demi-bande infinie et
les solutions singulieres de la forme 7 (6) correspondent & des modes propagatifs en e?¢(6). Pour
les problemes de guides d’ondes classiques, nous savons définir un cadre fonctionnel permettant de
prendre en compte ces modes propagatifs qui ne sont pas décroissants & l'infini. L’idée consiste a
définir la solution comme la limite de la suite des solutions dissipatives, ces dernieres étant toutes
dans H!. Ce procédé, appelé principe d’absorption limite, conduit & sélectionner la solution qui,
en régime temporel, se propage vers 'infini. C’est pourquoi on parle de solution sortante. Nous
définirons donc naturellement un cadre fonctionnel adapté pour le probleme de coin en sélection-
nant la « singularité propagative » associée au mode propagatif sortant dans la demi-bande. La
justification théorique de ce choix n’est pas simple et nécessite d’utiliser les techniques de type
Mellin introduites dans le Chapitre 3. De nouveau, il faudra les adapter pour étudier ce probleme
non elliptique. Nous espérons que ’analogie avec les problemes de diffraction aidera les lecteurs qui
ne sont pas familiers avec ces outils & comprendre le chapitre.

Ce phénomeéne inhabituel de singularité propagative apparait dans d’autres domaines de la
physique. Il est parfois qualifié de « trou noir » dans la littérature car tout se passe comme si de
I’énergie était absorbée par un point. On le rencontre notamment en élastodynamique ou dans
le domaine des water waves lorsque le domaine géométrique présente des singularités cuspidales
[42, 43, 123, 124, 125]. En pratique, les trous noirs sont difficiles & observer car il est impossible
de construire une singularité cuspidale idéale. Dans la nature, celle-ci est toujours arrondie. Pour
pallier ce probleme et recouvrer 'effet trou noir, les physiciens ajoutent un matériau absorbant
sur la singularité arrondie [105]. Cette technique semble se rapprocher d’'une PML physique. A
notre connaissance, la question de savoir si les trous noirs dus aux coins dans les métaux ou les
métamatériaux peuvent étre observés est une question ouverte.

Décrivons a présent le plan de ce chapitre. Nous commencgons par présenter le probléeme étu-
dié dans la Section 5.1. Dans cette section, nous rappelons également les résultats que nous avons
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obtenus dans le Chapitre 1 avec la technique de la T-coercivité dans le cadre H'. Pour la géométrie
que nous traitons, le probléme est bien posé dans H' pour un contraste s, ¢ [—1;—1/3]. Dans
la Section 5.2, nous montrons que le probleme qui nous intéresse est analogue a un probleme de
guide d’ondes. Nous calculons alors les modes de ce guide. Nous constatons en particulier que pour
ke appartenant a |—1; —1/3[, il existe deux modes propagatifs se propageant dans des directions
opposées. La Section 5.3 constitue le coeur de ce chapitre et contient les résultats nouveaux lorsque
ke € ]—1; —1/3[. Dans une géométrie simplifiée, nous y établissons le caracteére bien posé au sens de
Fredholm dans un cadre fonctionnel approprié. Par un processus d’absorption limite, nous justifions
le caractere physique de ce cadre fonctionnel dans la Section 5.4. En utilisant une technique de
localisation, nous étudions ensuite le probleme initial posé dans une géométrie quelconque. Nous
détaillons certains aspects techniques dans la Section 5.6. Nous concluons enfin par quelques
considérations concernant I'approximation de la solution dans le nouveau cadre fonctionnel.

5.1 Position du probléme

5.1.1 Géométrie, notations

Considérons un ouvert 2 C R? A frontiere polygonale comme celui représenté sur la Figure 5.1.
Nous supposons ) subdivisé en deux sous-domaines 2y, Qs avec Q = Q1 UQy et Q; N Qs = 0. Nous
définissons l'interface 3 := 9Q1\0Q = 9Q2\99. Nous faisons 'hypotheése que 3 est un segment
droit qui intersecte 9 en O, O’, points qui ne sont pas situés sur les sommets de 9. Dans la suite,
nous nous servirons souvent des coordonnées polaires (r,6) centrées en O, et telles que # =0 ou 7
sur 0f2 dans un voisinage de O.

O

FIGURE 5.1 — Géométrie du probléme. Toute la difficulté est liée au sommet O.

En O’, nous supposons Y perpendiculaire & 9. Enfin, nous faisons I’hypotheése qu’il existe une boule
B(0,79) centrée en O telle que Qs N B(0,79) = {(rcosh,rsinfd) c R2 |0 <r <1, 0 <6 < 7w/4}
et Q1 N B(0,79) = {(rcosf,rsinf) € R | 0 < r < ry, 7/4 < § < 7}. Nous considérons la valeur
particuliere 7 /4 pour 'ouverture du céne simplement car elle permettra de mener les calculs jusqu’a
leur terme dans le §5.2.1. L’analyse que nous allons présenter est aisément transposable a d’autres
valeurs d’angles. Nous souhaitons étudier le probléme régi par les équations

—div(eVu) = f dans Q et u=0 sur 0. (5.1)

Nous préciserons plus tard dans quels espaces fonctionnels nous choisissons la donnée f et nous
cherchons la solution u. La fonction o est supposée constante par morceaux avec o = o; dans {1,
j = 1,2, ou o1 et g9 sont deux constantes telles que o1 > 0 et 02 < 0. Une fois de plus, dans la
suite, le contraste k, := 02/01 jouera un role important. Mentionnons que le travail que nous allons
développer peut également étre utilisé pour étudier les problémes de la forme —div(oVu) 4+ pu = f
dans Q avec p € L*>°(Q) et u = 0 sur 01, i.e. pour couvrir le cas du régime harmonique.

Avant d’aller plus loin, introduisons quelques notations générales. Pour un ouvert @ C R¢ avec
d = 1,2, le produit de L2(O) (resp. L?(0)?) est noté

(u,v)o = /Ou(ac)v(ac) dex, Yu,v € L2(O) (resp. L2(0)?).
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Par conséquent, le produit scalaire standard de L2(O) (resp. L2(0)?) est (u,v) + (u,7)o. Nous
définissons ||ullp = (u,ﬁ)g2 et HUHH})(O) := [|Vu|lo. Nous notons (-,-),, le crochet de dualité

H~1(0) x H}(O) et nous définissons la norme

u, v B
T L. 1 R ()
veriono} vl o)
Ces notations nous permettent d’introduire 'opérateur linéaire continu A : H}(Q) — H™1() tel

que
(Au,v)q = (cVu, Vv)q, Vu,v € Hy(Q). (5.2)

5.1.2 Propriétés connues du probléme

Examinons si (5.1) est bien posé dans le cadre fonctionnel usuel. Lorsque x, € C\] — o0;0],
on montre classiquement en utilisant le théoréme de Lax-Milgram que opérateur A : H}(Q) —
H~!(Q) constitue un isomorphisme. Par conséquent, dans le reste de ce chapitre nous supposerons
Ko €] — 00; 0[. Les résultats du Chapitre 1 indiquent que le probléme (5.1) est bien posé au sens de
Fredholm lorsque le contraste est situé en dehors d’un intervalle critique contenant la valeur —1.
Plus précisément, pour cette géométrie, le Théoreme 1.4.2 fournit la

Proposition 5.1.1 Pour k, € R* \ [-1;—1/3], l'opérateur A : H{(Q) — H™1(Q) défini par (5.2)
est de type Fredholm et ind A = 0.

Rappelons que pour démontrer ce résultat, nous avons utilisé la méthode géométrique de la T-
coercivité dans les deux géométries canoniques w de la Figure 5.2. Pour la premiere (Figure 5.2, a
gauche), w est un domaine symétrique par rapport a l'interface. Cette géométrie permet d’étudier le
probléme de transmission (5.1) dans un voisinage de 'interface ne contenant pas O. Pour travailler
au voisinage de O, il faut considérer la géométrie de la Figure 5.2, a droite, pour laquelle w est le
demi-disque unité tel que @ = w; Uws avec wy = {(rcosf,rsinf) |0 < r < 1,7/4 <0 <7 } et
we = {(rcosf,rsinf) |0 <r < 1,0 <6 <x/4}. En établissant des estimations locales, on construit
une estimation a priori globale. En utilisant le caractére autoadjoint de A, on peut alors conclure
que A est Fredholm d’indice 0 dés lors qu’on est capable d’inverser 'opérateur A dans les géométries
canoniques.

w
1 w1

w2
w2

O w/4

FIGURE 5.2 — Géométries canoniques utilisées dans la démonstration de la Proposition 5.1.1.

Dans cette étude, on observe que 1’« ouverture » de 'intervalle critique, au sens ou celui-ci n’est
pas réduit & {—1} mais constitue tout un intervalle, provient uniquement du sommet extérieur
O. C’est donc au voisinage de ce point que nous devons travailler pour comprendre la nature des
problemes pour un contraste situé dans l'intervalle critique.

Comme nous ’avons déja mentionné dans la Remarque 1.3.4 du Chapitre 1, indiquons que le
résultat de la Proposition 5.1.1 ne permet pas de conclure au caractére bien posé du probleme (5.1)
au sens strict du terme (sens d’'Hadamard) dans le cas o2/01 ¢ [—1; —1/3]. En effet, I'unicité doit
étre supposée par ailleurs.

Corollaire 5.1.2 Supposons k, € R* \ [~1; —1/3]. Supposons de plus que le seul élément de H}(€2)
satisfaisant div(oVu) = 0 dans H71(Q) est la fonction u = 0. Alors Uopérateur A défini en (5.2)
constitue un isomorphisme.
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5.2 Analyse modale

Que pouvons-nous dire du probléme (5.1) quand k, € [—1;—1/3]7 Pour K, = 09/01 = —1,
nous avons prouvé dans le Chapitre 1 que A : H}(Q) — H™1(Q) n’est pas a image fermée lorsque
Y présente une portion d’interface qui est droite. Dans une telle configuration, A n’est donc pas de
type Fredholm. Le cas k, = —1 semble particulierement problématique et nous ne nous intéresserons
pas a son traitement dans ce chapitre. Dans la suite, nous supposerons

02
ke = — €] —1;—-1/3]. (5.3)
01
Ainsi, nous mettons également de coté le cas k, = —1/3. Nous nous attendons cependant a ce que

son étude differe peu de celle que nous allons présenter.

Pour étudier le probleme (5.1) dans un voisinage de O, nous allons revenir & la géométrie ca-
nonique du demi-disque introduite dans le §5.1.2. En effectuant le changement de variable d’Euler
z = Inr, nous allons voir apparaitre un probleme de guide d’ondes. Comme nous ’avons indiqué
dans l'introduction, un calcul explicite va montrer que l’intervalle critique est caractérisé par
Iexistence de modes propagatifs. Nous effectuerons alors un bref rappel des techniques permettant
de traiter le probléme de guide d’ondes pour I’équation de Helmholtz. Ceci nous donnera l'intuition
d’un bon cadre fonctionnel pour notre probléme.

5.2.1 Calcul des modes du guide d’ondes

Considérons le domaine w représenté sur la Figure 5.2 & droite et introduisons le probleme
—div(eVu) = f dansw et u=0 sur Jdw, (5.4)

ou la fonction o, dépendant uniquement de 6, vérifie o(f) = o9 pour 0 < 6 < 7/4 et o(0) = 01
pour 7/4 < § < 7. Le probléme (5.4) peut étre reformulé en un probléme posé dans une géométrie
encore plus simple. A l'instar ce que nous avons fait dans le §3.2, considérons le changement de

variable z = Inr et définissons u(z, ) = u(e?,0) ainsi que f(z,0) = e2* f(e*,0). Avec ces notations,
le probléme (5.4) devient un probléme posé dans B =] — oo; 0[x]0; 71| qui s’écrit *

— (00% 4+ dpodp)u=f dans B et u=0 sur JB. (5.5)

La premiere équation ci-dessus se réécrit —div(eVu ) = f dans B. Pour étudier le probleéme dans
B, il est naturel de calculer les solutions a variables séparées du probleme homogene dans la bande
infinie Rx]0; 7[. Plus précisément, nous cherchons les fonctions de la forme exp(Az)¢(#) qui vérifient

div(eV(eMp(0))) =0 dans Rx]0;7[ et 0(0) =p(r) =0 (5.6)

pour un certain A € C dont la valeur est & déterminer, et pour un certain ¢ € H*(]0; 7[). Usuellement,
ces fonctions sont appelées « modes » du guide d’ondes. Ce probleme est équivalent a chercher les
couples (A, ) € C x HY(J0; 7[) \ {0} satisfaisant Z(N)p = 0 ot L (N) : H{(J0; 7[) — H=L(J0; 7[) est
I'opérateur continu défini par

(LN )jgn = /0 " o dgip dgr 6 — N2 /0 Topudd,  Vew e HYO:A).  (5.7)

Comme dans le Chapitre 3, nous dirons que A est une valeur propre du symbole ¥ s’il existe
o € HE(0;7[) \ {0} tel que £(N)¢ = 0. L'ensemble des valeurs propres de .Z est noté A(k,).
Puisque nous avons fixé la géométrie, A(k,) ne dépend que du contraste .

1. Rappelons qu’en coordonnées polaires, pour o indépendant de r, on a —div(oV-) = —r~2(a(r9,)? + 90 0e)- .
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Bien que ce probléme aux valeurs propres soit linéaire par rapport & A2, il n’entre pas dans
les théories habituelles en raison du changement de signe de o en § = 7/4. En particulier, notons
que Papplication () — [;f 0@ d ne définit pas un produit scalaire sur L2(]0; 7r[). Nous allons
voir qu’il peut apparaitre des valeurs propres complexes. Ceci laisse peu d’espoir de pouvoir utiliser
les outils provenant de I’étude des opérateurs autoadjoints. Dans le §3.1.5 du Chapitre 3, nous nous
sommes intéressés aux propriétés du symbole .. Nous avons montré que 0 est valeur propre de .Z
si et seulement si 02/01 = —1/3. D’autre part, nous avons prouvé que pour s, € R*\ {—1}, on a

Akg) = {2k, k € Z*} U {€(ko) + 4k, k € Z} U {—&(ky) + 4k, k € Z}

) 11—«
avec E(ky) = - arcos(p(ky)) et p(ko) = SR KU.
o

(5.8)

Remarquons que, pour K, € R, nous avons p(k,) € [—1;1] si et seulement si k, € R\] — 1;—1/3].
Dans (5.8), il apparait clairement que la valeur k, = —1 va soulever d’importantes difficultés.
Introduisons la fonction z — —i In (z + i(1 — 22)1/ 2 ), extension naturelle au plan complexe de la
fonction arccos. L’ensemble des valeurs propres de .Z est alors égal a

Ako) = {2k, k € Z*} U {in, + 4k, k € Z} U {—in, + 4k, k € Z}

(5.9)
avee 1y = 2 In (plo) + (1 — pls))"? ).

En utilisant la formule (5.9), on peut vérifier que pour k, €] — 1;—1/3[, on a Smn, = 0 (cf.
Chapitre 3, Figure 3.4) ainsi que Ren, > 0. Les nombres =+in, constituent alors deux valeurs
propres purement imaginaires. Les modes associés ont pour expression

sinh(7, )

—— e sur [0; /4]
. sinh( nym/4
W (210) = op(0) 17 avee ()= 1T (5.10)
sinh(ne (7 — 6)) (/s 7]
sinh( 7, 37/4) SUL |70/ 7).

Par analogie avec les problémes classiques de guides d’ondes (voir le paragraphe suivant), ces modes
seront appelés modes propagatifs.

Pour k, € R* \ [-1; —1/3], toutes les valeurs propres sont & partie réelle différente de 0 (cf. Figure
3.4) si bien que tous les modes sont évanescents.

Finalement, si I'on résume, l'idée importante & retenir est la suivante : il existe des modes
propagatifs si et seulement si le contraste appartient a U'intervalle critique | — 1; —1/3].

Remarque 5.2.1 On peut également mener cette analyse modale lorsque k, € C*\[—1;—1/3] et
les valeurs propres restent données par (5.9). Dans (5.9), le logarithme est défini ainsi : In(re'®) =
Inr+ia pourr > 0 et a €] —7; 4. D’autre part, nous prenons la racine telle que Vre'® = \/?ei"‘/2
pour r >0 et a €] — m; +7).

Remarque 5.2.2 Lorsque k, € R* \ [=1;—1/3], tous les modes sont évanescents. Indiquons que
nous pourrions prouver le caractére bien posé de (5.5) dans Hi(B) en utilisant les techniques pré-
sentées dans les sections suivantes.
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FIGURE 5.3 — Position des valeurs propres pour k, = —1/2 €] — 1; —1/3] (en haut) et pour Kk, =
—1/4 ¢] —1;—1/3[ (en bas).
5.2.2 Un bref rappel d’un probleme classique de guide d’ondes

Pour nous donner une idée de la méthode a mettre en ceuvre pour traiter le probleme (5.5),
intéressons-nous au probléme classique de guide d’ondes

Trouver v € HL (B) tel que

Av + kv =0 dans B,

(5.11)
v(z,0) =v(z,m) = 0 Vz <0,
U(O’ 9) = 9(0)7

onkeR\Netge H(l)éQ(]O; 7[). De nouveau, la séparation de variables constitue une approche

naturelle et le calcul des modes conduit a considérer le probleme aux valeurs propres suivant

Trouver (A, ¢) € C x Hj(J0; 7[) \ {0} tel que

. n 5.12
/0 dop dorp — k> df = A2/0 e dd, Vi € Hy(Jo; 7). (512

Un calcul simple montre que les modes forment la famille (exp(£A,2)n(6))nen+ avec
—ivVk? —n?2 sin <k,

n? — k2 sin > k.

on(0) = sin(nd) et An =

Pour £ < 1, les A\, sont des nombres réels positifs si bien que tous les modes sont évanescents.
Pour le probleme étudié dans le paragraphe précédent, cela correspond au cas ou le contraste
est situé a lextérieur de Uintervalle critique. Des modes propagatifs apparaissent lorsque k& > 1.
En particulier, pour k €]1;2[, il existe exactement deux modes propagatifs sin@eﬂmz, se
propageant dans des sens opposés. Concentrons-nous sur ce cas de figure qui est analogue a la si-
tuation d’un contraste situé dans l'intervalle critique pour notre probléeme avec changement de signe.
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Remarquons d’abord que si nous autorisons les modes propagatifs dans l’espace fonctionnel
dans lequel nous cherchons la solution, 1'unicité ne tient pas pour le probléme (5.11). En effet,
sin f sin(vk? — 1 z) est une solution pour g = 0. Classiquement, le caractére bien posé est restauré
en imposant une condition de radiation, pour sélectionner la solution « sortante ». Puisque (5.12)
est un probléme aux valeurs propres autoadjoint, la famille (/2/m sin(nf) ),>¢ définit une base de
Hilbert de L2(]0; 7[). En décomposant g sur cette base g(6) = 322, g, sin(nf), la solution sortante
de (5.11) s’écrit, en supposant une dépendance temporelle en exp(—iwyt) avec une pulsation wy > 0,

v(z,0) = grsinfe VI 4oy (2, 0). (5.13)

Ci-dessus, la composante évanescente s’écrit ve(z,0) = 3.0, g sin(nf) eV™ ~5* 2 Autrement dit, g
est la somme d’'un mode propagatif et d’une composante évanescente.

Remarque 5.2.3 Pour définir ce qu’est une onde sortante, on utilise habituellement le principe
d’absorption limite. Considérons le probléme (5.11) en remplacant k par ky = k+ivy. Un tel probléme
posséde une unique solution v, dans H(B). La solution sortante de (5.11) est alors définie comme
la limite v de v, dans H _(B) lorsque v — 0.

loc

5.3 Caractére bien posé dans un cadre fonctionnel adapté

Revenons au probleme (5.5). Nous souhaitons déterminer un cadre fonctionnel dans lequel ce
probléme est bien posé. Pour cela, une idée naturelle consiste & adapter I’approche utilisée pour
traiter le probleme du §5.2.2. Malheureusement, en raison du changement de signe de o a travers
I'interface § = 7/4, comme nous 'avons déja mentionné dans le Chapitre 3, le probléme aux valeurs
propres associé a (5.7) n’est pas auto-adjoint et nous ne sommes pas en mesure de prouver que
la famille de vecteurs propres associée constitue une base de Hilbert de L2(]0; 7[). Néanmoins, en
utilisant (5.13) comme modele, nous allons chercher une solution que s’écrit comme la somme d’un
mode propagatif et d’une composante évanescente. De nouveau, nous utiliserons les espaces de
Sobolev a poids pour mesurer le comportement exponentiellement décroissant de la composante
évanescente.

Notons 6;°(B) 'ensemble des fonctions > a support compact inclus dans B. Pour k > 0, définis-
sons WZ (B) la fermeture de %5°(B) pour la norme

ol = (2 lle™ o2a5v 7)™
a+v<k

Cette norme est équivalente & la norme || e®*v x5 et Wo(B) = H{(B). Ici, contrairement au
Chapitre 3, on ne considére que des espaces a poids contenant la condition de Dirichlet homogeéne.
On a par ailleurs W)(B) = L%(B) et si 8 > 0, alors Wl_B(B) C Hy(B) Wé(B’) Pour se faire une
idée de ces espaces a poids, considérons une fonction de la forme v(z,0) = p(0)exp(Az){(z) ou
0 € €°(0; 7)) NHY(0; 7[), A € C, ¢ € €°°(R), ¢(0) =0 et {(2) =1 pour 2 < —1. Alors v € W};(B)
si et seulement si Re A > —f.

Nous notons Wé(B)* le dual topologique de Wé(B) et (-, )z le crochet de dualité Wé (B)* x Wé(l’)’)
L’espace Wé (B)* est muni de la norme

v, U)B *
HUHWé(B)* = sup u, Y e W};(B) .

wewl )\ (o} ullwis)

Observons par exemple que pour 3 > 0, on a W% (B) C Wl_ﬂ(B)* au sens ou tout u € W/lg (B) induit
une forme linéaire v — (Vu, Vv)g continue sur W 5(B). Pour tout 8 € R, définissons 'opérateur
linéaire continu Lg : WE(B) — W{B(B)* tel que

(Lgu,v) g = (oVu,Vv)g, V(u,v) € Wé(B) x WL,(B). (5.14)
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Pour ks # —1, le résultat suivant fournit un critere simple pour savoir si 'opérateur Lg est de type
Fredholm.

Théoréme 5.3.1 Supposons k, = o2/01 # —1. L’opérateur Lg : Wé(B) — WL (B)* est de type
Fredholm si et seulement si A(ky) N ez =0 ou g désigne la droite { A\ € C | ReX=f }.

La preuve est basée sur des arguments trés similaires a la théorie présentée dans le Chapitre 3.
Nous la détaillerons dans la Section 5.6. Les calculs du §5.2.1 montrent que pour k, €] — 1;—1/3|,
Pensemble A(ky) N{A € C| —2 < Re A < 2} est inclus dans Ri. D’apres le Théoréme 5.3.1, on
déduit que lorsque s, €] — 1;=1/3[, Lg est de type Fredholm pour 3 €] — 2;2[\{0}. Maintenant,
nous cherchons & obtenir des informations sur dimker Lg (& ce stade, nous savons seulement que
dimker Lz < 00). Indiquons que dans le reste de ce chapitre, mis a part dans la Section 5.6, nous
prendrons toujours 5 €]0; 2[.

Lemme 5.3.2 Fizons k, €] — 1;-1/3[ et B €]0;2[. L’opérateur L_z : Wl_ﬁ(B) — WE(B)* est
injectif. De plus, il existe une constante C' > 0 telle que

[ollw ) < CliL-pvllwys)y- Yo e WL (B).

On dit alors que L_g est un monomorphisme.

Ce résultat est prouvé dans la Section 5.6. Notons Lj l'adjoint de l'opérateur Lg. Remarquons
que L = L_g. En effet, si A(x,) N € = 0, nous avons (Lju,v)p = (Lgv,u)g = (6Vv,Vu)z =
(oVu,Vv)g = (L_gu,v)z pour (u,v) € WL 4(B) x Wé(B) De plus, dim coker L = dim ker L* deés
lors que L : X — Y est un opérateur continu a image fermée entre deux espaces de Banach X et Y
(cf. [116, théoreme 2.13 ]). Puisque Lg est a image fermée quand A(ks) N¥€g = 0, d’apres le Lemme
5.3.2, on a
dim coker Lg = dimker L_g =0 pour S €]0;2[.

On dit alors que Lg est épimorphisme. Pour résumer, pour 0 < 3 < 2, L_g est injectif et Lg est
surjectif. De plus Lg n’est pas injectif, et donc L_g n’est pas surjectif : il est en effet possible de
donner une expression explicite d’un élément non trivial de ker Lg. Définissons

1

5(2,6) = —sin(1,2)pp(6) = o (45 (2,0) = u (2,0)] . (5.15)

ol ¢y, ug sont définis par la formule (5.10). L’élément s appartient & W};(B) (notons que s(0,6) =0
pour 6 €]0;7[) et Lg(s) = 0.

Il existe une certaine hiérarchie entre L_g et Lg. On a en effet le diagramme suivant.

Ls: WiyB) — WLB)
N N
Ls: WLB) — WL,(B)

On voit apparaitre progressivement un cadre fonctionnel adapté pour le probleme (5.5). L’espace
de travail semble devoir contenir W 5(B) et étre inclus dans Wé(l’)’)

Précisons cela. Pour ce faire, considérons une fonction de troncature ¢ € %*°(R) telle que
¢(2) =1 pour z < —2 et ((z) = 0 pour z > —1. Définissons ensuite s¥(z,6) = C(z)ug(z, 6) ou urjf
est donnée par (5.10). Pour 0 < 8 < 2, introduisons ’espace

%JF(B) = vect{st} & WL 4(B) (5.16)
et munissons-le de la norme

1/2
lelly s = (1l + lo-sliys ) 2 pour v=cst+uv_g.
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L’espace (%JF(B), || - HW/;(B)) est un espace de Banach qui vérifie Wl_B(B) C V/H(B) C Wé(l’)’) car
st e W}j(B) \ Wi 5(B). Nous pouvons bien entendu introduire %/ (B) de fagon analogue. La forme
v (0VsT, Vu)g est bien définie sur WiB(B). Bien que s* appartienne & Wé(B) \Wlﬁ(B), nous
allons prolonger cette forme linéaire a Wé([)’), et méme a W}Y(B) pour tout v € R. Présentons ce

procédé d’extension pour st (on procede de la méme maniére pour s~). L’application de la formule
de Green conduit a

(aVer, VU)B = <0”LL;VC, VU)B — (UVU?{,UVC)B, Vv € €5°(B)
car div(aVu;,r ) = 0 dans B par construction. Puisque supp(V() est borné, il existe C' > 0 telle que
| (6VsT, V)] < CH’U”W}?(B), pour tout v dans 65°(B). Par conséquent, par densité de €5°(B), on
peut étendre la forme linéaire v — (cVs®, Vo)g a Wé([)’) Cette discussion montre qu’il existe un
unique opérateur linéaire et continu LE : 7/;(8) — Wé (B)* vérifiant

<LEu,v)3 = (oVu,Vov)p, Vue %JF(B), Yv € 65°(B). (5.17)

Nous allons prouver que cet opérateur est un isomorphisme. Démontrons d’abord un résultat inter-
médiaire donnant une expression explicite de c en fonction de Lgu lorsque u = ¢sT+u_g € 7/;([)’).

Proposition 5.3.3 Considérons 8 €]0;2][ et s défini par (5.15). Pour toutu = cst+u_g € %"‘(B),
ovceCetu_ge Wl_/B(B), on a la formule suivante

(Liushs = cnr [ o(0)o0(0) db.

Preuve. Puisque s € W};(B), <L2§u, s)p est bien défini pour u € %Jr (B). Introduisons une fonction
de troncature x € (R, [0;1]) telle que x(z) = 1 pour z > —1 et x(z) = 0 pour z < —2. Définissons
X, telle que x,(2) = x(2/p). Remarquons que x,s € Wl_ﬁ(B) pour p > 0. On a

<Lgu,xps>3 = (oVu,V(xps)) g = (sVu —uVs,aVx,) s (5.18)

car (cVv,Vs)g = 0 pour tout v € Wl_/B(B) (rappelons que Lgs = 0). Examinons I’expression
ci-dessus pour p — +4oc0. En utilisant le théoreme de convergence dominée, on peut vérifier que
lIxps — SHW}B(B) — 0 pour p — +oo. Par conséquent, nous pouvons écrire

: + _ Tt
pEI—lr-loo<L6u’ Xps)B = (Lju, s)B- (5.19)
A présent, étudions le comportement du membre de droite de (5.18) lorsque p — +oo. Puisque
u=cst+u_gavecceCetu_ge W B(B)’ ce membre de droite contient deux contributions. La
contribution associée a u_g vérifie

IN

T [—p
‘(sVu_ﬂ —u_gVs, O'VXP)B’ / / |00:x,| |sVu_g — u_gVs|dz dh
0 J—2p

IN

—1
o0 oo lu-sllwe sl 20

Pour terminer la preuve, il ne reste plus qu’a examiner la contribution associée a cs™. En utilisant
le fait que pp(8) est a valeurs réelles (cf. formule (5.10)), un calcul direct conduit &

lim (sVu—uVs,oVx,)z=c lim (sVst —sTVs, oVXp) 5

p——+00 p—r+00

—p T T (520)
=c lim / 82Xp/ Noop(0)2d0 dz = 0770/ opp(0)2do.
~2p 0 0

p—r—+00

Pour conclure, il suffit d’injecter (5.19) et (5.20) dans (5.18). |
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Remarquons en particulier que le calcul (5.20) montre que (sVs* —s¥Vs, aVy,), est indépendant
de p pour p suffisamment grand. Maintenant, nous prouvons qu’en choisissant %Jr (B) comme cadre
fonctionnel pour (5.5), nous obtenons un probléme bien posé.

Théoréme 5.3.4 Supposons k, €] —1;—1/3[ et B €]0; 2[. Alors lopérateur continu LE : 7/5+(B) —
Wé(B)* défini en (5.17) constitue un isomorphisme.

Preuve. ¢ INJECTIVITE. Considérons u = ¢s™ +w avec w € WI_B(B) tel que (Lgu, v)g = 0 pour
tout v € €§5°(B). D’apres la Proposition 5.3.3, on a alors nécessairement ¢, [o o¢p(0)?dd = 0. Or
le Lemme 5.3.6 indique que [ opp(0)?d6 est non nul pour k, €] — 1;—1/3[. Puisqu’'on a 1, # 0,
on déduit ¢ = 0. Par conséquent u appartient & Wl_/B(B) et vérifie (cVu, Vv)z = 0 pour tout
v E Wé(l’)’) Ceci se réécrit L_gu = 0. Le Lemme 5.3.2 entraine alors u = 0. Ceci montre que LIJBr
est injectif.

¢ SURJECTIVITE. Pour conclure, il reste & prouver que LE est surjectif. Considérons f € Wk(B)* C
Wl_ﬂ(B)*. Puisque Lg est surjectif, il existe ug € W%(B) tel que Lgug = f. Mais comme f €
Wé(B)*, d’apres le Théoreme 5.6.6, on a la décomposition suivante

ug=ctst +csT +u_g ou cteC et u_g € Wl_ﬁ(B).

Maintenant, introduisons v = ug — 2ic”s avec s défini en (5.15). Puisque s € ker Lg, on a Lgu =
Lgug = f. De plus, u = cts* 4 [u_g 4+ ¢~ (¢ — 1)(u} + u,)] appartient a %*(B) de sorte que
Lgu = f. Ainsi ng est bien surjectif. ]

Remarquons que nous aurions pu mener le méme raisonnement en remplacant « + » par « - ».
En effet, considérons l'espace #j (B) = vect{s™} & Wl_ﬁ(B) pour 0 < < 2. En suivant la
preuve précédente, on montre que, pour tout f € W/la(B)*, il existe un unique u € V/ﬁ_ (B) tel que
(cVu,Vv)p = (f,v)p pour tout v € €5°(B).

Remarque 5.3.5 Pour 8 €|0;2[, en utilisant le Théoréme 5.3.4 et le Théoréme 5.6.6, on peut
montrer que dimker Lg = dim coker L_g = 1. Ceci implique ind Lg = —ind L_g = 1.

Avant de poursuivre, présentons ici le calcul concernant le terme [ o(6)¢p(0)2d0.

Lemme 5.3.6 Considérons la fonction ¢, (0) définie par la formule (5.10). Pour o2/o1 €] —
1-1/3], on a [ o(0)p(6)%0 £ 0.

Remarque 5.3.7 Ici, on voit ressurgir la difficulté du changement de signe. Habituellement, i.e.
lorsque o est positif, ce résultat est direct. Pour le probléme que nous considérons, il faut effectuer
le calcul.

Preuve. Rappelons que ¢, (f) défini par la formule (5.10) dépend du parametre 7, et que 7,
parcourt |0; +o00| lorsque o9/01 varie dans | — 1; —1/3[. Pour simplifier la présentation, 7, est noté
7 dans cette preuve. Définissons

T /4
no= [ leoldo et no = [ el

Nous allons prouver que o111(n) + o2l2(n) > 0 pour tout n €]0; +00[. Observons que o111 + o2l =
o1(l1 +kela) > o1(11 —I2). Etudions donc la fonction 7 — I (n)—I2(n). Un calcul explicite utilisant
la formule (5.10) donne

sinh 3nm/2 — 3nm/2 sinhnm/2 — nm/2
hn) =+ et In) = :

n(cosh 3nm/2 — 1) 2n(coshnm/2 — 1)
Définissons g(z) := (sinha — z)/(coshz — 1). On a 2n(I1(n) — I2(n)) = g(Bnm/2) — g(n7/2). 1
suffit donc de prouver que g est une fonction croissante sur ]0;+oo[. On calcule ¢'(z) = (2 —
2coshz + xsinhz)/(coshz — 1)2. Définissons g,(r) = 2 — 2coshz + zsinhz. On trouve ¢/ (z) =
—sinhz + 2z coshz et g//(x) = xsinh x. On déduit, successivement, g/, > 0 et ¢’ > 0. Ainsi g est bien
une fonction croissante sur |0; 4-o00l. n
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5.4 Principe d’absorption limite

Dans la section précédente, nous avons introduit deux espaces différents, a savoir %+(B) et
W} (B), et nous avons montré que pour tout f € Wé(l’)’)*, il existe exactement un u* € “//;(B) et
un u~ € ¥y (B) tels que

(oVuE, Vo)g = (f,v)s, Vv € E5°(B). (5.21)

Toute fonction au®™ + (1 — a)u™, avec a € C, est également solution de (5.21). Parmi toutes ces
solutions possibles, laquelle est « la plus physique » 7 Pour fournir une réponse a cette question,
procédons comme indiqué dans la Remarque 5.2.3 et utilisons le principe d’absorption limite. Fixons
fe W/l3 (B)* et considérons le probléme

Trouver u” € H}(B) tel que (5.22)
—div(e"Vu?) = f dans B, '
olt 7 = o + iylo| avec v > 0. L’écriture (5.22) doit étre considérée au sens de H™1(B). Ce
probléme est bien posé car la forme sesquilinéaire associée est coercive (cf. Chapitre 4). Nous
noterons u” € H{(B) I'unique solution . La principe d’absorption limite consiste & choisir la solution
physique de (5.5) comme la limite de u” lorsque v — 0%. Dans notre configuration, nous allons
montrer que ©” — u™ dans Wé(B) pour 3 €]0;2[. Nous aurons alors justifié que 7/; (B) constitue
le cadre fonctionnel adapté a notre probléme.

Remarque 5.4.1 Ici, nous avons choisi un signe « + » devant « iy » correspondant a un milieu
absorbant en régime temporel. La justification d’un tel choix n’est pas simple mais semble étre en
accord avec les modéles choisis dans la littérature physique comme nous l'avons observé dans le
§4.2 du Chapitre 4. Notre analyse serait également valide avec un signe « - », conduisant alors a
considérer u~ comme solution sortante.

Analyse modale pour le probléeme dissipatif

Commengons par quelques observations concernant ’analyse modale du probléme (5.22). Comme
nous l’avons indiqué dans la Remarque 5.2.1, les valeurs propres du symbole associé a (5.22) peuvent
se calculer a l'aide de la formule (5.9). Ceci prouve en particulier qu’il existe une valeur propre
e € C telle que 75 — 1, lorsque v — 0. Par continuité, pour S €]0;2], il existe y9 > 0 tel
que, pour v < g, +iny~ €t —iny sont les seules valeurs propres du probleme (5.22) situées dans
la bande {\ € C| — 3 < Re X < +3}. Montrons que Sm 17y~ < 0, au moins pour vy suffisamment
petit. Notons p, = p(ksv). En utilisant 'expression de p, fournie par (5.8), on trouve

la(l+i) ol —i7) _ 1(1—ky) +iv(1l + ko)
T2t o —iy) 21+ ko) + iy — o)

D’apres (5.8), on a cosh(ny,7/2) = py. Notons 77;,7 = OyNy~. En dérivant par rapport a v en 0, on

obtient o
, T NgT 1Ky
— sinh = .
o0 g S < 2 ) (1+ r0)?

Puisque 7, € R* , on déduit Sm 775770 < 0 et donc Sm 1, < 0 pour v assez petit (car Smn,o = 0).
Par conséquent, i1, est la seule valeur propre du probleme (5.22) située dans la bande {A € C | 0 <
Re A < B}. La Figure 5.4 présente le comportement de +in, lorsque v — 0.

4 (2,0) (resp. uy, ) le mode associé & in,, (resp. —in, ). L’expression
est donnée par la formule (5.10), en remplacant 7, par 74~. Définissons s,jyt(@, z) =

Dans la suite, nous noterons u

. . +
explicite de ug
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, <. +in)y lorsque v — 0
+i1s @X x « x

e A

S
_ina,'y IOI'SqU_e v = 0+ )XT

FIGURE 5.4 — Evolution des valeurs propres du symbole au voisinage de I'axe imaginaire lorsque la
dissipation tend vers 0. Le contraste est fixé dans l'intervalle critique | — 1; —1/3][.

¢(2) ui,(z,0) ou C est la fonction de troncature utilisée dans la définition de s*. A Paide du théoréme

de convergence dominée, on peut vérifier que
. - — — . + o + —
ngég sy = s llwyy =0 et Wli)%ﬂ Is5 = 5™ llwyi) = 0. (5.23)

Revenons a u? € H{(B), I'unique solution du probléme (5.22). D’apreés le théoréme 5.4.1 de [102],
que nous pouvons utiliser pour étudier ce probléme fortement elliptique, pour 0 < v < 7, la
fonction u” admet la décomposition suivante

u”:c“’s;r—i—uzﬁ ounc’€C et uzﬁ EWl,ﬂ(B).

Pour prouver que u” converge vers ut € %JF(B), ot uT est définie en (5.21), nous allons successi-
vement montrer la convergence de la suite des coefficients de singularité ¢” et la convergence de la
suite des composantes évanescentes 1’ 5

Convergence de la suite des coefficients de singularité

Prouvons d’abord que ¢¥ — ¢ lorsque v — 07, ot ¢t € C est tel que u™ = ¢Ts™ + u_g avec
u_g € Wt 5(B). Nous fournissons ici une expression plus explicite de c7.

Proposition 5.4.2 Soient § €]0;2] et 0 < v < 7. Définissons sy(z,0) = —sin(ns~2) pp~(0).
Considérons u" = 073;r + uzﬁ Punique solution de (5.22). Alors on

<fa 57)8 = 07770,7/0 073010,7(9)2619.

La preuve est tres similaire a celle de la Proposition 5.3.3 et a celle du théoréme 5.4.3 de [102]. Elle
est donc laissée au lecteur. En utilisant (5.23), on vérifie que ||s, — s||Wlla ) — 0 lorsque v — 07.

De plus, nous avons

lim 7o /0 o7 gy (6)2d6 = 11, /0 o0y (6)246.

~y—0+

Ceci montre en particulier que pour v suffisamment petit, on a 75~ [ J'Vgofwdﬁ # 0 (utiliser le
Lemme 5.3.6). En appliquant les Propositions 5.3.3 et 5.4.2, on obtient alors

<fa S’Y>B . <f7 S>B
Non Jo 0795440 o fg op3do

e 7| =

] — 0. (5.24)
y—0+
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Convergence de la suite des composantes évanescentes

Maintenant, prouvons que la suite (u) 6) converge vers u_g. Tout d’abord, rappelons que
div(oVsT) et div(a“’styr ) sont tous deux & support compact car, par construction, div(aVug ) =
div(e?"Vuf ) = 0 dans B. Puisque u™ = c*s™ + u_g est solution de (5.21) et u? = ¢7s¥ +u’ 5 est
solution de (5.22), pour tout v € €5°(B), on a

‘(O‘V(U_ﬁ —u’ ), V’U)B‘ < ’(CVUWVS;L —ctoVsT, V’U)B‘ + ’((0 —0")Vu! 4, VU)B‘

IN

[ |cM|div(eVst) = div(e?Vsh) s + [t = ][|div(aVsT) |5
+o = o llulglhwr ) | Iollws s)-

Mais comme %;5°(B) est dense dans Wé(l’)’), d’apres la définition de L_g, I'estimation précédente
montre que

IL—p(u—p = vl g)llwy )+ < €() (1 + Hulg\lwgﬁ(s)) 7

olt €(7) tend vers 0 lorsque v — 07 (utiliser (5.24) et remarquer que [|div(eVst) —div(e?Vs?)|s —
0 lorsque v — 07). D’aprés le Lemme 5.3.2, puisque L_g est u monomorphisme, il existe une
constante C' > 0 indépendante de ~ telle que

lus = w2 gllwr ) < Cen) (142 gllwr ) ¥y €10,70
Grace a l'inégalité triangulaire, on obtient finalement

. v _
vg%l+ lulg —uplwt &) =0 (5.25)

Résultat de convergence final

Finalement, en rassemblant (5.23), (5.24) et (5.25), nous pouvons énoncer le théoréeme suivant :

Théoréme 5.4.3 Pour ( €]0;2[, on a

: Y _ ot —
i 7 =ty ) = 0 (5.26)

ot uY est la solution du probléme (5.22) et u™ € %JF(B) celle du probléeme (5.21).

Ainsi, la solution du probléme (5.22) pour un milieu légérement dissipatif est proche de u™. Par
conséquent, d'un point de vue physique, nous pouvons conclure que la solution u™ a plus de sens
que u .

5.5 Caractére bien posé du probléme dans la géométrie initiale

Dans cette section, nous revenons au probléme initial (5.1) posé dans le domaine €. Nous nous
intéressons toujours au cas d’un contraste k, situé dans I'intervalle critique | —1; —1/3[. Les résultats
que nous avons établis dans les Sections 5.3 et 5.4 pour le probleme posé dans la demi-bande B vont
nous aider a déterminer un cadre fonctionnel adapté a ce probleme. Commencons par les réécrire
dans le domaine w de la Figure 5.2 a droite. Pour cela, il suffit de faire le changement de variable
inverse r = exp z. Définissons 1’espace V}g (w) comme la fermeture de ¢5°(w) pour la norme

1/2

lollvy ) = (P Vo 15 + [ 777 o [17) (5.27)
B
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On peut vérifier que u = u(r,#) appartient a V}g(w) si et seulement si u(z,6) = u(e?, ) appartient
a Wé(B) Introduisons ¢ € €°°(RR, [0; 1]) une fonction de troncature telle que {(r) = 1 pour r < 1/3
et ¢(r) = 0 pour r > 1/2. A Tinstar de ce qui est fait en (5.16), pour 0 < 8 < 2, définissons ’espace

”VB+(w) := vect{r"1 o, (0)¢(r)} @ Vl,ﬁ(w) (5.28)
et munissons-le de la norme
1/2 No
0l y 3= (e + sl )7 pour v =er g, (0)(r) +v_p.

Dans ce cadre fonctionnel, nous introduisons l'opérateur associé a 1’équation (5.4). De la méme
maniére que pour LE, nous définissons AE : 7/5+(w) — V};(w)* comme l'unique opérateur linéaire
continu vérifiant

<Agu,v>w = (oVu,Vv),, Yuc 7/;_(0.)), Yu € 65°(w). (5.29)

En adaptant la preuve du Théoréme 5.3.4 dans les coordonnées (r, #), on obtient le résultat suivant :

Proposition 5.5.1 Supposons k, €] — 1;—1/3[ et f €]0;2[. Alors l'opérateur continu AE
7{; (w) — Vé(w)* défini par (5.29) constitue un isomorphisme.

Pour un domaine quelconque €2, on ne peut établir un résultat analogue a la Proposition 5.5.1 car
des modes piégés peuvent apparaitre. Nous pouvons par contre démontrer une version un peu plus
faible en autorisant un noyau et un conoyau de méme dimension finie. Notons Vk(Q) la fermeture

de €5°(€2) pour la norme || - ||Vé(§2) définie par (5.27) ot w est remplacé par 2. Définissons %+ Q)
comme en (5.28) en substituant & w. Redéfinissons les fonctions s*(r,0) = 77 ¢, (0)¢(r) (le

support de la fonction de troncature ¢ est choisi suffisamment petit de sorte que s* = 0 sur 99Q).
Définissons enfin AE : 7//3+ Q) — Vé(Q)* I'unique opérateur linéaire continu vérifiant

<A;§u, v)g = (cVu,Vu)q, Yuce "/BJF(Q), Vv € 65° ().
Le résultat principal de ce chapitre s’énonce ainsi :

Théoréme 5.5.2 Supposons k, €] — 1;—1/3[ et B €]0;2[. Alors AE est un opérateur de type
Fredholm et ind AT = 0.

Preuve. Nous divisons la preuve en deux étapes.

ETAPE 1 : L'OPERATEUR Ag EST DE TYPE FREDHOLM. Nous procédons comme dans la preuve du
théoreme 1.2 de [119, chapitre 4, §1]. Commengons par introduire quelques notations. Définissons
les ouverts w, = QN B(O,d,) et wy, = Q\B(O,dp) ou dg,dp sont choisis de sorte que 0 < dj, < dj
et {(rcosf,rsinf) e R?2 | 0<r<d,, 0<6 <7} C Q. Pour v = a,b, considérons ¢, et 1, des
fonctions € (& support dans Q) vérifiant

(QNsupp () C (QNsupp ¥) Cwyy, Gy =Cy Co+ ¢ =1 dans Q.

Nous faisons aussi ’hypothese que n - Vi, = n - V({, = 0 sur X, ou n est le vecteur unité
normal & ¥ dirigé de Q7 vers Q5. Introduisons A, : 7//; (wq) — Vé(wa)* I’'unique opérateur linéaire
continu vérifiant (A,u,v),, = (cVu, Vv),, pour tout u € "I/ﬁ’L(wa) et tout v € 65°(w,). D’apres
la Proposition 5.5.1, A, est un isomorphisme. Introduisons également I'opérateur linéaire continu
Ap : Hy(wp) — H™Y(wyp) tel que <Abu,v>wb = (oVu, V), 1 (u,v)wb pour tout u,v € Hj(wp). Le
Théoreme 1.4.2 du Chapitre 1 indique que A définit un opérateur Fredholm d’indice zéro. Puisque
Ay est injectif (prendre la partie imaginaire de (Apu,u) W, Pour u € ker Ay ), on déduit que A, est
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un isomorphisme.

Prouvons l'estimation a priori :
Jully @ < € Q1ATulvsaye + lvulla), Vo € %5 (). (5.30)
Pour u € ”V;‘(Q), on a

el Catlly ) + 103 )

(1 Aa(Gatr) vt oy + 1AM -1 0r)
(laAFullvy@): + s AT ullvigy + lsullo)
(

C
C
C
C (1A ullvs @y + Iwulla).

VAN VAN VAN VAN

Puisque application u — pu de “///;r (€2) dans L2(Q) est compacte (rappelons que 1), s’annule dans
un voisinage de O), on déduit de (5.30) et du Lemme 5.5.4 ci-aprés que im AE est fermée et que
ker A; est de dimension finie.

Maintenant, construisons une paramétrix a droite, i.e. un opérateur R tel que A;R — Id soit un

opérateur compact de V%(Q)* D’apres le Théoreme 3.3.3 du Chapitre 3, ceci prouvera que coker AE
est de dimension finie. Définissons l'opérateur

R = CuAy o + Ay,
Pour tout f € VE(Q)*, on obtient

ATRf = ALGAT'Waf + A5GA
= Cuf +GOof + [AF, Gl AT WS + [AF G4, L,

ou [A;;?C,,] = AZCCV — CVABr pour v = a,b. En utilisant 9,9, = 9,(, = 0 sur ¥, on montre que
[Azg, y| est compact en tant qu’opérateur de V;(Q) dans Vé(Q)* Ainsi, R est bien une paramétrix
a droite et coker AE est de dimension finie.

ETAPE 2 : L’INDICE DE A} EST BGAL A zERO. Par définition, on a ind A} = dimker Af —
dim cokerA;;. Introduisons Ag : V}S(Q) — Vl_B(Q)* et A_g: Vl_ﬂ(Q) — V}g(Q)* les deux opéra-
teurs linéaires et continus tels que
(Agu,v)q = (oVu,Vu)q, V(u,v) € V}a(Q) X Vl_B(Q) ;
(A_gu,v), = (oVu,Vv)g, V(u,v) € Vl_ﬂ(Q) X Vé(ﬂ)

Notre objectif est de prouver que dim ker AE = dimker A_g et dim coker AE = dim coker Ag.
Puisque AE = A_g, nous pourrons alors conclure. Pour commencer, remarquons que ker A_g C
ker AE C ker Ag.

i) Considérons u = cs™ + u_g, avec ¢ € C et u_g € VEE(Q), un élément de kerAZ;. On a
div(cVu) = 0 p.p. dans Q. En multipliant par %, en intégrant par parties sur Q\B(O, ) et en
prenant la limite de la partie imaginaire lorsque § tend vers zéro (utiliser les idées de la preuve de
la Proposition 5.3.3), on trouve ¢ = 0. Par conséquent, ker A} = ker A_g.

it) Montrons ensuite que ker A_g # ker Az. En procédant par '’absurde, supposons temporairement
que ker A_g = ker Ag. Introduisons F et G deux espaces vectoriels de dimension finie tels que

VE(Q)* = imA_g@F; (5.31)
F = (FNnimAg)®G. (5.32)
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D’apres le Lemme 5.5.3, prouvé plus loin, nous avons Vl_B(Q)* = imAg + Vé(Q)* Par consé-
quent, nous pouvons écrire Vlﬂ(Q)* = imAg ® G. Puisque A_g est l'adjoint de Ag, on a
dimF = dimcoker A_g = dimker Ag et dimG = dimcoker Ag = dimker A_g. Ainsi, notre hy-
pothese conduit & dimF = dim G ce qui implique F Nim Ag = {0} d’apres (5.32). Maintenant,
rappelons que Ags™ € Vé(Q)* En vertu de la décomposition (5.31), il existe u_g € Vlﬂ(Q)
et w € F tels que Ags™ = A_gu_g + w. Mais clairement w € F NimAg donc w = 0 et
5T —u_g €ker Ag = ker A_g. Ceci est absurde car s —u_g ¢ V! 5(Q). Ainsi, ker A_35 2 ker Ag.

iii) Considérons u, € ker Ap tel que u, ¢ ker A_g. Le Théoreme 5.6.6 indique que u, admet la
représentation u, = ¢ st + ¢ s + u._p avec u, _g € Viﬁ(ﬂ). Puisque u, ¢ ker A_g, on a alors
|| + |cx | # 0. Par ailleurs, en travaillant comme en i), on montre que ¢ et ¢, sont tous les deux
non triviaux. Autrement dit, les éléments de ker Ag \ ker A_3 se décomposent nécessairement sur
les deux singularités propagatives.

i) Etablissons enfin dim coker Azg = dim coker Ag, ce qui terminera la preuve. Comme en i),
introduisons F, G deux espaces vectoriels de dimension finie tels que

VE(Q)* = imAf eF;
F = (FnimA4g) e C. (5.33)

De nouveau, on a Vl_ﬁ (Q)* =im A3 @G, dim F = dim coker Azg et dim G = dim coker Ag. Prouvons
que F = G. D’apres (5.33), ceci est équivalent a F'Nim Ag = {0}. Considérons donc f un élément
de F nim Ag. Tl existe u € Vi(Q) tel que f = Agu. En utilisant le Théoréme 5.6.6, on trouve
pour u la représentation u = ctstT+c s + U_pg avec u_g € Vl_ﬂ(ﬂ). Maintenant, en remarquant
que u — ¢ uy/c, constitue un élément de 7//;'((2) tel que AE (u— c uy/c;) = f, on déduit que
feFnim AE. Puisque F N im AE = {0}, nous obtenons f = 0. Ainsi, l'on a bien F = G et donc
dim coker A} = dim coker Ag. ]

Dans la preuve du théoréme précédent, nous avons eu besoin du lemme suivant.
Lemme 5.5.3 On a la décomposition Vlﬂ(Q)* =im Ag + Vé(Q)*

Preuve. Considérons f € Viﬁ(Q)*. Reprenons 1, et w, comme dans la preuve du Théoreme
5.5.2 ci-dessus. La fonction v, f appartient a Vl_/B(wa)*. Introduisons Ag g : Vé(wa) - Vl_/B(wa)
I'unique opérateur linéaire continu tel que (A, gu,v),, = (6Vu, Vv),, pour tout u € Vé(wa) et

*

tout v € V1 5(wa). D’apres la discussion suivant le Lemme 5.3.2, nous savons que A, g est surjectif
(c’est un épimorphisme). Par conséquent, il existe u € Vé(wa) tel que A, gu = 1, f. On conclut
alors en remarquant que la fonction Ag((ou) € im Ag est telle que f — Ag((u) € V}g(Q)* [ |

Dans la preuve du Théoréme 5.5.2, nous nous sommes également servis d’une version légerement
affaiblie du lemme de Peetre (cf. Lemme 1.3.5 dans le Chapitre 1). On trouvera une démonstration
de ce résultat dans [147].

Lemme 5.5.4 Soient (X, || - ||x), (Y, | - llv) et (Z,] - ||z) trois espaces de Banach réflexifs. Soit
K : X — Z un opérateur compact et B : X — Y un opérateur borné. Supposons qu’il existe une
constante C > 0 telle que

lzlx < C(IBzlly + [|Kzlz), VaeX.

Alors dimker B < oo et im B est fermée dans Y.
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Remarque 5.5.5 Jusqu’a présent, nous avons considéré un probléme statique. Mais, comme indi-
qué dans la Section 5.1, une analyse similaire peut étre menée pour étudier le probléme en régime
harmonique avec une pulsation wy > 0. A Uinstar de ce qui est fait dans [125], revenons en régime
temporel. Le résultat du Théoréeme 5.5.2 conduit a considérer une solution en temps long qui se

comporte en
€i(nd Inr—wot) (Pp(e)

au voisinage de l'origine. On peut noter deux propriétés étonnantes.

1) Cette onde sortante semble provenir de l'origine, c’est-a-dire de l'infini dans la bande. Ceci est
du a la présence du métamatériau, dans lequel les vitesses de phase et de groupe sont de signe opposé
[148]. Bien entendu, ceci est également lié au choix dans la modélisation de la dissipation dans §5.4
(voir la Remarque 5.4.1).

2) La vitesse de l'onde wor/n, tend vers 0 lorsqu’elle approche lorigine si bien que l’onde met un
temps infini pour atteindre l’origine. De plus, lorsque Kk, — —1, on a 1, — 4+00. Par conséquent,
plus le contraste k, est proche de —1, plus les ondes se propagent lentement.

5.6 Analyse dans les espaces de Sobolev & poids

Dans cette section, nous prouvons les résultats techniques que nous avons utilisés précédemment.
En particulier, nous donnons une démonstration détaillée du Théoreme 5.3.1 et du Lemme 5.3.2.
L’analyse que nous présentons, largement inspirée de [102, chapitre 6], fait suite au Chapitre 3.
Cependant, nous détaillons ces résultats toujours pour cette méme raison : le probleme que nous
étudions n’est pas fortement elliptique a cause du changement de signe de o. Or [102] ne traite que
des problémes elliptiques. Il est donc important de vérifier que ’approche mise en place dans [102]
peut également étre utilisée dans notre cas. Dans un souci de concision, nous définissons

I :=]0;7[.

Nous notons (-, -) le produit de L2(I) et (-,-)1 (resp. (-, -)2) celui de L2(]r/4;7[) (resp. L2(]0; 7 /4[)).
De fagon générale, pour une fonction v mesurable sur I, nous définissons les restrictions vy := vhﬂ Jaix]
et vg 1= U‘]Oﬂr/zl[-

5.6.1 Norme a parametre

Dans le paragraphe suivant, nous aurons a étudier des problemes 1D mettant en jeu des fonctions
de H}(I). Ces problémes dépendront d'un parameétre A a valeurs complexes. Comme nous aurons
besoin d’établir des estimations dans lesquelles |A| sera grand, nous n’allons pas utiliser la norme
classique sur H}(I) mais plutot, comme dans le Chapitre 3, la norme & paramétre définie par

1/2
ol ay = ClollEag + AP lol7) 2. veeH\(I). (5.34)

Pour A € C fixé, les normes || - [[g1(7z)) €t || - [l (7) sont équivalentes. La différence entre ces deux
normes apparait pour de grandes valeurs de |A|. Nous introduisons également la norme duale

Wl = s L2y e gy, (5.35)

very (o3 1ol )
5.6.2 Probléeme 1D dépendant d’un parametre

Pour débuter, étudions les propriétés du symbole .2 (\) : Hi(I) — H~1(I) dans les normes (5.34)
et (5.35). Pour mémoire, cet opérateur est défini par

(.i”()\)u,v)[:/ UdgudgvdH—)\z/ ouvdf, Vu,v € HY(I).
0 0
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Clairement .Z()\) est analytique par rapport & A pour la norme des opérateurs continus de Hj(I)
dans H1(I). L’injectivité de Z(\) a déja été étudiée dans le §5.2.1. Nous voulons maintenant
établir des estimations sur le comportement de [|Z(A)ullg-1(7) pour |A| grand. Nous avons déja
étudié ce genre de questions dans le Chapitre 3. Nous représentons cependant les détails ici car
nous travaillons avec des normes différentes.

Lemme 5.6.1 Supposons k, = aa/o1 # —1. Alors L(\) : Hy(I) — H™Y(I) constitue un isomor-
phisme si et seulement si A ¢ A(ky), ot A(ky) est l’ensemble des valeurs propres de £ .

Preuve. Comme dans la preuve du Lemme 3.1.6 du Chapitre 3, nous utiliserons la technique de la
T-coercivité en 1D. Prouvons d’abord le

Lemme 5.6.2 Supposons ks # —1. Alors, il existe 9 € R tel que L (i1p) soit un isomorphisme de
H{(I) dans H7Y(I).

Preuve. Considérons une fonction de troncature ¢ € €>°(R,[0;1]) telle que ¥ (z) = 1 pour |z —
74| < m/16 et ¥(z) = 0 pour |z — /4| > 7/8. Introduisons les isomorphismes Ty, To : H(I) —
H(I) tels que, pour tout v € H{(I),

v1(0) pour 6 €| /4; 7|

(Tv)(0) = { —v2(0) + 20(0) vy (7/2 — 6)  pour 0 €]0; 7 /4]

(5.36)

(To0)(6) = { v1(0) — 2¢(0) va(mw/2 — 0) pour 0 €|r/4; 7|
? —va(0) pour 6 €]0; /4]

Notons s(#) = 7/2 — 6. Pour tout A\ = i7 avec 7 € R, on a, pour tout o, § > 0 et v € H}(I),

(L(iT)v, T10)| > o1(v], 1)1 + 7201 (v1, 1)1 + |o2|(vh, 2 )2 + 72|02 (v2, 12)2

—2|oa(vh, (o1 0 8)')2| — 2|7200(va, (Y UL 0 8))2]

v

(01— a™Hoa]) (v, 711 + (1 = (o + 9)) |oa| (v5, T")2

+(m?(o1 = aHo|) = 671 Cloa|) (vi, 1)1 + (73|o2|(1 — @) (v2,72),
(5.37)
avec C' = sup; |¢'|. Supposons o1 > |o32|. On peut trouver a > 0 tel que o1 —a~!oz| > 0et 1—a > 0.
Choisissons ensuite § > 0 tel que 6 < 1 — a. De (5.37), on déduit qu’il existe deux constantes
C1,Cy > 0, indépendantes de 7, telles que |(Z(i7)v, T10);| > C1 (v, 7') +72 (v,7)) — Co (v, D) pour
tout v € H{(I). Ceci prouve que pour 72 suffisamment grand, (v, w) — (Z(it)v, T1W); est coercive.
Lorsque |og| > o1, on procéde de la méme maniére en travaillant avec Ta. [ ]

Revenons a la preuve du Lemme 5.6.1. Considérons 79 € R donné par le Lemme 5.6.2 tel que £ (i)
définissons un isomorphisme. Pour tout A € C, £(\) — £ (itp) est un opérateur compact de Hj ()
dans H~!(1). L’alternative de Fredholm assure alors que .Z()) est un isomorphisme si et seulement
si A n’est pas valeur propre de .Z. [

D’apres le théoreme de Fredholm analytique (voir [103, Théoréme 1.1.1]), le résultat précédent
montre que pour k, # —1, ensemble A(k,) des valeurs propres de .Z est discret. D’autre part,
Z(A)~! est bien défini et analytique dans C \ A(k,).

Proposition 5.6.3 Supposons k, = o9/01 # —1. Fizons B € R et supposons que £ ne posséde
pas de valeur propre sur la droite e X = (. Alors, il existe une constante Cg > 0 indépendante de
A telle que

Jullim iz < Cs 1L Nulla-1z s Yu € Ho(D), (5.38)

pour tout A = B +iu, p € R.
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Preuve. Nous allons prouver cette proposition pour o1 > |o2|. La configuration |o3| > o1 s’étudie
de la méme fagon en travaillant avec Ty au lieu de T;. Intéressons-nous d’abord au cas A = it € Ri.
L’estimation (5.37) montre qu’il existe 9 > 0 tel que si |7| > rg, alors

(L (iT)v, T1T) 7| > CL((V',T) + 7%(v,D)), (5.39)

pour tout v € H(I), ot C; est une constante indépendante de 7. Puisque l'opérateur T; défini
en (5.36) est également borné de L2(I) dans L2(I), on obtient (5.38) pour A = iT € Ri avec |7| > ro.

Considérons maintenant le cas A\ = iTe’® avec ¢ € [—7/2;m/2]. Ici, 7 € R est tel que || > ro avec
1o défini ci-dessus. Pour tout v € H}(I), nous pouvons écrire

(LN, T1D) 1 — (L(iT)v, T1T) 1| < Co72[1 — e*¢| (v,7), (5.40)
ou C3 est une constante indépendante de 7. En combinant (5.39) et (5.40), on trouve

[(Z(N)v, T17) ] (L (iT)v, T1T) 1| — C2 72|1 — €2%|(v, D)

>
> C1(v,7) 4+ 72(Cy — O |1 — €%?)) (v, D).

En prenant ¢ suffisamment petit pour avoir, par exemple, Cy |1 — €%¢| < (7/2, on déduit qu’il
existe deux nombres réels 79 et dg tels que (5.38) est vraie pour tout A € C vérifiant |[A| > rg et
|Re A| < o |Sm Al

Enfin, puisque A — Z(A\)~! est bien défini et analytique dans un voisinage de la ligne Re A = 3,
on obtient le résultat énoncé. ]

5.6.3 Espaces a poids et transformée de Laplace dans la bande infinie

Dans ce paragraphe, en utilisant la transformée de Laplace, nous étudions les relations entre les
espaces H{(I), H71(I) et les espaces de Sobolev & poids la bande infinie. Définissons

S = Rx]|0; 7.

Introduisons une famille d’espaces & poids pour cette géométrie. Pour tout 3 € R et k € N, WE(S)
désignera la fermeture de €5°(S) pour la norme définie par

2 na 1/2
lolwes) = (X e o2a5vli)"™
a+y<k

Nous noterons Wé (8)* le dual topologique de l'espace W}; (S) et nous le munirons de la norme

, U
Hf”w;(sy = sup M

. VfeEWRS)".
vewid\ oy [llwis)

Pour étudier le lien entre ces espaces a poids et les espaces que nous avons introduit dans le
paragraphe précédent, nous utiliserons la transformée de Laplace. Cette transformée est définie par
densité a partir de la formule suivante

o\, 0) = /U(z,é?)e_’\zdz, Yv € 6,°(S), VA eC.
R

Il est également possible de définir la transformée de Laplace des éléments de H™1(S), I'espace dual
de H{(S). Dans un souci de concision, nous restreignons notre définition aux éléments & support
compact (bien que cette définition puisse étre étendue). Si f € H71(S) est & support compact, sa



5.6. Analyse dans les espaces de Sobolev a poids 139

~

transformée de Laplace partielle par rapport a la variable z est la fonction A — f()\), a valeurs dans
H~Y(1), telle que

(f(A),v>1 = (f,Ux)s avec Dy(z,0)=e Muv(d), Yve Hy(I).

Bien que vy ¢ H}(S), I'identité ci-dessus a un sens car f est a support compact. En tant que
fonction & valeurs dans H=1(I), A — f()) est analytique.

Remarquons que, pour v € Wé(S) et B € R, (£,0) — (=0 + i, 0) est en fait la transfor-

mée de Fourier (partielle) par rapport & z de (z,6) — e®?u(z,6). Grace a cette observation et a la
caractérisation classique des espaces de Sobolev par la transformée de Fourier, on prouve l'identité
de Parseval suivante

1 —B+ico N -
s =5 [ 10O gy @, WeGES), iR (41)

- % —fB—i00

On a une relation similaire entre Wé (8)* et H71(I). C’est précisément la raison pour laquelle nous
avons introduit les normes & parametre || - |7,z €t || - [la-1(7,5) (on ne pourrait pas écrire une
telle identité de Parseval avec la norme classique || - [lg-1(p))-

Lemme 5.6.4 Soit f € H™1(S) a support compact. On a lidentité

1 B+ico
1 Bovsy = 5= [ 1T Bosgay d VB ER. (5.42)

- % B—ioco

Preuve. Fixons 8 € R. Tout d’abord, remarquons que (u,v) — (e2?*Vu, V)5 + (e25%u,7)s définit
un produit scalaire sur Wé (S). Pour u € 65°(S), définissons la fonctionnelle f € H~1(S) telle que

(f,w)s = (€2P*Vu, Vw)s + (e2u, w)s, Yw € Wé(S) (5.43)

Puisque 65°(S) est dense dans W}B(S ), d’apres le théoréme de Riesz, les fonctionnelles de la forme
(5.43) avec u € 65°(S) sont denses dans Wé (8)* pour la norme || - HVV;(S)*‘ Par conséquent, il suffit

de prouver (5.42) simplement pour de telles fonctionnelles.

Observons que (5.43) a encore un sens pour w(z,0) = e *v(f), pour tout A = § +in € C,
puisque u est a support compact. En prenant un tel w(z,#), nous obtenons

o~

(F(B+in), vy = (Bpu(—B + in), Ogv) ; + (L + |B +in*) (@(—B + in),v) .

pour tout n € R et tout v € H{(I). Pour € R fixé, en choisissant v(0) = @(—8 + in, #), nous
obtenons 'identité

(B + i F-1(rygpiny = 18(=8 + i) -1 prin)-

Maintenant, revenons a (5.43), prenons w(z,0) = u(z,0) et utilisons l'identité de Parseval (5.41).
Nous trouvons

B | [~Btico ) 1 B )
(fm)s = 1A ) [ @A = 5= 1A ) Mgy dA-

T2 —B—ico 2im J—ico

Puisque (f,u)s = || f ”%vl( sy I’égalité précédente permet de conclure la preuve. [ |
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5.6.4 Probléme dans la bande infinie

Dans la bande infinie, pour tout 3 € R, définissons G : Wé (S) — WL 5(8)* I'unique opérateur
linéaire continu tel que

(Gpu,v)s = (6Vu,Vu)s, Yu € Wi(S), Vo€ WLy(S).
Dans ce paragraphe, nous souhaitons étudier la question de I'inversibilité de Gg.

Théoréme 5.6.5 Supposons k, = o2/01 # —1. Pour B € R, l'opérateur Gg : W,}g(S) — Wl_ﬂ(S)*
définit un isomorphisme lorsque le symbole £ ne posséde pas de valeur propre sur la droite Re A = 3.

Preuve. Supposons donc que .Z ne possede pas de valeur propre sur la droite Re A = 3. Montrons
qu’alors il existe une constante Czg > 0 telle que

lullwys) = CsllGpullw s)-»  Vue W5(S). (5.44)

Puisque €§°(S) est dense dans Wé(S), il suffit de prouver qu’une telle estimation est vraie pour
tout u dans €5°(S). Considérons donc u € 65°(S). Observons que

Gau (M 0) = Z(\) A\, 0), VYAeC.

L’estimation (5.44) découle alors directement de la Proposition 5.6.3 et du Lemme 5.6.4. Ceci prouve
que Gg est un opérateur injectif a image fermée. Par ailleurs, on a GE = G_p. Or en vertu de (5.9),
nous savons que si .Z n’a pas de valeur propre sur la droite e A = 3 alors .Z n’a pas de valeur
propre sur la droite ffe A\ = —f3. En utilisant (5.44) avec § remplacé par —f, on déduit que GE, est
injectif. Ceci prouve que Gg est surjectif d’apres [116, théoreme 2.13]. ]

5.6.5 Probléme dans la demi-bande

Nous en venons au probléeme posé dans la demi-bande B =] — oo; 0[x]0; [, géométrie a laquelle
nous nous sommes intéressés dans les Sections 5.3 et 5.4. Rappelons que nous avons défini I'opérateur
continu Lg : WE(B) — Wl_ﬂ(B)* tel que

(Lgu,v)g = (6Vu, Vv)pg, Yu € Wé(B) , Yv e WEB(B).

Théoréme 5.3.1 Supposons k, = oa/o1 # —1. L’opérateur Lg : WE(B) — WEB(B)* est de
type Fredholm si et seulement si A(k,) N Lz = (0 ot {3 désigne la droite { A € C | ReX = 3 }.
Preuve. Fixons 3 € R et supposons que £ ne possede pas de valeur propre sur £g. Définissons
@ =] —2;0[x]0; 7[. Considérons une fonction de troncature { € €*°(R, [0; 1]) telle que ((z) = 0 pour
z > —1et ((z) =1 pour z < —2. Définissons y := 1 — . D’apres le Théoreme 1.3.3 et l'estimation
(1.8) du Chapitre 1, il existe une constante C; > 0 telle que

Il < Ci(lldiv(eVo)llu-1g) +llvlg),  Yve Hy(Q). (5.45)

Remarquons que div(cV(xu)) = x div(cVu) + 2div(uoVy) — uod?x appartient & H~(Q) pour
tout u € W%(B) Par conséquent, en appliquant l'estimation (5.45) & yu, on obtient Iexistence
d’une constante Co > 0 telle que

Ixulli @) < Ca(llLoullwr @) +llulg),  Vue Wi(B). (5.46)

Prolongeons Cu par 0 sur S\ B de sorte que Cu puisse étre considéré comme un élément de W}j(S ).
Appliquons le Théoreme 5.6.5 & Cu : il existe une constante Cj telle que

ICullwys) < Cs IGs(Cu)lwe sy» Y€ W(B).
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De fagon similaire, (Lg(u) peut étre considéré comme un élément de Wt 5(8)*. En utilisant I'égalité
Gp(Cu) = (Lg(u) + 2div(u o V() — ucd?(, nous obtenons, pour tout u € W};(B),

ICullwy ) = [ICullwys) < Ca(I1Lpullwr @)~ + llulle)- (5.47)

Puisque ¢ + x = 1, en rassemblant les estimations (5.46) et (5.47), on déduit l'existence d’une
constante Cy > 0 telle que

lullwy i) < Ca(llLgulwr )< + llulle),  Vue Wi (B). (5.48)

Or lopérateur u +— u|g de Wé(B) dans L2(Q) est compact. Par conséquent, le Lemme 5.5.4 et
I'estimation (5.48) prouvent que im Lg est fermée et que ker Lg est de dimension finie.

De nouveau, remarquons que si .Z n’a pas de valeur propre sur la droite e A\ = [ alors &
n’en a pas non plus sur la droite e A = —f. Nous pouvons donc utiliser ce qui précede avec [3
remplacé par —(. En particulier, puisque L = L_g, on a dim coker Lg = dimker L_g < co. Ceci
prouve finalement que Lg est de type Fredholm et termine la premiere partie de la preuve.

Maintenant, supposons que .2 possede une valeur propre Ag sur la droite e\ = 3. Consi-
dérons une fonction de troncature y comme dans le début de cette preuve et définissons
un(2,0) = x(z/n)exp(Aoz)pp(f) ot pp(f), donné par la formule (5.10), est un vecteur propre
de & associé a la valeur propre Ag. En travaillant avec la suite u,, on met en défaut ’estimation a
priori (5.47). Puisque dimker Lg < oo (notons en effet que ker Lg C ker L, pour tout v > /), ceci
prouve que im Lg ne peut pas étre fermée. [

Le second résultat non trivial dont nous avons eu besoin dans la Section 5.3 est un résultat de
décomposition. En effectuant un raisonnement par densité et en utilisant le Théoreme 3.1.17 du
Chapitre 3, on prouve comme le théoreme 5.4.2 de [102] le

Théoréme 5.6.6 Supposons k, # —1.

Supposons que £ ne posséde pas de valeur propre sur les droites Re A\ = Bl et Re X = B2, Bl < B2.
Notons \', ..., \N les valeurs propres de £ dans la bande B' < Re X < 2. Supposons que pour
k=1,...,N on ait )\k(aapk,ﬁ) £ 0, ot pF est un vecteur propre de £ associé a la valeur propre .
Soit ugz un élément de Wég (B) vérifiant Lg2ug: € Wél (B)*. Alors, on a le résultat de décomposition
sutvant

N
ug: =ug + »_ ¢ e N7k, (5.49)
k=1
ot ug est un élément de Wél(B), c* est une constante (qui dépend du choir de %), k=1,...,N,
et ¢ € €°(R_) est une fonction de troncature telle que ((2) = 1 pour z < —2, ((2) = 0 pour
z>—1.

Remarque 5.6.7 De nouveau, indiquons que I’hypothése « )\k(agok,ﬁ) #£0» pourk=1,...,N
assure simplement que la chaine de Jordan associée d la valeur propre N\F (de multiplicité géo-
métrique égale a un) est de longueur un. Autrement dit, la chaine de Jordan n’est constituée que
de la valeur propre. Cette hypothése n’est pas toujours vérifiée. Par exemple, pour un contraste
ke = —1/3, lensemble des valeurs propres de £ contient O et le vecteur propre associé ¢ vérifie
0(op, ) = 0. Pour de telles situations, le développement (5.49) fait intervenir toute la chaine de
Jordan associée & la valeur propre \*. Nous renvoyons le lecteur a [85, 101, 102, 103] pour plus
de détails concernant ces questions. Pour terminer cette remarque, indiquons que dans notre étude
nous ne nous intéressons qu’auz valeurs propres (non-nulles) situées sur l’axe imaginaire. Pour ces
derniéres, le Lemme 5.3.6 montre qu’on a bien \¥(o@F, o) #£ 0.
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Démontrons maintenant le troisiéme et dernier résultat technique utilisé dans la Section 5.3.

Lemme 5.3.2 Fizons ks, €] — 1;—-1/3[ et f €]0;2[. L’opérateur L_g : Wl_B(B) — Wé(B)*
est injectif. De plus, il existe une constante C > 0 telle que

ol ) < CIL-pullwiy Yo € We(B)
On dit alors que L_g est un monomorphisme.

Preuve. Considérons u € ker L_g. Par anti-symétrie, définissons la fonction @ sur S := Rx]0; 7]

telle que u(z,0) = u(z,0) pour z < 0 et u(z,0) = —u(—=z,0) pour z > 0. Puisque u|spg = 0,
la fonction @ appartient a HL _(S). De plus, on a (z,0) — e P%i(—2,0) € H'(B) et donc

(2,0) — P*ii(—2,0) € H'(B). Par conséquent, i constitue un élément de Wl_ﬂ(S). Pour v € Wé(S),
définissons w(z,0) = v(z,0) — v(—=z,0). La fonction w appartient a Wé(B) puisque w|pg = 0. Un
calcul direct utilisant I’anti-symétrie de % conduit a

(oVa,Vu)g = (0Vu, Vw)z = 0.

Ainsi, nous obtenons (¢Vi, Vv)g = 0 pour tout v € Wé (S). Le Théoréeme 5.6.5 montre que le seul
élément 4 € WL 5(8) vérifiant une telle propriété est @ = 0, de sorte que u = 0. La continuité de
L:é de im L_g dans W1 5(B) est alors une conséquence directe du théoreme de Banach. ]

5.7 Aspects numériques

Dans la Section 5.5, nous avons introduit I'espace ”f/ﬁJr(Q) = vect{r"= o, (0)¢(r)} ® V! 4(Q), pour
B €]0;2[, ainsi que 'opérateur borné Azg : 7/ﬁ+(Q) — VE(Q)* tel que

<AZ_3FU,’U>Q = (oVu,Vv)q, VYue ”VE(Q), You € 65°(Q).

Nous avons prouvé avec le Théoreme 5.5.2 que A; constitue un opérateur Fredholm d’indice zéro
avec ker AE = ker A_g. Supposons que la géométrie et le contraste soient tels que A_g : vi ﬁ(Q) —
V%(Q)* soit injectif. Dans ce cas, nous pouvons affirmer que AE définit un isomorphisme. En
particulier, si nous considérons un terme source f € L2(Q), le probléeme

Trouver v € ”f/,;’(Q) tel que

(0Vu, Vo)a = (fiv)e, Yo € E5°(Q), (5.50)

possede une unique solution pour 0 < § < 1. Nous devons faire 'hypothese supplémentaire § < 1
pour avoir I'inclusion L?(Q) C V}S(Q)* Ce dernier résultat se démontre en remarquant que pour
de telles valeurs de f3, on a Vé(Q) C L2(Q) = VJ(Q). Dans ce paragraphe, nous souhaitons nous
intéresser a la question de I'approximation de la solution du probléme (5.50). C’est une question
délicate car la solution u, de fagon générale, n’appartient pas & Hj(£2) en raison de la singularité
propagative en O. Plus précisément, en procédant comme dans la preuve de la Proposition 5.3.3, on
montre que u est dans H{(2) si et seulement si f satisfait la condition de compatibilité (f,s)q = 0
ol s est une base? de ker Ag. Ce probleme d’approximation est intéressant car il fait le pont
entre les problemes d’approximation pour les guides d’ondes et les problemes d’approximation pour
les domaines a géométrie singuliere. Nous pouvons envisager son traitement sous différents angles.
Cependant, toujours en raison de ce changement de signe de o, la justification compléte des méthodes
numériques semble compliquée et nous nous contenterons de descriptions formelles.

2. Puisque nous avons supposé A_g injectif, nous savons que dimker A_g = dim coker Ag = 0 et dim coker A_g =
dimker Ag = 1.
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Extraction du coefficient de singularité

Le premier procédé que I'on peut envisager pour approcher la solution du probléme (5.50) provient
des techniques mises en place pour traiter les problemes d’approximation dans les domaines a
géométrie singuliere. Il a notamment été développé pour étudier la résolution des équations de
Maxwell dans des domaines polygonaux non convexes [16, 31, 6, 110, 5, 82, 92, 96]. Cette approche
consiste a calculer directement la partie singuliere de la solution. On retire ensuite au second
membre I'image de cette partie singuliere. On peut alors mettre une place une méthode classique
de type éléments finis pour approcher la partie réguliere de la solution.

Habituellement, on utilise ce genre de techniques pour améliorer la vitesse de convergence. En
effet, cette derniére est proportionnelle a la régularité de la solution, régularité qui, de fagon
générale, peut étre réduite lorsque le domaine n’est pas régulier. Cette méthode repose sur la
connaissance explicite du comportement singulier au voisinage du coin ou de 'aréte. Le point le
plus subtil dans le processus tient dans le calcul de la partie singuliére. Il faut en effet étre capable
d’approcher efficacement le coefficient devant la singularité. Pour cela, on utilise une formule de
projection analogue a celle obtenue dans la Proposition 5.3.3.

Tout laisse penser qu’on peut adopter cette démarche pour discrétiser (5.50). Précisons néan-
moins que pour ce probleme, 'extraction de la partie singuliere n’est pas un moyen d’améliorer
la vitesse de convergence mais plutét un procédé nécessaire pour approcher la solution. Indiquons
également que pour justifier complétement cette méthode, il faut notamment étre capable de
justifier la convergence de la méthode d’approximation de la partie réguliere. Ceci n’est pas évident
a priori. Cependant, en travaillant avec des maillages particuliers, ’on pourra utiliser les techniques
variationnelles développées au cours du Chapitre 2.

Lorsqu’on considére un probleme légérement dissipatif, avec o remplacé par o7 := o + iv|o],
on retrouve un probléme elliptique dans H{(Q2). Les preuves existantes justifient alors rigoureuse-
ment la méthode que nous venons de présenter. Peut-étre pourrait-on approcher la partie singuliere
(resp. régulieére) de la solution du probleme (5.50) par Papproximation de la partie singuliére (resp.
réguliere) de la solution du probleme légerement dissipatif, quitte a adapter la dissipation. Ce point
reste a étudier.

Utilisation d’un opérateur Dirichlet-to-Neumann au voisinage de O

La deuxiéme stratégie que nous pouvons imaginer pour approcher la solution du probléeme (5.50)
consiste & « borner » le domaine de calcul en imposant une condition artificielle. Expliquons-nous.
Comme nous ’avons remarqué dans ’analogie avec le probleme de guide d’ondes, dans le probleme
(5.50), le point O joue le réle d’infini. Pour approcher la solution dans le guide, une méthode
classique consiste a borner le domaine en utilisant un opérateur Dirichlet-to-Neumann (DTN) qui
permet de laisser « circuler » les modes propagatifs sans réflexion. Pour le probleme dans €2, cela
revient & placer un opérateur DTN au voisinage du point singulier O (voir une illustration avec
la Figure 5.5). Dans notre cas, il n’y a qu'un mode propagatif. Par conséquent, nous pouvons
tronquer le domaine 2 en imposant la condition de Robin d0,u|,—s = in,u|,—s ou & désigne un
petit parametre. Cela revient & approcher 'opérateur DTN & l’ordre un.

Avec les espaces de Sobolev a poids, en utilisant par exemple les idées présentées dans [97],
on devrait pouvoir montrer que la solution du probleme avec un opérateur DTN tronqué converge
vers la solution du probléme (5.50) lorsque § tend vers 0. La seconde étape consistant & prouver
la convergence du probléme discrétisé avec un opérateur Dirichlet-to-Neumann tronqué semble un
probleme largement ouvert. Précisons enfin que cette technique nécessite de nouveau la connaissance
des singularités/modes pour pouvoir construire 'opérateur DTN. Pour la géométrie particuliére
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que nous avons étudiée, nous avons pu mener tous les calculs explicitement. Ce n’est en général
pas possible.

Opérateur DTN en O Opérateur DTN a l'infini

e

PML a linfini

I

FI1GURE 5.5 — Placer un opérateur DTN ou une PML dans le guide d’ondes a 'infini revient a placer
un opérateur DTN ou une PML au voisinage du point singulier O dans 2.

Utilisation de PMLs au voisinage de O

Pour borner le guide d’ondes, une alternative classique a I’opérateur Dirichlet-to-Neumann consiste
a utiliser une couche parfaitement adaptée (PML). De nouveau, placer une PML a l'infini dans le
guide correspond a placer une PML au voisinage de O dans la géométrie initiale (voir la Figure
5.5). On tronque ensuite la PML en imposant une condition de Dirichlet. Avec cette technique,
il n’est pas nécessaire de calculer explicitement les singularités/modes du probléeme. Ceci est un
avantage important notamment si 'on souhaite étudier des configurations plus compliquées (cone
ou aréte en 3D). D’'un point de vue pratique, le seul travail consiste a effectuer le changement
de variable complexe, opération relativement peu cotiteuse. En coordonnées polaires, on pourra
utiliser les calculs présentés dans [57].

De nouveau, en travaillant dans les espaces de Sobolev a poids et en procédant comme dans
[97], nous espérons pouvoir montrer que la solution du probléme avec une PML tronquée approche
la solution du probléme initial (5.50). Par contre, la question de la justification de la convergence
du probleme discrétisé avec PML tronquée parait plus ouverte. Le lecteur désirant en savoir plus
est invité a étudier le travail de Camille Carvalho qui s’intéresse actuellement a ces aspects dans le
cadre de son stage de Master.

Nous allons maintenant présenter quelques résultats numériques pour cette méthode. Nous nous
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placerons dans le demi-disque unité avec

Q = {(rcosf,rsinf)|0<r<1 e 0<0<m}
Q1 = {(rcosf,rsinf)|0<r<1 et 7/4<0<m};
Qy = {(rcosf,rsinf)|0<r<1 et 0<6<m/4}.

Nous considérons cette géométrie pour deux raisons. D’une part, dans ce cas, 'injectivité de I'opé-
rateur A_g est garantie par le Lemme 5.3.2. D’autre part, cela permet de travailler directement
dans le guide d’ondes. Nous effectuons tous les calculs dans la demi-bande, en particulier, nous
écrivons le changement de variable de la PML en coordonnées cartésiennes, puis nous effectuons
le changement de variable inverse » = e~% pour revenir a la géométrie initiale. Notons qu’avec ce
procédé, nous obtenons directement un maillage raffiné logarithmiquement au voisinage de O dans
le domaine  (cf. Figures 5.7 et 5.6).

Nous prenons le second membre f égal & 1 pour et < 7 < 1et 0 pour 0 < r < e~ . De la
sorte, le terme source appartient a Vk(Q)* pour tout 8 € R. Nous tronquons la demi-bande
]0; +00[x]0; 7| en L = 6.8 et placons la couche PML dans la région |3L/4; L[x]0; w[. Nous utilisons
des éléments finis de Lagrange P; et travaillons avec le logiciel libre Freefem++. La commande
movemesh permet d’effectuer le changement de variable dont nous avons besoin. Nous affichons les
résultats avec le logiciel Paraview.

Pour la simulation de la Figure 5.8, le contraste k., est choisi égal & —1/2. Nous observons
Paction de la PML qui atténue le mode propagatif. Nous remarquons également que celui-ci est
relativement confiné au voisinage de U'interface. C’est un trait caractéristique des ondes plasmo-
niques. Ceci illustre également le fait qu'une onde plasmonique peut exister a n’importe quelle
fréquence (ici 0), sans fréquence de coupure, ce qui constitue un atout majeur pour les applications
[8, 47, 152, 135, 86]. Pour la simulation de la Figure 5.9, nous prenons x, = —1/1.001. Rappelons
que la singularité propagative se comporte en % avec 7, qui tend vers l'infini lorsque x, — —17.
Nous retrouvons bien ce résultat. D’un point de vue pratique, nous sommes contraints d’utiliser
un maillage symétrique par rapport a l'interface pour travailler avec des contrastes proches de —1.
Avec un maillage quelconque, la solution approchée présente des « pics » tres forts sur 'interface.
Sur la Figure 5.10, on peut vérifier que ’on a bien approché la solution a ’extérieur d’un voisinage
de la singularité géométrique O. Enfin, sur la Figure 5.8, nous affichons ’approximation de la
solution du probléme (5.1) pour un contraste xk, = —1/4 situé en dehors de U'intervalle critique.
Pour cette configuration, (5.1) est bien posé dans H}(€2). Dans le guide d’ondes, les modes sont
tous évanescents.
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FIGURE 5.6 — Maillage utilisé pour la simulation avec k, = —1/2. Nous maillons la bande puis nous
effectuons le changement de variable » = e™?. Nous obtenons ainsi un maillage raffiné logarithmi-
quement.

FIGURE 5.7 — Maillage utilisé pour la simulation avec k, = —1/1.001. Pour une telle valeur du
contraste, pour éviter les phénomenes d’instabilités numériques, nous utilisons un maillage symé-
trique par rapport a l'interface.

-
£ T

FIGURE 5.8 — Approximation de la solution du probléeme (5.50) pour un contraste k, = —1/2.
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- 10 - 10
0 0
-10 -10
-20 -20
-25.1087 -25.1087
FIGURE 5.9 — Approximation de la solution du probléeme (5.50) pour un contraste k, = —1/1.001.
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FIGURE 5.10 — Approximation de la solution du probleme (5.1) pour un contraste x, = —1/4 (en
dehors de l'intervalle critique).

‘

FIGURE 5.11 — Zoom au voisinage du point singulier O pour la simulation avec k, = —1/1.001.







CHAPITRE SIX

DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE
POUR UN COIN ARRONDI DANS

L’ INTERVALLE CRITIQUE

Les résultats de ce chapitre feront probablement 1’objet de la publication :

[51] L. CHESNEL, X. CLAEYS et S.A. NAZAROV : Asymptotics expansion for a non-smooth

interface between a dielectric and a negative material. En cours, 2012.
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Introduction

u]@@e probléme de transmission () « trouver u € H{(Q) tel que —div(oVu) = f », ou f
@ I@) désigne un terme source et o un coefficient qui change de signe sur le domaine, peut ne
{ \')ﬂj . pas étre bien posé au sens de Fredholm, notamment lorsque l'interface entre le matériau
positif et le matériau négatif présente un coin. Pour certaines valeurs du parametre o, il apparailt
une singularité propagative au niveau du coin et il faut l'ajouter a l’espace pour retrouver un

149
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probléeme bien posé au sens de Fredholm (cf. Chapitre 5).

Dans le Chapitre 4, nous avons observé que pour un milieu physique absorbant, ce qui re-
vient a considérer un ¢ possédant une partie imaginaire positive sur tout le domaine, le probléme
(&) devient un probleme coercif. Le passage a la limite sur la dissipation, permettant d’étudier
le cas d’un milieu faiblement absorbant, dépend des propriétés de (4?). Lorsque ce probléeme est
bien posé, la suite de solutions dissipatives converge vers la solution de (&) dans H}(€2). Lorsque
Iinterface présente un coin et qu’il existe une singularité propagative, la convergence de la suite
de solutions dissipatives a également lieu mais dans le nouveau cadre fonctionnel. C’est le principe
d’absorption limite que nous avons justifié dans le Chapitre 5. Ainsi, nous pouvons voir l'ajout
d’un terme dissipatif dans (£?) comme un procédé de régularisation.

Le deuxieme procédé de régularisation que nous pouvons naturellement envisager consiste a
arrondir le coin. C’est ce point que nous souhaitons étudier dans ce chapitre. La problématique
peut se décrire ainsi. Plagons-nous dans une configuration pour laquelle le probléme () n’est pas
bien posé au sens de Fredholm en raison de ’existence d’une singularité propagative. Arrondissons
légerement le coin. Dans ce cas, 'interface devient réguliére et le probleme (&) dans cette géométrie
est bien posé au sens de Fredholm. Que se passe-t-il pour un arrondi tres faible 7 Autrement dit,
quel est le comportement de la suite des solutions, lorsqu’elles sont définies, du probleme avec
un coin arrondi lorsque l'arrondi tend vers 0?7 Au-dela de I'aspect mathématique, cette question
présente un intérét important pour la physique. En effet, en pratique, il est impossible de réali-
ser des coins idéaux et ces derniers sont toujours arrondis. Par conséquent, la question a laquelle
nous nous intéressons n’est autre que la question de ’existence physique du phénomene de trou noir.

Le probléeme d’asymptotique pour un coin arrondi et un opérateur elliptique a fait 1’objet de
nombreuses études (voir notamment [114, 73, 96] et les références utilisées). Présentons briévement
une motivation de ces travaux. Imaginons que ’on souhaite approcher par une méthode numérique
la solution d’un probleme elliptique dans une géométrie a coin légerement arrondi. Dans ce cas, il se
révele trés cotiteux de mailler finement ’arrondi. L’idée du développement asymptotique consiste
a déterminer une approximation de la solution dans la géométrie arrondie a partir de fonctions
définies dans des géométries limites ne présentant pas de petit parametre. Ainsi, on ne maille que
ces géométries limites et les calculs restent raisonnables. Dans ces études, il est notamment montré
que la solution dans la géométrie arrondie converge, lorsque 'arrondi tend vers 0, vers la solution
dans la géométrie limite avec une vitesse qui dépend des exposants de singularité associés a la
géométrie limite. Ces résultats resteront vrais pour le probléme avec changement de signe que nous
voulons considérer lorsque le contraste est situé en dehors de l'intervalle critique. Nous ne les dé-
montrerons pas dans ce document mais les techniques que nous allons développer permettraient de
les obtenir. Indiquons que ces résultats présentent un intérét en soi. En effet, pour les technologies
basées sur les ondes plasmoniques, I’on cherche a utiliser ces géométries singuliéres pour confiner
de I’énergie au voisinage du coin ou de 'aréte en 3D. L’influence de I'arrondi, observée notamment
dans [74, 17, 149, 130], doit par conséquent étre bien comprise pour effectuer des simulations
numériques cruciales dans un domaine ou les expérimentations sont cotliteuses et longues a mettre
en place.

L’étude que nous allons mener dans lintervalle critique est plus délicate en raison de la na-
ture exotique du probleme limite qui est bien posé au sens de Fredholm dans un cadre relativement
inhabituel. Il s’agit d’un travail en cours avec X. Claeys ! et S.A. Nazarov 2, ce dernier étant & 1’ori-
gine de la méthode que nous allons présenter. Ce travail manque probablement encore de maturité
mais nous avons néanmoins choisi de I’exposer pour deux raisons. D’une part, nous allons mettre

1. Université de Toulouse, ISAE, 10, avenue Edouard-Belin, 31055 Toulouse cedex 4, France.
2. Institute for Problems in Mechanical Engineering RAS, 61, Bolshoi pr. V.O., St. Pétersbourg 199178, Russie.
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en évidence un phénomene de « valeur propre clignotante » plutdt surprenant. Vous ne pouviez
pas manquer cela. D’autre part, la méthode proposée par S.A. Nazarov semble trés puissante.
Elle permet d’obtenir une estimation a priori de fagon systématique, point souvent délicat dans le
domaine du développement asymptotique.

Notre plan d’étude sera le suivant. Nous commencerons par présenter la géométrie du probleme.
Dans un second temps, dans la Section 6.1, nous rappellerons les résultats pour les géométries
limites que nous avons prouvés dans le Chapitre 5. La section 6.3 sera consacrée a la démonstration
d’une estimation a priori pour les solutions du probléeme avec un coin arrondi. Le point original
tient dans le fait que cette estimation ne tient pas uniformément : elle est valable pour un para-
metre d’arrondi qui n’appartient pas a un ensemble qui possede 0 comme point d’accumulation.
Pour obtenir cette estimation, 1'idée va consister a utiliser des espaces de Sobolev a poids bien
adaptés. Dans la Section 6.4, nous nous servirons de cette estimation a priori pour prouver la
convergence d’'un développement asymptotique au premier ordre. Enfin, nous terminerons par des
calculs explicites pour une géométrie simple et des illustrations numériques mettant en évidence ce
curieux phénomene de « valeur propre clignotante ».

6.1 Description du probléme

6.1.1 Géométrie

Considérons un ouvert borné Q C R? & frontiére polygonale comme celui représenté sur la Figure
6.1 ci-dessous. Nous supposons €2 partitionné en deux sous-domaines Qf, Q3 avec Q = ﬁi U ﬁg et
Q2 N QS = (). Donnons-nous un segment droit X0 qui intersecte dQ en seulement deux points O
et O' qui ne coincident pas avec les sommets de 9. Nous faisons I’hypothése qu’en O', X0 est
perpendiculaire & 9 et que l'interface 0 := 9Q9 \ 9Q = 9Q3 \ 99 coincide avec X0 en dehors du
disque B(0, ).

FIGURE 6.1 — Géométrie du probléme.

Dans la suite, nous notons (r, ) les coordonnées polaires centrées en O telle que § = 0 ou 7 sur
la frontiere dans un voisinage de O. Lorsque § — 0, les sous-domaines Q‘{,Qg convergent vers
09,09 et nous supposons qu’il existe un disque B(O, ) centré en O tel que Q9 N B(O,ry) =
{(rcos@,rsinf) e R? |0 <7 <71y, 0< O <m/4} et Q)N B(O,rg) = {(rcosh,rsinf) € R? |0 <
r<rog, m/4 <60 <7} Comme dans le Chapitre 5, nous considérons la valeur 7/4 pour 'ouverture
du cone simplement car elle permet de mener tous les calculs explicitement (voir le §6.2.1). Il n’y a
aucune difficulté a adapter 'analyse que nous allons présenter au cas d’un angle quelconque. Pour
fixer les idées, sans perte de généralité, nous supposons que nous pouvons prendre rg = 2, i.e. que
(B(0,2) NR x R%) C Q. Dans tout ce chapitre, RY désignera 'intervalle ]0; +o0.
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Géométrie du coin arrondi

Nous avons supposé linterface dans Q° égale & un segment droit en dehors de B(O,d). Décrivons
a présent I'ensemble X° N B(O,§). Notons = := R x R% le demi-plan supérieur et partitionnons-
le en deux ensembles ouverts 21,2y avec 2 = 21 U Z5 et 21 N Zy = (). Nous supposons que
[ = 021 \ 02 = 9=, \ = est une courbe I' = {¢r(t), t € [0;+00[} ot ¢r : R — R? est une
fonction de classe €° telle que 0;¢r(0) est orthogonal a ’axe (Ox) et ¢r(t) = (¢,t) pour ¢ > 1, voir
la (Figure 6.2) ci-dessous. Dans un voisinage du coin, nous faisons I’hypothése que Q‘lg, Qg peuvent
étre définis & partir de 21, Z9 par auto-similarité :

QW NBO,§) = {xeR?|z/5€=NBO,1)};
QNB0,8) = {xeR?|z/5€=,nNB(0,1)}.

E]
[1]
[\v]
[1]]
Il
1
C
[I]‘
(Y]

ISR

7, Z

FIGURE 6.2 — Géométrie « gelée ».

6.1.2 Probléme étudié

Introduisons la fonction o9 : © — R telle que 0 = oy dans Q‘ls, 0% = 09 dans Qg, ouo; <0 et
oy > 0 sont des constantes. Pour f € H™1(2), considérons alors le probleéme :

4 1
Trouver v’ € Hy(Q2) tel que (6.1)

—div (0°Vu®) = f  dans Q.

Avant d’entrer dans le vif du sujet, introduisons quelques notations. Pour un ouvert @ C R? avec
d = 1,2, le produit de L2(O) (respectivement L%(0)?) est noté

(u,v)p = /Ouv dz, Vu,v € L2(O) (resp. L2(0)?).

En conséquence, le produit scalaire standard de L2(O) (resp. L%(0)?) est (u,v) — (u,7)o. Nous
définissons ||ullo = (u,ﬁ)g2 et HuHHé(O) = ||Vullo. Nous notons (-,-)» le crochet de dualité

H~1(0) x H}(O) et nous définissons la norme

, U —
Ml = s Yol yp e g1,
verionoy V1l o)

Ces notations permettent d’associer au probleme (6.1) Popérateur linéaire et continu A% : HA(Q) —
H~1(Q) défini par (A%u,v)q = (6°Vu, Vv)g pour tout u,v € H5(Q). La fonction u’ vérifie le pro-
bleme (6.1) si et seulement si elle satisfait A%u’ = f. Comme nous I’avons vu dans le Chapitre 1,
A9 constitue un opérateur Fredholm d’indice zéro dés lors que ko := o9 /o1 # —1. Ceci vient du fait
que linterface X9 est réguliére et rencontre 0§ orthogonalement. Dans le Chapitre 1, nous avons
également prouvé que lorsque X0 présente une portion droite, dans le cas ke = 07 Jo1 = —1, I'opé-
rateur A% n’est pas de type Fredholm. De nouveau, la situation k, = —1 semble particulierement
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7

%

FIGURE 6.3 — Géométrie pour § = 0.

problématique et nous la mettons de coté.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au comportement, lorsque § — 0, de la solution u® du
probléme (6.1) lorsqu’elle est bien définie. Remarquons que pour § = 0, I'interface ne rencontre plus
0%} perpendiculairement.

Pour la configuration choisie, nous savons en vertu des résultats du Chapitre 1 que I'opérateur .A°
est de type Fredholm si et seulement si k, = o2/01 € R} vérifie k, ¢ [—1; —1/3]. Rappelons que la
valeur 3 correspond au rapport des valeurs des ouvertures : 3 = (7 — 7 /4)/(7w/4).

Lorsque A° est de type Fredholm, il n’y a pas de différence qualitative entre le probléme (6.1) pour
d > 0 et le probléme (6.1) pour § = 0. Dans ce cas, en utilisant la technique nous développons dans
ce chapitre, on peut montrer que, si A° est injectif, alors A° est injectif pour § suffisamment petit.
De plus, en définissant u® = (A°)~1f et u = (A%)~!f, on peut montrer que la suite (u°) converge
vers u dans la norme H'. Puisque ces résultats peuvent étre obtenus & partir de la méthode que
nous allons utiliser, nous choisissons de ne pas les présenter.

Lorsque A° n’est pas de type Fredholm, il y a une différence qualitative entre le probléme (6.1) pour
d > 0 et le probleme (6.1) pour § = 0. L’objectif de ce chapitre est d’étudier une telle transition
qualitative. Dans la suite, nous laissons de coté le cas k, = —1/3 car il présente des difficultés
techniques qui risquent d’obscurcir la démarche. Nous supposons donc

ke = 03/o1 €] —1;—1/3]. (6.2)

Classiquement en analyse asymptotique, pour étudier le probleme (6.1) lorsque § — 0, nous nous
servirons de résultats établis dans des géométries indépendantes de §. Nous présentons maintenant
ces résultats.

6.2 Géométries limites

6.2.1 Géométrie externe

La premiere géométrie que nous considérons est obtenue a partir de la Figure 6.1 en prenant
d = 0 (cf. Figure 6.3 ci-dessus). Nous l'appelons géométrie externe. Dans cette géométrie, l'interface
¥0 = ﬁgﬂﬁ? ne rencontre pas 92 perpendiculairement et opérateur .A° n’est pas de type Fredholm
lorsque k, €] — 1; —1/3[. Pour pallier cette difficulté, dans le Chapitre 5, nous avons introduit un
nouveau cadre fonctionnel. Rappelons-en la construction.

Pour un terme source donné g, nous souhaitons nous intéresser au probleme

Trouver v tel que — div(c'Vv) =g dansQ, v=0 sur 9. (6.3)

Ici, 0¥ désigne la fonction telle que 0 = o7 dans QY et 0¥ = oy dans Q9. Nous ne précisons pas

de cadre fonctionnel pour le moment. Nous aurons & introduire des espaces de Sobolev a poids
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adaptés pour retrouver une structure d’opérateur Fredholm classique.

Rappelons quelques éléments concernant les exposants de singularité pour cette configuration.
Dans le Chapitre 3, nous avons montré que le probléme « trouver (X, ) € C x H(J0;7[) \ {0}
tel que div (6°V(r*p(0))) = 0 dans Q » possede une solution si et seulement si A appartient &
I’ensemble des exposants de singularité

A={2k ke€Z} U {in+4k, k€ Z} U {—in+ 4k, k € Z}

avec n:—% ln{ ;Zj;i +i\/1<;zz;2>2 }

(6.4)

Lorsque 03/01 €] — 1;—1/3[, on a n €]0;4o00[, de sorte que l’ensemble A contient seulement deux
éléments dans la bande [Re \| < 2 : 4in. Pour A\ = +in, I'espace des fonctions ¢ € Hj(]0; 7[) telles
que div (6"V (r*"p(0)) = 0 est de dimension un et engendré par un certain (6) (le méme pour
A = +in), avec

sinh(n)

B sinh(n(m — 0))
p(0) = % Sinh(n/4) ——

sur [0;7/4] et p(0) = c, sinh(n3m/4)

sur [m/4m].

Ci-dessus, ¢, € R* désigne une constante. En vertu du Lemme 5.3.6 du Chapitre 4, nous savons que

intégrale [ 0°(0)¢(6)%d6 est non nulle. Par conséquent, nous pouvons fixer ¢, pour normaliser ¢
et avoir 7 [; 0°(0)p(0)*d0 = 1.

Remarque 6.2.1 o Pour k, = o2/01 = —1/3, l’ensemble des exposants de singularité contient la
valeur 0. Dans ce cas, la chaine de Jordan associée a la valeur propre 0 est de longueur 2. Ceci
conduit a des complications techniques et, comme annoncé précédemment, nous n’étudions pas cette
configuration ici.

o Pour ks €] —1;—1/3[ tel que k;, — —17, le nombre n tend vers +oc.

e Enfin, pour k, € R* tel que ko ¢ [~1;—1/3], on a AN{\ € C|Re\ = 0} = 0. L opérateur A°
est alors de type Fredholm et d’indice nul.

Pour g8 € R et k > 0, définissons 1’espace VE(Q) comme la fermeture de €5°(€2) pour la norme
2 —k 2 1/2
oy = ( 32 [ 2 -Dloroguf? a2
a+y<k
Notons en particulier que pour tout 3, les éléments de V}g(Q) s’annulent sur 0f). La norme sur
I'espace dual de Vé(Q) est définie de facon usuelle, comme suit
. | <g> U>Q|
lgllvyy = sup o=

veEVE(Q)\{0} ||U||v[g(sz)

ou (-, -)q désigne le crochet de dualité VE(Q)* X Vé (€2). Bien que nous adoptions la méme notation

pour le crochet de dualité H~1(Q) x H{(2), il n’y aura pas de risque de confusion dans la suite.
Pour 0 < 8 < 2, définissons 1’espace

VE(Q) = vect{1(r)r'p(0)} @ VL 4(Q)
et munissons-le de la norme
[vllvgue () = lel + [0llv1 @) pour  w(r,0) = cp(r)ro(0) 4 o(r, 0).

Ici, la fonction de troncature ¢ € €>°(R™,[0;1]) est telle que ¥ (r) = 1 pour r < 1 et ¢(r) = 0
pour r > 2. Dans le Chapitre 5, nous avons introduit I'opérateur .A%ut : V%‘“(Q) — Vé (©Q)* tel que
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(AG"u,v)q = (6°Vu, Vv)q pour tout u € Vo'(Q) et tout v € 6°(Q). Nous avons prouvé que
A%ut constitue un opérateur Fredholm d’indice zéro.

Dans la suite, nous ferons I'’hypothése suivante.
Hypothése 1 Pour 8 €]0;2], l'opérateur .A%ut est injectif.

Par conséquent, A" : VZ*(Q) — V/l3 (©)* définit un isomorphisme et il existe une constante £ > 0
(qui dépend de ) telle que

el + 18l o) < RIAF Vlviys Yo =cp(r)re(d) +7 € VF*(Q). (6.5)

Remarque 6.2.2 D’aprées les résultats du Chapitre 5, nous savons que les éléments de ker A%“t
appartiennent a Vl_B(Q). Par conséquent, I’Hypothése 1 équivaut a imposer que la seule fonction
u € VEB(Q) vérifiant (6°Vu, V) = 0 pour tout v € VEB(Q) est la fonction nulle.

6.2.2 Géométrie interne

La seconde géométrie que nous considérons est obtenue en effectuant ’homothétie  — x/0
de centre O. Par cette transformation,  devient une nouvelle géométrie Z° dans laquelle le coin
arrondi est fixé. En passant formellement & la limite lorsque § — 0, le domaine =% devient le
domaine limite = = R x R% (voir la Figure 6.2). Les coordonnées polaires dans la géométrie interne
E sont notées (p, ). Par ailleurs, nous notons o> la fonction telle que o™ (x) = o1 pour « € Z; et
o (x) = o9 pour T € Es.

Dans cette géométrie interne, nous aurons a considérer des problemes similaires & (6.3). Par
conséquent, pour 5 € R, k£ > 0, nous introduisons 'espace WB( ) défini comme la fermeture de
¢5°(E) pour la norme

olhwse = ( 3 LA +p 7 Dlgng50f? de)' 2
a+v<k

Pour ces espaces, le poids en (1+ p) permet de mesurer le comportement des fonctions uniquement
a l'infini et non en O. Remarquons que pour tout 3, les éléments de Wﬁ( ) s’annulent sur J=. La

norme sur ’espace dual de WB( ) est définie de la fagon suivante

- 19, v)=|
lgllwyz)- = sup
8 vewi@\fo} [Vllwiz)
ou (-,-)= désigne le crochet de dualité Wé(E)* X Wé(E) Introduisons un espace imposant un
comportement propagatif bien particulier a I'infini. Pour 0 < g < 2, définissons

WO(Z) 1= veet{x(p)p~p(0)} & W)(E)
et munissons-le de la norme
[ollweous () = lel + [0llwy ) pour  v(p,0) = ex(p)p™ " (6) + v(p, 0).

Ici, nous prenons x = 1 — ¢ € €°(R*,[0;1]), ¥ étant la fonction de troncature définie dans le
paragraphe précédent. En particulier, on a x(r) = 1 pour r > 2 et x(r) = 0 pour r < 1. Dans cette
seconde géométrie limite, définissons par densité I'opérateur A% : WY (Z) — WL 4(2)* tel que
(A%, v)= = (0°°Vu, V)= pour tout u € W4 (Z) et tout v € €5°(Z). Pour cet opérateur, on a
un résultat similaire au Théoreme 5.5.2 du Chapitre 5. Nous n’en donnons par la preuve car elle
est trés proche de celle du Théoreme 5.5.2.
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Théoréme 6.2.3 Pour § €]0;2], l'opérateur A‘l‘g : WO(E) — Wl_ﬁ(E)* est Fredholm d’indice
Z€ro.

Imposons l'injectivité pour A‘iug.
Hypothése 2 Pour  €]0;2[, l'opérateur A‘iuﬁt est injectif.

Ainsi, avec cette hypothese, AOut constitue un isomorphisme et il existe C' > 0 (qui dépend de 3)
telle que

el + 18lwyz) < ClIAYSvllwe @), Yo =cx(p)p™Mp(0) +0 € W2(Z). (6.6)

6.3 Résultat de stabilité

Dans cette section, nous appliquons la méthode du développement raccordé pour obtenir les
premiers ordres dans le développement de u°. Dans le probléme qui nous intéresse, il apparait une
couche limite au voisinage du coin arrondi et nous avons besoin de calculer un développement en
champ proche et un développement en champ lointain. Pour séparer les régions interne et externe,
réintroduisons les fonctions de troncature régulieres x et 1 telles que

x(r)+¢(r) =1, x(r)=1pourr>2, et x(r)=0 pourr <1.

Dans la suite, nous noterons x¢(r) = x(r/t) et ¥ (r) = ¢(r/t) pour t > 0. Introduisons également la
notation (7 -v)(r,0) := v(r/t,0) pour v € L2(£2). Décomposons ensuite le terme source f € H1(£2)
en une contribution champ lointain indicée par ext et une contribution champ proche indicée par
in :
<fext7 >Q = <f7UX\f>
f=fu+7s F)  avec (F),v)= == 672(f, (Té )Y e - (6.7)
< Fmvv>9 =42 < in»71/6 ° U>5

Dans le cas ot f € L2(), cette décomposition s’écrit simplement f(r,0) = 3. (r,0) + F(r/5,0)
avec f3,(r,0) = F(r,0)x(r/v/3) et Fi(p,6) = f(3p,0)(pv/3). En particulier supp(fZ) ne ren-
contre par Porigine et supp(F?) est borné dans R x R% . En conséquence, on a

foa €VEQ)T et F e WL4(E), VBeR

6.3.1 Développement en champ lointain

Dans la région champ lointain, on cherche un développement de u°(r, ) de la forme
u(r,0) = ud(r,0) + a(0) C(r,0) + ... . (6.8)

Nous indiquons une dépendance par rapport & d pour le terme principal ug car la donnée fgxt pour
le développement en champ lointain présente cette dépendance. La fonction (, elle, sera associée a
une donnée nulle et ¢’est pourquoi nous ne mettons pas d’exposant §. Cependant, il est important
de préciser que les fonctions ug et ¢ sont définies dans la géométrie externe qui ne dépend pas de
§. En injectant (6.8) dans Iéquation (6.1), nous trouvons —div (6°Vud) = f3,. Pour obtenir une
solution, nous travaillons dans V%ut(ﬂ) et considérons le probleme

Trouver uf € V() tel que

6.9
—div (6'Vu) = o, dans Q. (6.9)

D’apres 'Hypothese 1, le terme ug est donc défini de facon unique. De plus, par définition de
V2H*(Q), on a

ud(r,0) = ¢ b (r)ri o) + ad(r, ) ol feC et e Vl_B(Q). (6.10)
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Dans (6.8), pour le moment, nous ne savons pas quel est la forme adaptée pour la fonction de jauge
a(0). Nous déterminerons cela plus tard en appliquant le principe de développement raccordé. En
injectant (6.8) dans (6.1), nous observons qu’on doit avoir les équations suivantes :

div(6°V¢) =0 dansQ, ¢ =0 surdQ. (6.11)

Nous devons chercher ( dans un espace plus grand que V%“t(Q), autrement nous serions obligés de
conclure ¢ = 0 ce qui est exclus. Pour 8 € R, considérons 'opérateur borné Ag : Vé(Q) — VL 5(8)7
tel que (Agu,v)q = (6Vu, Vv)q, pour tout u € Vé(Q) et tout v € V! 5(€2). Pour 3 = 0, puisque
V() = Hj(Q), ona Ay = A%, ot A a été défini dans le §6.1.2. L’équation (6.11) impose ¢ € ker Ag.
En choisissant 3 €]0; 2], nous connaissons ¢ presque complétement, & une constante pres ¢ € C en
vertu de la proposition suivante.

Proposition 6.3.1 Pour 3 €]0;2[, sous I’Hypothése 1, on a dimker Ag = 1.

Preuve. Notons w1 (7, 0) = ¥(r)r~"p(6). D’apres la construction de ¢(#), ona g = —div (¢"Vw;) €
65°(€2). Par conséquent, d’apres le Théoreme 5.5.2 du Chapitre 5 et I'Hypothese 1, il existe un
unique wy € VZ(Q) tel que —div (0'Vws) = g dans Q. La fonction w := w; — wy vérifie
alors w € ker Ag. Remarquons que w # 0 puisque w —wy € VZ*(Q) et wy ¢ VZ*(Q). Ainsi,
dimker Ag > 1.

Supposons que v € VE(Q) soit un autre élément de ker Ag. Puisque § €]0;2] et AN {\ €
C|ReX < B} = {&in }, d’apres le Théoreme 5.6.6 du Chapitre 5, il existe ca,c1 € C tels que
v(r,0) — (c19p(r)r + cob (r)r=)p(0) € V{B(Q). Par conséquent, v — cow est un élément de V3*(Q)
et v — cow appartient a ker A%™. Ceci implique v — cow = 0 car A" : V3*(Q) — Vj(Q)* définit
un isomorphisme. Ainsi, dimker Ag < 1. [ |

D’apres (6.11), nous devons avoir ¢ € ker Ag. En ajustant la fonction de jauge a(d) si nécessaire,
nous pouvons choisir ¢ comme 'unique élément de ker Ag admettant le développement suivant

C(r,0) = (r)r=p(0) + cc ¥(r)r™p() + {(r, 0) avec ¢ € Vl_ﬁ(Q) et 5 €]0;2]. (6.12)

Lemme 6.3.2 La constante cc € C du développement (6.12) vérifie |cc| = 1.

Preuve. De fagon tres classique, nous allons prouver ce résultat en effectuant un bilan énergé-
tique. Puisque ¢ € ker Ag, d’apres la définition de Ag, on a 0 = Sm (Ag(, xC)a = Sm [ "V -
V(xeQ)dx = Sm Jo 0°(0,¢ 0, xedx. Regardons le comportement de cette expression lorsque € — 0.
En utilisant (6.12), on obtient

0=Sm /Q 09Z0,C B x-da = /0 " / " 50(0) S (COC Oy )rdrdd
T 2e
=0 [ [ 0" @) e(0)(1 = lec[rxe drad + O
= (= lecl) n [ @ lp@) a0 [ e+ 000
— (1—|ec?) + OGe).

Ceci implique 1 — |cd2 = 0 et conduit au résultat de ce lemme. [

Pour résumer, d’'un point de vue formel, a un reste pres en 9, on a le développement quand r — 0,

ul(r,0) = ud(r,0)+a(8)C(r,0)+ ...

= (& +ald)ec ) ro(8) + a(d) rp(0) + ... (6.13)
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6.3.2 Développement en champ proche

Dans la région interne, prés de O, nous considérons le changement de variable » = dp, nous
définissons U®(p, #) = u’(r,0) et nous cherchons un développement de U%(p,6) de la forme

Uo(p,0) = A(6) Z(p,0) + 32U (p,0) +... . (6.14)

Comme pour le développement en champ lointain, nous ne savons pas pour le moment quelle est
la forme de la fonction de jauge A(d). Nous la déterminerons au cours de ’étape de raccordement
des développements asymptotiques. Nous avons introduit le terme (52U{s (p,0) dans V'optique de
compenser la contribution F venant du terme source. En utilisant la relation 7 = dp et en injectant

(6.14) dans (6.1), nous sommes conduits a
div (0®°VZ) =0 dansZ, Z =0 sur J=. (6.15)

La fonction Z doit étre cherchée dans un espace plus vaste que W‘i“rgi(E
Pour 8 € R, définissons l'opérateur continu A_g : Wl_ﬁ(E) — Wé( tel que (A_gu,v)z =
(¢0°°Vu, Vv)z pour tout u € Wl_ﬁ(E) et tout v € Wé(E) L’équation (6.15) détermine Z € Wl_B(E),
pour 3 €]0;2[, & une constante multiplicative prés d’apres la

—
—
—

pour ne pas avoir Z = 0.
)*

Proposition 6.3.3 Pour  €]0;2[, sous I’"Hypothése 2, on a dimker A_g = 1.

Cette proposition se montre de la méme fagon que la Proposition 6.3.1. En ajustant la fonction de
jauge A(6) si nécessaire, nous pouvons choisir Z(p, f) comme I'unique élément de kerA_z qui admet
le développement

Z(p,0) = x(p)p"0(0) + cax(p)p~ " p(0) + Z(p,0)  avec Z € WE(E) et B €]0;2.  (6.16)

L’existence d’'un tel développement pour Z(p, #) est une conséquence d’un calcul de résidu classique
dans la théorie de la transformée de Mellin (cf. Chapitre 3). De nouveau, nous utilisons le fait que
pour 5 €]0;2[, ona AN{X € C|ReX < S} = {£in }, ou A désigne 'ensemble des exposants de
singularité défini en (6.4). Concernant le coefficient ¢,, on a un résultat similaire au Lemme 6.3.2.

Lemme 6.3.4 La constante ¢, € C qui intervient dans le développement (6.16) vérifie |c,| = 1.

Maintenant, étudions le second terme dans 'asymptotique de U?. En injectant le développement
(6.14) dans (6.1) et en utilisant la définition de F2 (p,#), nous obtenons formellement le probléme
suivant pour U? :

Trouver U € W%(Z) tel que

—div (6®°VU?) = F2.

D’apres le Théoreme 6.2.3, U{S est déterminé de facon unique. Remarquons que par définition de
W%(Z), on a le développement suivant

UL (p.0) = cix(p)p™ " p(8) + Ui (p,6)  ou §€C et U} € W(E). (6.17)

Pour récapituler, a un reste pres en 9§, le champ proche admet le développement suivant lorsque
p=r1/0— 400,

Us(p,0) = A(5) Z(p,0) + S2US (p,0) + ... ‘
= A(6)p"p(0) + (A(8)c, + 82 ) p~"p(0) + .. .,

i, u(r0) — A(é)(f)mgo(e)—k(A(5)cz+62c‘15)(§>_mg0(9)+... . (6.18)
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6.3.3 Le principe de raccord

Pour conclure la construction des premiers termes de l'asymptotique de u’, il nous reste &
déterminer les fonctions de jauge a(d) et A(J). Pour ce faire, nous allons apphquer le principe de
raccord qui consiste dans le cas présent, a égaler les développements (6.13) et (6.18) lorsque r,6 — 0.
Nous obtenons

—in

) » T\ T
(¢ +a(d)ec) rp(0) +a(d)rp(0) = AG)(5) ¢(6) + AB) ea(5) (). (6.19)
Pour le raccord, nous ne prenons pas en compte le terme dans (6.18) mettant en jeu 0(15 car il est
d’un ordre inférieur, puisque multiplié par 62. Comme 7 et " sont indépendants, I’équation
(6.19) conduit aux conditions de raccord suivantes

S+ a(d)ce =AB)6™" et a(d) = A(8) ¢, 5. (6.20)

Dans ces équations, cg,CC, ¢, sont des données connues. Le systéme (6.20) en a(d), A(d) possedent
une unique solution sous la condition suivante

§THN £ cyeq. (6.21)

Cette condition nécessite des commentaires. Tout d’abord, remarquons qu’il n’est pas commun que
la définition des termes du développement asymptotique nécessite une condition sur §. Observons
également que, puisque [c,cc| = 1 d’apres les Lemmes 6.3.2 et 6.3.4, il existe d, €]0;4o00[ tel
que cyc¢ = Oy 2 Par conséquent, la condition (6.21) n’est pas satisfaite pour ¢ appartenant a
{(em/Mk s, k€ Z}. Cest une situation inconfortable car ’ensemble { (e™/")k§, .k € Z} admet 0
comme point d’accumulation, si bien que (6.21) ne peut étre garantie en imposant une condition
de la forme « § €]0; dp[ pour un certain §p > 0 suffisamment petit ». Dans le cas ou (6.21) est vraie,
on a l'expression suivante pour les fonctions de jauge

¢, 62 B c o™

T g SRR

D’apres ces relations, lorsque § — 0, les deux fonctions de jauge sont a priori non bornées, ce
qui brise tout espoir d’établir une estimation a priori. Pour cette raison, nous devons imposer une
restriction sur ’ensemble des valeurs de §.

+ us —_a)x
Définition 6.3.5 Pour o €]0;1/2[, définissons I(a) := i N [ & ekl 5, ehti-a)y ]

=—00
Notons que I(a) admet 0 comme point d’accumulation. Dans la suite de ce chapitre, la phrase
« 6 — 0 » doit étre comprise dans le sens 6 — 0 et § € I(a) pour un certain o €]0;1/2[. Pour
d € I(«), les fonctions de jauge restent bornées lorsque § — 0, i.e. il existe Cy, > 0 indépendante de

0 telle que
la(6)] +]A(S)] < Cy |cg|, Vo € I(a). (6.22)

6.3.4 Champ approché

Dans ce paragraphe, nous construisons une approximation 4° de u® au moyen des développe-
ments en champ proche et lointain. En accord avec la méthode des développements raccordés et en
observant que x;(r) + ¥ (r) — ¥ (r)xs(r) = 1, définissons

@0 (1, 0) == e (1, 0)x6(r) + U (r/8,0)0(r) — m® (r, 0) x5 (r)3(r)

uge(r,0) = uf(r, 9) +a(d)¢(r,0) (6.23)
avec | Ufi(p,0) = A(8)Z(p,0) + 6°U (p, )

m’(r,0) = A(5)(?”/5)”’<P( ) + a(0)r~"p(0)
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Rappelons que nous avons introduit ’application 73, telle que, pour toute fonction v, (75-v)(r,0) =
v(r/8,0). Vérifions que @° satisfait 'équation (6.1) & un « petit » reste prés. Tout d’abord, il est
clair, d’apres la définition de (, Z, ug, Uf et ©(6), que 4° = 0 sur OQ pour § suffisamment petit.
Ensuite, pour tout v € H(Q), on trouve

(0°Va’, Vo)g = (0'V(xsuly), Vo), + (0°V7s - (W15 US), Vo) — (0°V (x50 m?), Vo)
= {f&e x5 v)a + (09Vx5, ul VU — vVl )o

(

—

+ (O2F0, /s (1175 - v) )= + (0°°V 15, ULV (15 - v) — (1175 - v) VU )=
o*V(xs ¥), m°Vo —oVm?),.
Dans le calcul ci-dessus, nous avons utilisé le fait que 0% = ¢% sur supp(ys) et 0® = 75 - 0> sur

supp(v). Nous avons également utilisé la I'égalité (c0Vm?, Vu)g = 0 pour tout v € H}(Q) tel que
supp(v) C supp(X5 w) (ceci provient de la définition de ((#)). Maintenant, observons que f3 x5 =

1o et F 1[)1/5 = pour § assez petit. Rappelons que f = fo, +75- F2, et —xs¢ =1 — x5 — ¢.
Notons M =Ti/5 m®. Nous obtenons
0V, Vo)a = (f,v)a

+(0OVxs, (uly, —m?)Vo — vV (udy —m?)),
+( 0V 5, (U, M(S)V(TIM v) = (1176 - 0)V(US, — M?) ) .

(6.24)

Ainsi @9 vérifie bien la méme équation que (6.1) & un reste pres. Remarquons que ug, Uf et a(d), A(0)
dépendent linéairement de f. Par conséquent, nous pouvons introduire les opérateurs R° : H=1(Q) —
HA(Q) et K9 : H™1() — H~1(Q) définis respectivement par R°f = @° et

(K°f,v)q = (a"Vxs, (ud,, — m®)Vo — vV (ul,, —m®) )Q
ooy, (Uf — MO (rys-0) — (s )V (0~ M) 02
pour tout f € H71(Q) et v € H{(Q). D’apres (6.24), on I'identité suivante
AR =1d+ K?, (6.26)

ot nous rappelons que A° : H}(Q) — H™1(Q) désigne I'opérateur tel que (A%u,v)q = (0°Vu, Vv)a,
pour u,v dans H%(Q) Nous allons prouver que la norme de K est petite devant 1 de sorte que
RO (Id + K°)~! constitue un inverse & droite de A°. Puisque A% est autoadjoint, cela prouvera que
RY. (Id+ K 5)*1 est également un inverse & gauche pour A° et conduira au résultat de stabilité désiré.
Nous avons besoin d’une estimation de K°® en norme d’opérateur lorsque § — 0. Cette estimation
sera formulée dans une norme plutot inhabituelle dépendant de 0. Définissons

1/2
vllvi = ([ 6+ VolPrdrdd + | (5 +7)*PDo|*rdrde
vV 5(9)
B:6 Q Q

(g, v)] (6.27)
et HgHV16(Q sup 7” || .
vGHl Q)\{o} IV V()

Pour 6 > 0 fixé, il y a une équivalence claire entre ||- ||Vg () et la norme usuelle |- ||H1 )- Cependant,

pour J tendant vers 0, ces deux normes adoptent des comportements différents. Les normes (6.27)
sont bien adaptées & l'analyse asymptotique que nous souhaitons mener car elles partagent des
similarités avec les normes a poids classiques.

6.3.5 Estimation du reste

Pour f € H(Q) fixé, nous bornons || K?° f||v1 5(0)+ aumoyen de Hf”vl (@)=~ Dans cette optique,

observons que supg |10, xs| et supg |0, /5\ restent uniformément bornees lorsque 6 — 0. De plus,
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K% f dépend uniquement des valeurs de ugxt —md et Ui‘f1 — M? dans les régions Q° et Q'/?, avec

Q' :={z(r,0) e Rx R | ¢t <r <2t} pour ¢ > 0. Par conséquent, d’apres (6.25), pour 3, € € R
dont les valeurs seront précisées plus tard, on a?>

(Ko fal < Ol —mollys oo lvlivs, (oo
5 5 (6.28)
+C U — M Hwéis((@lﬁ)uﬁ/é : UHV\QB (QU/%)

+e

Dans 'estimation ci-dessus, nous utilisons le fait que supp(Vys) € Q° et supp(Vy /5) C QU/e.
Bornons d’abord les termes mettant en jeu la fonction test v € Hj () :

||U||Vé+s((@§) S CdE”UHV,}a(Q&) S 05‘5“1}”\/}3’5(@5) § C(SaHUHVé’é(Q) (6 29)

Imags - ollwe,, sy = 8" Iollve .o < C & lollvy o < CFlollyy 0

En injectant (6.29) dans (6.28), en divisant par ||v\|vé 4(e et en prenant le supremum sur tout les

v € H§(9), nous obtenons

”K‘Sfllv;j,é(ﬂ)* <O & |l — m5||v1_5 @ +C U, - M6|\w;3_5(@1/5)- (6.30)

ext
—€

ext

Choisissons € > 0 tel que 4 ¢ < 2. D’apres (6.5) et (6.9), nous avons

Bornons les termes associés a ul, —m? = a3 +a(8)¢ € V1(Q) pour tout v €] —2;0[. Fixons 8 €]0;2].
gy — m6||v1_5 @) < la(d)] ||§||v15_5(9) + ||ﬂ(6)”vl_ﬁ_5(g)

— ' (6.31)
< Clefl+ HU8||\/1757€(Q) <C HfgxtHVéJre(Q)*'

Maintenant, bornons le terme de (6.30) associé é~Ui‘; — M?% = A(6)Z +6U}. Imposons & ¢ de vérifier

la relation 0 < 8 —e. D’apreés (6.22) et puisque Z € W1 (E) pour tout v €]0; 2], nous pouvons écrire
U3~ Ml qursy < [A@) 1 Zllws_ =) + 0210 Iy qu

Il + 0@ (1] + [0l _ =) (632

C ||f§xt||v;3_s(m* + C52_ﬁ+6||ﬂf1||w1_5+5(z)*-

IN

IN

En injectant (6.31) et (6.32) dans (6.30), nous trouvons alors
HK(Sva}Byé(Q)* <0 ”fgxt”vgﬁ(m* +Co6°e eréxtﬂvg%(m* + C52HE§|’W£B+E(E)*- (6.33)

Pour conclure 'estimation, il ne reste plus qu’a examiner séparément chacun des termes qui appa-
raissent dans le membre de droite ci-dessus.

Borne pour le membre de droite de (6.33)

Nous avons d’abord besoin d'une borne pour fo.. Fixons v = +¢. Considérons v un élément de
V}HV(Q). Notons que vy, /5 € H{(€). Observons également que HUX\/SHV}M(Q) < C(Sfy/QHU”V}”,,(Q)'

D’apres (6.7), nous avons

N

‘<f(§xtvv>9| = ‘<favx\/5>§l| = ”f|’V113,6(Q)* UX\/S”V};,(;(Q)

05_V/2||f||v;375(9)* lvllv, -

IN

3. N.B. : dans ce paragraphe et le suivant, C' > 0 désigne une constante indépendante de § qui peut varier d’une
ligne a l'autre.
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Divisons par Hv||V[13 (o) et prenons le supremum sur tous les v. Dans les deux cas v = *e¢, nous
+v
obtenons

12l @ < CE Uy e ot If3alvy_@r < COPUflhy @y (639)

Pour obtenir une borne pour FY,, considérons v € WL ( ). En utilisant la définition de F donnée

en (6.7) et puisque p < 2/4/6 dans supp(¢, I /3); nous trouvons

[(Fhvdzl < 072 fllvy @ 1) sllvy o)
2 £llv - vy vsllwi@) < CO2 2 Diflve oy Iollwe @)

IN

Divisant par ||v||y: G et prenant le supremum sur les v, nous pouvons écrire
—B+e\—

IFS I, @ < C 52 flva - (6.35)

Conclusion de I’estimation

Nous concluons le calcul en injectant (6.34) et (6.35) dans (6.33). Pour € > 0 tel que 8 +¢ < 2 et
B — e > 0, cela montre qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de § telle que

I&° Fllvy @) = C (8% +677/2) Iy > VFEHTHQ), Yo €0;1[N(a).  (6.36)

Ce résultat signifie qu’au sens d’une norme bien choisie, Popérateur K° tend vers 0 lorsque 6 — 0.
Pour tout opérateur borné T : H~1(Q) — H~1(£2), définissons la norme

17,V 50)" = VAs(2)'] el o

, Vs — Vg5 = su _—
& & geH~ (Q)\{O} HQHV

Nous venons de montrer que HK‘S,Véﬁ(Q)* — V}a,a(Q)*” tend vers 0 lorsque 6 — 0. Par consé-

quent, Vopérateur Id + K¢, qui intervient dans le membre de droite de (6.24), est inversible pour §
suffisamment petit. Ainsi R° - (Id + K°)~! constitue la résolvante de opérateur A°.

C’est un résultat intéressant car il montre que, dés lors que les Hypothéses 1 et 2 sont véri-
fiées, le probléme (6.1), posé dans H}($2) posséde une unique solution pour & € I(a) suffisamment
petit.

6.3.6 Résultat de stabilité

Nous utilisons ceci pour prouver une estimation de stabilité pour le probléeme (6.1). Pour 1’ob-
tenir, nous avons besoin de borner R’ pour la norme dépendant de § suivante :

T
1T,V 5(Q)* — HE(Q)]| := ap ITgllm3 0

geH-1(Q)\{0} HQHV J(Q)*'

Pour f € H™'(Q) fixé, revenons & lexpression de ROf = 4% fournie par (6.23). Notons T® :=
{z(r,0) € RxRY [ r > d}. 1l est facile de vérifier que ”X&’UHH(I)(Q) < C'||UHV(1)(T5) pour tout
v € H}(Q) et tout § €]0;1[. Par conséquent, on a

||U6”H1 @ <C ||Uext||v1 ) +C ||m(5||v1 (o) + 175 - (¥1/5U; )”Hl (6.37)

Par un calcul direct, en prenant en compte (6.22), en appliquant (6.5) & ¢j et en utilisant (6.34)
avec € = 0, on obtient

vy sy < Clndle] < ' d] [ fallvy oy < C" Il fllvy (- (6.38)
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Puisque 2 est borné, I'espace V1 5(£2) s’injecte de fagon continue dans V(). Autrement dit, on a
[ollvaersy < CHUHVI_B(Q) pour tout v € V{B(Q). De plus, [|C[ly1(psy = O(|In 6]). Par conséquent, en

prenant en compte (6.22), et (6.5) appliqué a cj, on trouve

||ngt||vg)(1r5) < ||U8va)(1r5) + [a(®)] lI¢llva ez
< | (feg] + gl (o)) (6.39)
< C|Ind| ||fgxt||V}3(Q)* < Cllné| ||f||v[1376(9)*-
Travaillons enfin sur le troisiéme terme dans le second membre de (6.37). Remarquons que =N

supp(v1/5) = Z \ Ty/5. Nous supposons que § est suffisamment petit, i.e. § < 2, de sorte que
6 <2/(1+ p) dans =\ Ty/5. Alors, on a

75 - (¢1/6U16n)”H(1)(Q) <C ||U§1HW5(E\T2/5)
< ClAO) 120wty +C 52HUiusg(a\1r2/5)
< C|d| |cf| + C [ 6] 6°(|ef] + HU{SHw;(E))

Dans le calcul ci-dessus, nous avons utilisé || Z(9) |]W(1)(E\T2/6) = O(|Ind]) et la décomposition (6.17).

Maintenant, il reste a utiliser (6.5) appliqué a cg, (6.6) appliqué & g, ainsi que (6.34) et (6.35) avec
e = 0. Ceci conduit a
175 - ($16U) I3 () < C | ] £l (- (6.40)

Pour conclure, injectons (6.38), (6.39) et (6.40) dans (6.37). Puisque @’ = RO f, pour 8 suffisamment
petit appartenant & ]0; 1[NI(«), nous obtenons Iestimation
IR, Vh5(Q)* — HH(Q)| < C |Ind). (6.41)

Cette estimation constitue la derniere pierre pour établir le résultat de stabilité pour le probleme
(6.1). Nous I’énongons et le prouvons maintenant.

Théoréme 6.3.6 Soit 5 €]0;2[. Sous les Hypothéses 1 et 2, il existe &y tel que le probléme (6.1) pos-
séde une unique solution pour tout § €)0;dp[NI(c), avec a €]0;1/2[. De plus, il existe une constante
C > 0 indépendante de 0 telle que

I gy < C (03] div 0"V [y per Vu® € HY(Q), V6 €]0; 8o[1(a1).
Preuve. Le résultat d’inversibilité a déja été établi & la fin du §6.3.5. A présent, nous devons établir

une borne supérieure pour H(A‘S)fl,Vg(s(Q)* — HY()|| o1 A? a été défini en (6.25). D’aprés (6.26),
(6.36) et (6.41), on a

I(A%) 71,V 5(Q)" = Hy(Q)

» * — * * C | In 5|
< RSV (07 = BEO - 04+ K97 VE(@) = Vi < —ont g
Ceci termine la preuve car & — (1 — (85/2 + §%75/2))=1 reste bornée pour § dans ]0; 5o[NI(cv). |

6.4 Développement asymptotique au premier ordre

Nous savons maintenant que pour tout f € H~1(2), le probléme (6.1) posséde une unique
solution pour § € I(a) suffisamment petit. Pour obtenir le résultat de stabilité du Théoreme 6.3.6,
nous avons utilisé un développement asymptotique bien choisi au premier ordre et des espaces a
poids bien adaptés. Dans cette section, nous construisons un développement asymptotique de u’
plus standard, avec des termes qui ne dépendent pas de 0 (mis a part, bien stir, les fonctions de
jauge), au premier ordre. Nous supposons que le terme source f dans (6.1) appartient a VE(Q)*
avec (3 €]0;2[. Puisque H{(Q) C Vk(ﬂ), on a Vé(Q)* CcH Q).
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6.4.1 Construction du développement

Commencgons par construire le développement. De nouveau, nous allons définir un champ proche
et un champ lointain.
Développement en champ lointain

Dans la région externe, nous cherchons un développement de u’(r,6) de la forme
w2 (r,0) = u¥(r,0) 4+ a(8) C(r, 0) +

0:= (Ag™)~1f € V§"(Q), Popérateur A%™ étant défini dans le §6.2.1;
¢ définie en (6.12).

avec

Par définition de V§"*(Q), on a u?(r,0) = P P(r)r o(0) + @%(r, 0), avec ¥ € C et @° € Vl_ﬁ(Q) qui
vérifient, d’apres (6.5), || + HQOHVI—AQ) <R HfHVHQ)* Puisque ¢ admet le développement (6.12),
a un reste pres en 4, on a le développement suivant pour le champ lointain lorsque r — 0 :

w(r,0) = (° +a()ce ) rM(0) + a(8) r~Mp(0) + ...

Développement en champ proche

Dans la région interne, prés de O, nous introduisons de nouveau r = Jdp et nous cherchons un
développement de u9(r, #) de la forme

u(r,0) = A(6) Z(p,0) + ...

avec Z définie dans (6.16). A un reste prés en 4, on a le développement suivant pour le champ
proche quand p =r/§ — +o0 :

US(r,8) = A@G) pp(0) + A(B)eup p(0) + ...
ie, uw(r,0) = A(a)(g)in¢(9)+A(5)cZ+(g)%%(ew...

Principe du raccord

Comme dans le paragraphe 6.3.3, le principe du raccord permet de déterminer les fonctions de jauge
a(d) et A(J). Nous obtenons, en redéfinissant a(J) et A(9),

CO ¢y 52727] CO 61'77
a(d) = PN YT RV et A(d) = T s 2
1—(8/6,) 1—(6/64)

6.4.2 Champ approché et estimations d’erreur

Définissons le champ

@ (r,0) = ext (r,0)Xs(r) + Uin(r/8,0)1(r) — m(r, 0)xs(r)¥(r)

we(120) = u0(r,0) + a()C(r,0) (6.42)
avec | Un(p,0) = A(6)Z(p,0) ‘ .
m(r,0) = A@0)(r/d)"p(0) + a(d)r~"e(9)

Nous allons prouver que cette fonction constitue une bonne approximation de w’. De nouveau,
soulignons que %° differe de @9 introduite en (6.23) car elle est construite & partir de termes qui ne
dépendent pas de 9.
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En injectant expression de u’ — i’ dans ’estimation de stabilité du Théoréme 6.3.6, nous obtenons,
pour ¢ €]0; 5[ et dp suffisamment petit,

lu® =@ |y < C | [|div (o 5V(u5—a5))||véé(m*, Vo €]0; do[NI(cv). (6.43)

Estimons le terme de droite de 1’équation précédente. Pour tout v € H(€2), en procédant comme
dans le §6.3.4, nous pouvons écrire

Vi, Vv)g = (09V(xstext), VU)o + (0°VTs - (175 Uin), V), — (0°V (xs¥ m), V).,
(fixsv)a + (0"V X5, Uext VU = ¥V llext )0
+ (0°V Y15, UnV (1175 - v) = (T1/5 - v)VUin)z

—(

o9V Vixsv), mVU—UVm)Q.

Puisque —xs5¢ =1 — x5 — ¢, en notant, M := 7y /5 - m, nous obtenons
(0°V(u’ = %), Vo)o = (f,450)a
+(0°V x5, (Uext — M)VV — 0V (Uexs — M) (6.44)
+(UOOVK/J1/5, (Uin — M)V(Tl/5 . U) - (T1/5 . U)V(Uin - M))E

Etudions chacun des trois termes du membre de droite de (6.44). Pour le premier, on a,

[{fsbsv)al < Cllflvy@- I¥svllvie) < CoPe 1F vy 16 vllvice)
< CoE I fllvyoy vl -

Pour le second et le troisieme terme de (6.44), en utilisant (6.28), (6.29), (6.31) et (6.32), on trouve
successivement

(6.45)

A

[(0°V x5, (text — M)V — 0V (texs —m) )|

< C Huext - mHVEB(Q‘S)H’UHV}j(Q‘;)
e (6.46)
< O uex = mllve @nlvlve )
< O (1 + @y @) lvlive o) < C 8 1 Ivieellvlive o)
et
[(0%°V1/5, (Uin — M)V (7175 - v) — (1175 - v)V(Uin — M) )|
< C Ui — Ml @usyllmays - vllwe_qus
, W5(Q1/?) / WL ,(Q1/?) (6.47)
< C P ||Up — MHW1 Q1/5)HUHV15(Q)
< COvllve o) < C P MIf vy llvlive o)

En injectant (6.45), (6.46) et (6.47) dans (6.44), en divisant par ||v||y1 5() et en prenant le supremum

sur tous les v € H{(£2), nous obtenons
: 6 1) ) _
ldiv (0° ¥ (u® ~#))lly1 @) < C 8[|l -
Revenant a (6.43), nous pouvons énoncer le résultat principal de ce chapitre

Théoréme 6.4.1 Soient 5 €]0;2] et f € V%(Q)* Sous les Hypothéses 1 et 2, il existe &g tel que le
probléme (6.1) posséde une unique solution pour tout § €]0;dp[NI(c), avec o €]0;1/2[. De plus, la
function @0 € HY(Q) définie en (6.42) vérifie, pour tout & dans ]0; ],

lu® = @y < € 1106] 8~ fllvaa V8 €]0; 5o[N(a),

ot C' > 0 est une constante indépendante de d et f.
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Remarque 6.4.2 Sous les Hypothéses 1 et 2, nous avons montré qu’il existe &y tel que le probléme
(6.1) posséde une unique solution dans HA(Q) pour § < 6o tel que § ¢ { (e™/M* 6.,k € Z} ou 6,
est défini a partir de (6.21). L’étape suivante, qui n’entre pas dans le cadre de ce document, va
consister a prouver que pour § € {(e“/n)k dx k € Z} lopérateur A% nlest effectivement pas un
isomorphisme. Puisque pour § > 0, A° est Fredholm et autoadjoint, cela revient d montrer que
pour tout § € {(e”/”)k Ox  k € Z} Vopérateur A% posséde un noyau de dimension finie non réduit d
zéro. En d’autres termes, nous souhaitons prouver que 0 est « valeur propre clignotante » au sens
ot il existe une suite de valeurs du parameétre § s’accumulant en 0 telle que 0 est valeur propre de
Uopérateur A°.

6.5 Illustrations numériques

o’ o’

/4 /4

FIGURE 6.4 — Domaines ° et QY.

Pour illustrer les résultats que nous avons obtenus dans ce chapitre, étudions sur une géométrie
canonique la question de la stabilité du probleme (6.1) par rapport au parametre §. La géométrie
est choisie de sorte que I'on puisse séparer les variables et ainsi, procéder a des calculs explicites. De
nouveau, nous mettons en évidence le résultat suivant. Si le probleme limite, c’est-a-dire le probléme
(6.1) avec § = 0, est bien posé dans H}(020), ce qui revient a dire, pour la configurations choisie, que
Ko = 09/01 €] — 00; —1[U] — 1/3; 0], alors la solution u’ est bien définie pour § suffisamment petit
et converge vers u’ pour la norme H!. Par contre, si le probléeme limite est mal posé dans H}(Q2°)
(si Popérateur associé n’est pas de type Fredholm), alors il existe une suite (6") de valeurs de
qui tend vers 0 pour lesquelles le probléme (6.1) n’est pas bien posé (non injectif) dans H{(Q2°).
Le cadre de travail (voir la Figure 6.4) sera un peu différent de celui introduit dans le §6.1 car
ﬁi U ﬁg ne sera pas un domaine fixe. Néanmoins, ’analyse que nous avons développée au cours

de ce chapitre s’étend sans difficulté a la géométrie de ce paragraphe et nous permet d’obtenir des
résultats analogues.

Nous présenterons des simulations numériques, obtenues avec une approximation de type élé-
ments finis classique, pour illustrer la différence dans le comportement de la suite (u5 ), selon que

le contraste appartienne ou non a l'intervalle critique | — 1; —1/3].

Commengons par décrire la géométrie. Considérons § €]0; 1] et définissons (voir la Figure 6.4)

Q) = {(rcosf,rsinf) |s<r<1, w/d<O<m};
Q) = {(rcosf,rsinf) |d<r<1, 0<O<m/4}; (6.48)
Q0 = {(rcosf,rsinf)|d<r<1, 0<O<m}.

De nouveau, définissons la fonction o : Q@ — R telle que ¢® = o dans Q‘{ et 0% = o9 dans Qg, ou
o1 > 0 et o9 < 0 sont des constantes. Introduisons 'opérateur linéaire et continu A° : H(Q°) —
H~1(Q9) tel que

(Aou,v) g5 = (0°Vu, Vu)gs, Yu,v € Hy(QP).
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Puisque linterface ¥ := 9Q9\09Q = 9Q3\0Q est régulicre et rencontre 9Q° perpendiculairement,
grace a la technique de la T-coercivité, nous savons que pour k, = o2/01 € R*\{—1}, pour tout
d €]0; 1], A9 est un opérateur Fredholm d’indice zéro. Etudions la question de I'injectivité de A°.

Approche T-coercivité

Dans la suite, si v est une fonction définie sur Q2?, nous notons vy := v|qgs et va := v|qgs. Introduisons
1 2

les opérateurs Ry, Ry, Ty et Ty tels que, pour tout u € H§(Q%),

us(r,m/2 —0) sif <mw/2
(Rew)(r,0) = w(rm—30) (Reua)(r,0) = { Anm/2=8) 8wz,
0 sinon
T — Up sur Q‘{ Ty — up — 2Roug  sur Q‘f
! —ug 4+ 2Rju;  sur Q7 2T sur 3.
On a u; = —ug+2Rjuq sur Z‘S, donc T; est a valeurs dans H%(Q‘S). En remarquant que T 0Ty = Id,

on déduit que T; est un isomorphisme de H(l)(Q5). Ce résultat vaut également pour T. Pour tout
u € H(l)(Q5), a l'aide de I'inégalité de Young, nous pouvons écrire, pour tout ¢ > 0,

(Au, Tiu)gs = (01 Vg, Vur)gs + (loa| Vg, Vuz)gs — 2(|o2| Vug, V(Riu1))gs
> (o1 Vuy, Vul)Qi + (|o2| Vuz,Vug)Qg

=< (o] Vg, Vuz)qs —1/< (|oz| V(Riu1), V(R1u1))os

(01 = | Ball? o2] /<) Vur, Vur)gq + (Jo2] (1 = <) Vuz, Vua) g

Vv

Par conséquent, si o /|oa| > ||R1]|* = 3 (ceci implique en particulier x, ¢] — 1;—1/3[), il existe
C > 0 indépendante de § tel que

C HuHIQ{(l)(m) < (A%u, Tyu)gs, Yu € Hy(Q°).

. A 2 .
En procédant de la méme fagon avec Ty (remarquons que ||Rz||” = 1), nous pouvons énoncer la

Proposition 6.5.1 Supposons ks €] —o00; —1[U] —1/3;0[. Alors, pour tout § €)0; 1[, Uopérateur A°
est un isomorphisme. De plus, il existe C' > 0 indépendante de § telle que

1 iy sy < C AW ooy, Y € Hy(2).
Bien siir, ce résultat de stabilité n’est plus vrai pour un contraste situé dans 'intervalle critique.
Pour k, €] —1; —1/3[, la méthode de la T-coercivité ne peut plus étre utilisée.

Approche directe

Calculons explicitement les éléments de ker.A%. Considérons u® un élément de H{(Q°) tel que A%ud =

0. Le couple (uf,us) vérifie

Auld = 0 dans
Aug = 0 dans Q)
u§ — ud = 0 surX’ (6.49)
010pu§ — 020puy = 0 sur X°.

En utilisant le changement de variable (¢,0) := (Inr, ), le probleme (6.49) devient un probleme posé
dans la demi-bande tronquée B° :=]In §;0[x]0; [. Dans cette géométrie, la séparation de variables
constitue une approche naturelle. En utilisant cette astuce, il est facile de prouver que la famille
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{r ~ sin(nr(Inr —Ind)/In6)}22, définit une base de L2(]0; 1[). En décomposant ug, u$ et puisque
Auf = Aug = 0, on trouve

ud(r,0) = 300, uin sinh(nm(6 — 7)/Ind) sin(nw(lnr — Ind)/Ind)
et ud(r,0) =30, ug,n sinh(n7f/1nd) sin(nr(Inr —1Ind)/Ind),
ou u‘in et ugm sont des constantes. Les conditions de transmission conduisent aux relations supplé-

mentaires, pour tout n € N*,

—u‘in sinh(3n7?/(4Iné)) = ugm sinh(n7?/(41n9)) (6.50)
u‘{’n o1 cosh(3n7m?/(41nd)) = ug’n o9 cosh(nm?/(41n9)). '

Pour n € N*, le systéeme (6.50) par rapport a (u‘in,ugm) posséde une solution non triviale si et
seulement si

o9 sinh(3nm?/(41n6)) cosh(nm?/(41n6)) + oy sinh(nw?/(41n8)) cosh(3nm?/(41nd)) = 0
& oy (sinh(4v?) + sinh(202)) + o1 (sinh(4v)) — sinh(212)) = 0
o1 — 09 1— ks

h(20°) = =
& cosh(2ry) 201 +09)  2(1+ry)

avec v = nm?/(41n0).
- CONFIGURATION Kk, €] — 00; —1[U] — 1/3;0[. Dans ce cas, on a (1 — k,)/(2(1 + Kk,)) < 1. Par
conséquent, pour tout n € N*, la seule solution de (6.50) est la solution nulle et A° est injectif. Ce
résultat est consistant avec la Proposition 6.5.1.

- CONFIGURATION kK, €] — 1;—1/3[. Dans cette situation, on a (1 — k4)/(2(1 + k,)) > 1. Pour tout

n € N* il existe un unique 0" tel que (6.50) posséde une solution non triviale :

nm?
" =exp | — T — 0. (6.51)

2 acosh(z(HRg) n—o0

Par conséquent, A° constitue un isomorphisme de H{(Q?) dans H™1(Q?) si et seulement si § €
10; 1]\ Upen+ {0™}. Ainsi, pour cette géométrie particuliere, nous obtenons par le calcul le résultat
de la Proposition 6.3.6 (ici, nous pouvons prendre J, = 1) et nous montrons le phénomene de valeur
propre clignotante mentionné dans la Remarque 6.4.2.

Illustrations numériques
Confrontons ces calculs avec les résultats numériques. Considérons f € L2(2) dont le support ne

rencontre pas O. Considérons (7;15);1 une famille de triangulations régulieres de . Supposons de

plus que pour tout triangle 7, on a 7 C ﬁi ou bien 7 C ﬁg.
Définissons la famille d’espaces de dimension finie

Ve = {U € H(929) tel que v, € Py(7) pour tout 7 € 77{;} ,
ou P;(7) est I'espace des polyndmes de degré au plus 1 sur le triangle 7. Considérons le probléme

Trouver ui € Vg tel que

(6.52)
(J(Svuz, va)m = (f, ’U](.SL)Q&, VUZ S Vz

- EN DEHORS DE L'INTERVALLE CRITIQUE. La Figure 6.5 présente la variation de HuiHHé(Qg) par

rapport a 1 —d pour k, = 03/01 = —1 —107%. En accord avec ce que nous attendions, le probléme
(6.52) semble stable par rapport a 4.
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- A L)INTERIEUR DE LINTERVALLE CRITIQUE. Sur la Figure 6.6, nous affichons la variation
de H“i”Hé(m) par rapport & 1 — & pour Kk, = o3/0; = —1 + 10~ Nous observons des pics qui
correspondent aux valeurs de § = 8" pour lesquelles A° n’est pas injectif. L’idée importante est
la suivante : lorsque le contraste est situé dans I'intervalle critique, la solution, lorsqu’elle est bien
définie, dans la géométrie arrondie, dépend de facon critique du parameétre §. Pour de petites
valeurs de ¢, il est tres coliteux d’utiliser un maillage adapté a la géométrie. Par conséquent, le
pas du maillage est choisi constant par rapport a é. Ceci explique pourquoi les pics n’apparaissent
pas pour les petites valeurs de d. Ici, nous travaillons avec un contraste tres proche de —1. Cela
peut paraitre surprenant de se placer si pres de ce cas tres mal posé (rappelons que pour Kk, = —1,
les opérateurs A° ne sont pas de type Fredholm en raison de la présence de singularité sur tout
I'interface). Cependant, ceci permet d’obtenir plusieurs pics sans étre obligés d’utiliser un maillage
vraiment trés raffiné. En effet, dans ce cas, dans (6.51), le coefficient 72 /(2 acosh(ﬁ)) vaut
environ —0.5. D’un point de vue numérique, il faut simplement faire attention a choisir un maillage
localement symétrique par rapport a l'interface pour éviter les phénomenes d’instabilité.

Analogie avec un probleme de guide d’ondes

Comme nous I'avons vu dans le Chapitre 5, le probleme (6.1) présente une forte analogie avec un
probleme de guide d’ondes classique. Pour simplifier, supposons que f s’annule dans un voisinage
de O. Considérons le changement de variable (t,6) = (Inr,6). Notons @’ (t,0) = u®(et, ), °(t,0) =
ao(et,0) et f(t, 0) = e? f(e!,0). Le probleme (6.1) pour la géométrie étudiée dans ce paragraphe
devient un probleme posé dans la demi-bande tronquée B° =]1n §;0[x]0; 7 qui s’écrit

— (3°0% + 9y5°0p)0’ = f dans B’ et @ =0 sur dB°. (6.53)

La domaine limite obtenu pour 6 = 0 est alors la demi-bande infinie B =] —oo; 0[x]0; 7[. Ainsi, pour
cette géométrie, « arrondir le coin » comme indiqué en (6.48) correspond a tronquer la demi-bande
infinie et donc a borner le guide d’ondes. Deés lors, on va distinguer deux situations suivant qu’il
existe ou non des modes propagatifs dans le guide infini.

En dehors de l'intervalle critique, i.e. pour k, €] — oo; —1[U] — 1/3;0[, dans la demi-bande infinie
B°, tous les modes associés au probléme (6.53) sont exponentiellement croissants ou décroissants.
En cherchant une solution 4° € H{(B°), on impose une décomposition uniquement sur les modes
exponentiellement décroissants. Par conséquent, l’erreur qui consiste & approcher @° € H(I)(B‘S) par
@° tend vers 0 lorsque § — 0. Autrement dit, la solution dans la demi-bande tronquée est bien
approchée par la solution dans la demi-bande infinie.

A Dintérieur de l'intervalle critique, i.e. pour ks €] — 1; —1/3[, dans la demi-bande infinie B°, il
apparait exactement deux modes propagatifs e ¢(#), avec n défini en (6.4), se propageant en sens
opposé. En cherchant une solution 2 qui se décompose sur les modes sortants, nous sommes amenés
a considérer une solution qui se divise en un mode propagatif et une partie évanescente. Dans
ce cas, nous savons qu’il n’est pas possible d’approcher la solution dans la demi-bande tronquée,
lorqu’elle est bien défnie, par la solution dans la demi-bande infinie. En raison de la réflexion du
mode propagatif, u° € Hé(l’)";) n’est pas stable par rapport & 0. Le phénomene de « valeur propre
clignotante » s’explique lui par la présence de modes résonnants dans la demi-bande tronquée.
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Contraste K, = -1 - A\ avec A =0.0001 (en dehors de l'intervalle critique)
10 T

de la solution
(]
T
1

1
0

Norme H
N
T
1

0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1
1-6

FIGURE 6.5 — Evolution de HUZHH})(QQ par rapport a 1 — 4.

Contraste K, = -1 + A avec A =0.0001 (a I'intérieur de l'intervalle critique)
300 T T T T

250 -

200 s

de la solution

1
0

Norme H

FIGURE 6.6 — Evolution de HquHHé (@) Par rapport a 1 — 4. Les pointillés correspondent aux valeurs

attendues § = 8" pour lesquelles A% n’est pas injectif.
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Introduction

ous souhaitons étudier les champs électromagnétiques dans un milieu D C R3. Pour « € D

et ¢ > 0, notons E(x,t) le champ électrique, D(x,t) 'induction électrique, H(x,t) le
Y, champ magnétique et B(x,t) I'induction magnétique. Les variations de ces champs sont
régies par les équations de Maxwell :

oD —rotH=-TJ et OB +rot & =0. (7.1)

Ci-dessus, la source (x,t) — J(x,t) représente la densité de courant. Nous supposons le milieu
sans dissipation et nous faisons I’hypothese que J posseéde un comportement harmonique en temps :
J(x,t) = J(x,w)e ™ pour £ € D et t > 0. Cela conduit & chercher des champs électromagnétiques
s’écrivant sous la forme

E(x,t) = E(w7w)6_i‘*’t; D(z,t) = D(Cc,w)e_iwt;

H(x,t) = H(x,w)e ™t B(xz,t) = B(z,w)e ™. (7:2)

Rappelons qu’en régime fréquentiel, les champs électrique et magnétique sont respectivement reliés
aux inductions électrique et magnétique par les relations

D(z,w) =e(z,w)E(x,w) et B(z,w) = pu(z,w)H (x,w), (7.3)

173
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pour tout * € D et w € R. Ici, € et u désignent la permittivité diélectrique et la perméabilité
magnétique caractérisant les propriétés du matériau. Le fait de considérer un milieu sans absorption
conduit & supposer que € et p sont a valeurs réelles. En utilisant (7.2) et (7.3) dans (7.1), nous
pouvons éliminer la dépendance temporelle ainsi que les inconnues D et B. Nous obtenons alors
les équations de Maxwell en régime harmonique :

iweE+rot H=J et —iwpH +rotE=0 dans le milieu D C R3. (7.4)

Dans toute la suite de ce document, nous ferons ’hypothése que la pulsation w € R est fixée.
Par conséquent, nous n’indiquerons plus la dépendance par rapport & w. Dans ce chapitre, nous
désirons nous intéresser au probleme de Maxwell dans une géométrie invariante dans une direction
et bornée dans le plan transverse.

Introduisons © un domaine de R2, c’est-a-dire, un ensemble ouvert borné connexe & frontiere
lipschitzienne. Pour simplifier, nous supposons 92 connexe. En 2D, ceci est équivalent a supposer
) simplement connexe. Nous préciserons dans la suite ou cette hypothése intervient et nous verrons
en 3D, dans le Chapitre 9, comment procéder lorsque 9€) n’est pas connexe. Nous définissons alors
D := {(z,y,z) € Q x R}. Nous considérons un milieu D entouré par un conducteur parfait. En
conséquence, la trace tangentielle de E, ainsi que la trace normale de H, s’annulent sur la frontiere
0D. Si on appelle v la normale unitaire sortante a 0D, ceci s’écrit

Exv=0 e upuH-v=0 surdD. (7.5)

Nous faisons 'hypotheése que la densité de courant J et les constantes physiques ¢, u, tout comme
la géométrie, sont invariantes par rapport & la variable z. Ainsi, I’ensemble du probleme ne dépend
pas de z et nous pouvons faire la simplification :

0-
oo =o. (7.6)
Yy
‘ x
z
Yy

N |

FIGURE 7.1 — Un probleme modeéle : vue 3D a droite, coupe 2D a gauche.

La Figure 7.1 ci-contre présente un probléme modele. Ici, Q est divisé en deux sous-domaines 21
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et Q9. Notons Dy := Q1 x R et Dy := s X R. La région D est vide tandis que Do est occupée
par un métal de pulsation de plasma w,. D’apres les résultats du §4.2.1 du Chapitre 4, nous
pouvons modéliser les propriétés de métal en prenant e(w) = eo(1 — wg /w?). Rappelons que nous
avons supposé le milieu non absorbant. C’est la raison pour laquelle, dans la formule (4.7), nous
avons imposé v = 0. Considérons une source périodique en temps de pulsation w < wp. Dans ce
cas, on a €lg, > 0, ulg, > 0, €|, < 0 et pulg, > 0. Dans ce chapitre, nous souhaitons également
étudier la situation ot Dy contient un métamatériau doublement négatif tel que elg, < 0 et ulo, < 0.

En vertu de la simplification (7.6), nous sommes ramenés a un probleme 2D et jusqu’a la fin
de ce chapitre, nous travaillerons avec des champs définis sur 2. Pour simplifier, nous suppo-
sons que le terme source J = (Jy,Jy, J.)! € L2(Q)? vérifie divJ = 0. Nous considérerons des
constantes physiques ¢, u (& valeurs réelles) vérifiant e € L>®°(Q), u € L>®(Q) avec e~ € L®(Q),
p~t e Le(Q). A partir de (7.4), on observe que les composantes des champs E := (E,, By, E,)" et
H := (H,, Hy, H,)" satisfont, dans © C R?, les équations

weBy+ O gy iweBy - O g e, 4+ Oy e
WWE Ly oy = Jz; WWE Ly or v WWE LY, Oz ay = J;; (77)
: L, : 228 , OE, OFE,

et _ZW:U'Hz + Ty = O; _ZW:U'H:L/ - 67 = O; —szHz + % — 8y =0

Introduisons n = (ng,n,)" la normale unitaire sortante a 98, et T = (7,,7,)" le vecteur tel que
(T,m) soit une base orthonormale directe. Sur 0€2, les conditions aux limites (7.5) conduisent &

p(Hyng + Hyny) =0; E,=0; Eyn,— Eyn, =0. (7.8)

Classiquement, on constate qu’il apparait un découplage dans les équations (7.7)-(7.8) et nous
pouvons les réorganiser sous la forme de deux systémes indépendants. Dans cette optique, introdui-
sons J| := (Jy, Jy)!, les champs transverses E | = (E,, E,)!, H, := (H,, Hy)" et les opérateurs
rotationnels 2D tels que, pour u = (ug, uy)t € L2(Q) x L%(Q), u € L?(Q),

ou ou
rotu = —2 — z

ox oy

ou_ou
oy’ Oz

eD«n;rmUZ( YGDﬂDXDﬂH

Ecrivons maintenant les deux systémes indépendants issus de (7.7) et (7.8). Le premier met en
jeu les inconnues (H |, E,). On lappelle probléme TM pour transverse magnétique (Transverse
Magnetic en anglais).

Trouver £, € L2(Q) et H, € L}(Q) tels que :

iweE, +rot H; = J, dans;
—iwpH | +rot E, = 0  dans {; (7.9)

E, = 0 surdQ;

uH; -n = 0  sur 0Q.

Ci-dessus, nous avons utilisé la notation L%(Q) := L2(Q)2. Le second systéme d’équations régit les
champs (E |, H,). C'est le probléme TE pour transverse électrique (Transverse Electric en anglais).

Trouver H, € L2(Q) et E; € L?(Q) tels que :
—wpuH, +rot E; = 0 dans ;
iweE| +rot H, = J,; dans {; (7.10)
etrotH,—J, )7 = 0 sur 0€);
E, - =0 sur 0f).



176 Chapitre 7. Equations de Maxwell en 2D

Pour mesurer les champs, introduisons quelques espaces adaptés

H(rot; Q) = {ueL?(®)|rotueL2(Q)};

H(div; Q) = {ueL?(@Q)|divucL}(Q)};

Hy(rot; Q) = {ue€H(rot; Q)|u-7 =0 sur 0Q}; (7.11)
V(e Q) = {ueH(ot; Q)|div(eu) =0, u-7 =0 sur 0Q};

Vor(u; Q) = {ueH((ot; Q)|div(pu) =0, pu-n =0 sur 00} .

Remarque 7.0.2 Si(H |, E,) vérifie le probléme (7.9), on a E, € H}(Q). En prenant la divergence
dans la seconde équation de (7.9), on remarque que H | appartient ¢ Vr(u; Q). De méme, si
(EL,H,) est solution de (7.10), alors H, € HY(2), et E; € Vy(g; Q) car nous avons imposé
divJ = 0.

Nous souhaitons déterminer des conditions nécessaires et suffisantes pour assurer que les probléemes
(7.9) et (7.10) possédent chacun une unique solution. Lorsque les parametres physiques € et p
sont positifs, la théorie est bien connue. Nous voulons étudier des situations pour lesquelles ¢ et
changent de signe dans le domaine €2 comme dans ’exemple de la Figure 7.1. Pour présenter notre
démarche, intéressons-nous au probleme TM pour (H |, E,).

Classiquement, i.e. lorsque € et p restent positifs, plutot que d’écrire une formulation varia-
tionnelle pour (H |, E,), on travaille avec une seule inconnue, de préférence scalaire. On montre
alors que si (H |, E,) vérifie le probleme (7.9), la composante E, vérifie une certaine formulation
variationnelle (Zg, )., précisée en (7.14) et posée dans H}(£2). Réciproquement, on prouve qu’a
partir d’'une solution E, de (£g,),, on peut reconstruire une solution (H ,FE,) de (7.9). Ce
résultat montre que (7.9) est bien posé si et seulement si (g, ), est bien posé. Nous allons voir
que ce procédé peut encore étre utilisé dans le cas ou € et u changent de signe, la différence résidant
dans le fait que (Zg. ). (et donc (7.9)), n’est pas toujours bien posé au sens de Fredholm. Précisons
cela. Lorsque p est positif, pour tout € € L*°(Q2), le probleme (Zg. ), posséde une unique solution
pour tout w € C\.7, ou . est un ensemble dénombrable possédant I'infini comme seul point
d’accumulation possible. D’autre part, pour w € ., (2, )., présente un noyau et un conoyau non
réduits & zéro, mais tout de méme de dimension finie. Lorsque p change de signe dans €2, comme
nous 'avons vu dans le Chapitre 1, il y a des configurations, i.e. des fonctions u, telles qu’il existe
un espace de dimension infinie de termes sources pour lesquels le probleme (g, ), ne possede
pas de solution. Notons que le € n’intervient pas dans le caractére Fredholm pour le probleme TM
car il entre dans la partie compacte dans (Zg_),. Enfin, d’'un point de vue pratique, quand (7.9)
posséde une unique solution, on peut discrétiser la formulation variationnelle (Zg_),, par une mé-
thode de type éléments finis pour approcher E,. Il est alors possible de retrouver H | a partir de E,.

Imaginons maintenant que l’on souhaite calculer directement H  sans passer par FE,. Clest
moins commun, car il faut résoudre un probléme vectoriel, au lieu d’un probleme scalaire dans
la démarche que nous venons de décrire, mais cela peut étre intéressant pour avoir une meilleure
précision sur H | . On cherche alors a écrire une formulation variationnelle pour H | que l’on pourra
discrétiser. On peut I’établir dans H(rot ; 2) comme en (7.15). Malheureusement, il n’est pas facile
d’étudier ce probleme car l'injection de H(rot ; Q) dans L?() n’est pas compacte. C’est pourquoi,
on préfere classiquement construire une formulation pour H | dans Vp(u; 2) comme en (7.18).
L’étape suivante dans le processus consiste a montrer qu’a partir d’une solution H | du probléme
(7.18), on peut reconstruire une solution (H |, E.) au probléme (7.9). Il est facile de montrer que
c’est possible lorsque p est positif. Quand p change de signe, ce n’est pas toujours le cas et nous
aurons besoin d’une hypothése supplémentaire. Nous montrerons que cette hypothese est vérifiée
lorsque le probleme (Zg, )., celui-la méme qui apparait dans I’étude de la composante E,, est bien
posé pour w = 0. Sous cette condition (Zg,)o bien posé, nous établirons les deux résultats pour
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prouver que le probléme (7.18) est bien posé pour tout w € C\.. D’une part, nous montrerons que
I'injection de Vp(u; Q) dans LQ(Q) est compacte. D’autre part, nous prouverons que ’opérateur
rote trot : Vp(u; Q) — Vo(u; Q)* définit un isomorphisme. De fagon surprenante, nous verrons
que ce dernier résultat ne nécessite sur e que I’hypothese ¢ € L>®°(Q) avec e~ € L>®(£2). Cela nous
conduira a la conclusion suivante : si (Zg, )., et (ZE, )o sont bien posés, alors (7.18), la formulation
variationnelle pour H | posée dans Vp(u; §2), posseéde une unique solution, et & partir de H |, on
peut reconstruire une solution (H |, E,) au probleme (7.9).

La question naturelle qui vient ensuite s’énonce ainsi : comment définir une formulation va-
riationnelle pour H |, que 'on sache étudier a 'aide de la théorie de Fredholm, lorsque (Zg, )., est
bien posé avec, par contre, (A, )o mal posé ? Puisque (P, )o differe de (Zg, ), d'une perturbation
compacte, cela revient a étudier la situation dans laquelle (Zg, )o possede un noyau non réduit a
zéro de dimension finie. Nous verrons que dans un tel cas, pour tout w € C, le probléme (7.18) posé
dans Vp(u; Q) posséde un noyau non réduit a zéro contenant les gradients du noyau du probléme
scalaire. C’est la une curiosité du cadre fonctionnel due a la présence de matériaux négatifs. Pour
obtenir un probléme bien posé pour H |, il ne faut pas travailler dans Vp(u; ) mais dans un
espace un peu plus gros de facon & éliminer ces gradients du noyau du probléme scalaire. Nous
retrouverons la méme originalité pour les équations de Maxwell 3D.

Précisons maintenant le plan de ce chapitre. Nous commencerons par étudier le probleme TM
pour (H |, E.). Nous présenterons une formulation équivalente en passant par E, puis une seconde
en passant par H . Comme indiqué plus haut, pour avoir I’équivalence entre la formulation pour
H | et le probleme TM, nous aurons besoin d’une hypothese supplémentaire. Sous cette hypothese,
nous effectuerons 1'étude de la formulation pour H . Dans la Section 7.2, nous démontrerons
deux résultats liant les problemes scalaires avec condition de Dirichlet homogene et condition de
Neumann homogene. Ces résultats vrais uniquement en 2D, montrerons que I’hypothése supplé-
mentaire que nous avons introduite n’est pas tres contraignante. Nous définirons dans la Section
7.3, le nouveau cadre fonctionnel qu’il faut adopter pour obtenir un probléme bien posé pour H |
lorsque la condition supplémentaire n’est pas remplie. Nous résumerons ensuite, en 7.4, 1’étude
pour le probleme TE. Enfin, nous terminerons par une illustration des résultats que nous avons
obtenus dans le cas d’une géométrie tres simple.

Quelques rappels sur les formules de Green en 2D. Nous énongons des résultats issus de
[84] qui serviront au cours de notre étude. Dans tout ce chapitre, nous noterons indistinctement
(-,)q, resp. || - ||q, les produits scalaires, resp. les normes, de L2(Q2) et L2(Q).

Théoréme 7.0.3 L’application v + v - n définie sur €°(Q)? s’étend par continuité en une ap-
plication linéaire continue surjective de H(div; Q) dans H™'/2(9Q). De plus, on a la formule de
Green

(v, Vo)a + (dive,p)g = (v n,¢) g, Yo e H(div; Q), Y € H(Q). (7.12)

On déduit le

Corollaire 7.0.4 On a Vr(u; Q) = {u € H(rot; Q)| (uu, Vo)o = 0,Vp € HY(Q)}, ou Vr(p; Q)
est défini en (7.11).

En utilisant le fait que v = (v;,v,)" est un élement de H(rot ; Q) si et seulement si le champ w de
composantes (vy, —v;)" appartient a H(div; ), on obtient le théoréme et le corollaire suivants.

Théoréme 7.0.5 L’application v + v - T définie sur €>°(Q)? s’étend par continuité en une ap-
plication linéaire continue surjective de H(rot; ) dans Hfl/z(GQ). De plus, on a la formule de
Green

(v,rot p)g — (tot v, p)g = (V- T,9)5q, Yo € H(rot; Q), Vo € H(Q). (7.13)
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Attention, dans [84], les auteurs imposent que la base (n, 7), et non (7, n), soit directe. Ceci explique
la différence de signe.

Corollaire 7.0.6 Ona Vy(e; Q) = {u € Hy(rot; Q)| (su, Vi)q = 0,Yp € HY ()}, o Vi (u; Q)
est défini en (7.11).

7.1 Approche « classique » pour le probléme Transverse Magnetic

Intéressons-nous tout d’abord au probleme TM. Pour montrer que ce probléme est bien posé,
autrement dit pour prouver qu’il possede une unique solution dépendant continiment de la donnée
J, on construit une formulation équivalente et on travaille ensuite sur cette derniére. La méthode
la plus simple, et la plus utilisée en pratique, consiste a définir un probleme pour le champ scalaire
E,. Suivons cette approche.

7.1.1 Formulation scalaire pour FE,

Construisons pour E, un probléme variationnel équivalent au systéme d’équations (7.9).

Théoréme 7.1.1 Supposons w # 0.
1) Si (H 1, E,) vérifie le probléme (7.9) alors E, est une solution de

Trowver E, € HY(Q) tel que :

/ p'VE, - Vv —w?F,v = / iwJ.v, Vv e Hy(Q).
Q Q

(ZB.)w (7.14)

2) Si E. vérifie le probléeme (7.14) alors (H |, E,) = ((iwp) " 'rot E,, E,) est une solution de (7.9).

Preuve. 1) Si (H |, E,) vérifie (7.9) alors, comme indiqué dans la Remarque 7.0.2, on a E, € H}(Q).
Au sens des distributions, on trouve

div (" 'VE,) = —rot (u 'rot E,) = —iwrot H | = —w?cE, —iwJ,.

Ceci montre que E, vérifie (7.14).

2) Supposons E, solution de (7.14). Alors on a, toujours au sens des distributions, div (u='VE,) +
w?eE, = —iwJ,. Définissons H | := (iwp) 'rot E,. On a clairement —iwuH | + rot E, = 0. De
plus, uH | -n =iwrot E, -n =iwVE, -7 =0 car E, € H{(Q). Enfin, on remarque que

rot H| = (iw) 'rot (n 'rot E,) = —(iw) " 'div (u 'VE,) = J, — iweE,.

Cela achéve de prouver que si E, est solution de (7.14) alors (H | , E,) = ((iwu) " 'rot E,, E,) vérifie
le probleme (7.9). ]

Gréace a ce théoreme, nous pouvons énoncer le

Corollaire 7.1.2 Supposons w # 0. Le probléme (7.9) posséde une unique solution si et seulement
st (7.14) posséde une unique solution.

Avec le théoreme de représentation de Riesz, introduisons, pour w € C, 'opérateur borné Ag“ (w) :
H{(Q) — H(Q) tel que

(V(AlD/“(w)u), Vu)q = (/ufqu, Vu)q — wQ(Eu, v)q, V(u,v) € H(l)(Q) X H(l](Q)

Dans la notation Ag“ (w), le « D » fait référence a la condition de Dirichlet homogene imposée
dans l'espace. D’apres le Corollaire 7.1.2, le probléeme (7.9) posséde une unique solution si et

seulement si AE/” (w) constitue un isomorphisme de H{(£2). Dans le Chapitre 1, nous avons étudié
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en détail les propriétés de Ag” (0), partie principale de Ag“ (w). A géométrie fixée, nous pouvons

utiliser les Théoremes 1.3.3, 1.4.2 et 1.4.1 pour savoir si AID/“ (0) est un isomorphisme. Lorsque

c’est le cas, puisque pour tout w € C, A}j/“ (w) differe de AE/” (0) d’une perturbation compacte, on

déduit d’apres le théoréeme de Fredholm analytique que le probléme (7.9) est bien posé pour tout
w € C\.Z, ou .7 est un ensemble dénombrable possédant I'infini comme seul point d’accumulation
possible. Lorsque (7.9) est bien posé, on peut discrétiser la formulation variationnelle (7.14) par
une méthode de type éléments finis pour approcher E,. On retrouve ensuite H | a partir de F,.

Supposons maintenant que 'on veuille calculer directement H ;. Comme nous l’avons indiqué
au début de ce chapitre, c’est plutot inhabituel car il faut résoudre un probléme vectoriel au lieu
d’un probleme scalaire, mais cela peut permettre d’avoir une meilleure précision sur H ;. Nous
souhaitons mettre en évidence une originalité du cadre fonctionnel liée a la présence des matériaux
négatifs. Si 'on proceéde comme pour les diélectriques classiques, on peut aboutir a une formulation
variationnelle pour H | qui n’est pas équivalente au probleme (7.9).

7.1.2 Formulation vectorielle pour H |

A Tinstar de ce que nous avons fait pour E,, nous cherchons & construire une formulation
variationnelle pour H | équivalente au probléme (7.9).

Une premiére formulation variationnelle pour H |
Présentons une premiere formulation pour H | dans H(rot; Q).

Proposition 7.1.3 Supposons w # 0.
1) Si (H,, E,) vérifie le probléme (7.9) alors H | est une solution de

Trouwver H, € H(rot; Q) tel que :

/ e lrot H ot v — w’pH v = / el .rotv, Vo € H(rot; Q). (7.15)
& Q

2) Si H | vérifie le probléme (7.15) alors (H 1, E,) = (H 1 ,i(we) " (rot H| — J)) est une solution
de (7.9).

Preuve. 1) Supposons (H |, E,) solution de (7.9). Au sens des distributions, on a alors iwE, +
e~ lrot H; = e~'J,. En multipliant par rotv pour v € H(rot; Q), en effectuant une intégration
par parties et en utilisant E, € H}(£2), on obtient (7.15).
2) Réciproquement, si H | vérifie (7.15), définissons E, = i(we)~'(rot H; — J). Dans ce cas,
clairement, 1’équation

iweE, +rot H| =J, (7.16)

est satisfaite. Au sens des distributions, & partir de (7.15), on trouve rot (¢ ‘rot H ) — w?uH | =
rot (¢71J,). Ceci conduit &
—iwuH | +rot E, =0. (7.17)

Montrons ensuite E, = 0 p.p. sur 2. En combinant (7.15) et (7.16), on obtient (E,,rotv)q =
iw(uH | ,v)q pour tout v € H(rot; 2). En utilisant (7.17) et la surjectivité de la trace tangentielle
de H(rot ; Q) dans H~1/2(9Q) (Théoréme 7.0.5), on déduit E, = 0 p.p. sur Q. Grace & (7.17), on
trouve pH | -n = 0 p.p. sur 0. [

Malheureusement, il n’est pas évident d’étudier le probléme (7.15) car l'injection de H(rot; )
dans L%(Q) n’est pas compacte. En particulier, on ne peut pas utiliser la théorie de Fredholm.
Classiquement pour les équations de Maxwell, I'idée consiste & travailler dans l'espace Vp(u; Q).
Lorsque p est positif, on sait d’apres [150] que cette propriété de compacité est valable. Dans un
premier temps, suivons cette démarche. De la Proposition 7.1.3, nous déduisons sans peine la
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Proposition 7.1.4 Supposons w # 0. Si (H |, E,) vérifie le probléme (7.9) alors H | est solution

de
Trouwver H, € Vp(u; Q) tel que :

/ e lrot H jrotv — w?uH | -v = / e rotv, Yoe Vor(u; ).
0 0

(7.18)

Puisque nous désirons une formulation variationnelle pour H | équivalente au probléme (7.9), nous
avons besoin d’une réciproque a la Proposition 7.1.4. Nous allons voir que cette réciproque n’est pas
toujours vraie, dans le sens ot & partir d’une solution du probléme (7.18), on ne peut pas toujours
construire une solution de (7.9). Pour mettre en évidence ce phénomene, définissons 'espace des
fonctions a moyenne nulle

HL(Q) = {v e H'(Q) | /QUZO}.

La seule constante dans H%E(Q) est zéro. En raisonnant par I'absurde et en utilisant le théoreme de
Rellich qui indique que l'injection de H'(£2) dans L?(2) est compacte, on montre que l’application
(u,v) = (Vu, Vov)q définit un produit scalaire sur H%é (Q). Introduisons alors, avec le théoréeme de
représentation de Riesz, opérateur borné A%, : H#(Q) — H%(Q) tel que

(V(ARu), Vv)g = (uVu, Vo)q, Y(u,v) € H#(Q) X H;(Q) (7.19)

Dans la notation AL, le « N » fait référence a la condition de Neumann homogene imposée de fagon
faible. Lorsque p est strictement positif, le théoréme de Lax-Milgram indique que A% constitue un
isomorphisme de H%é (Q). Lorsque, p change de signe, ce n’est bien entendu pas toujours le cas.
Supposons qu'il existe Ay € ker Ay avec Ay # 0. Dans ce cas, on observe que VAy vérifie le
probléme (7.18) avec .J, = 0. Par contre, il n’existe pas d’élément E, € H{(Q) tel que le couple
(E,, VAnN) soit solution de (7.9) avec J, = 0. Par conséquent, pour avoir une réciproque a la
Proposition 7.1.4, il faut au moins supposer A% injectif.

Proposition 7.1.5 Supposons w # 0. Supposons que Ak, : H%(Q) — H#(Q) définisse un isomor-

phisme. Alors si H | wvérifie (7.18), le couple (H | ,E,) = (H,i(we) " (rot H| — J)) vérifie le
probléme (7.9).

Preuve. Supposons que H | vérifie (7.18). Pour prouver que (H |, E,) = (H ,i(we) ' (rot H| —
J)) constitue une solution de (7.9), il suffit de montrer que H | satisfait (7.15) et d’utiliser la
Proposition 7.1.3. Considérons v € H(rot; 2). Introduisons ¢ I'unique élément de HL(Q) vérifiant
(uV, V') = (uv, Vio')q pour tout ¢’ € H#(Q) La fonction v est bien définie car on a supposé
que A%, est un isomorphisme. D’aprés le Corollaire 7.0.4, le champ v — Vi) appartient & l'espace
Vr(u; ). En injectant v — Vb dans (7.18), on obtient (¢~ 'rot H ,rotwv)q — w?(uH 1, v)q =
(e71J,,rot v)q. Ceci montre bien que H | satisfait (7.15). ]

Nous pouvons énoncer le

Corollaire 7.1.6 Supposons w # 0. Supposons que A, : H#(Q) — H#(Q) définisse un isomor-
phisme. Le probléme (7.9) posséde une unique solution si et seulement si (7.18) posséde une unique
solution.

Etude de la formulation variationnelle (7.18)

Pour prouver que le probléme (7.18) est bien posé, nous allons utiliser la théorie de Fredholm. Pour
ce faire, nous avons besoin de prouver un résultat d’injection compacte de Vz(u; Q) dans L2(Q),
qui n’est pas toujours vrai lorsque p change de signe (cf. Proposition 8.5.1, Chapitre 8).

Théoréme 7.1.7 Supposons que lopérateur Al : H#(Q) — H#(Q) défini en (7.19) constitue
un isomorphisme. Alors V(u; Q) s’injecte de fagon compacte dans L?(Q). De plus, Uapplication
(u,v) — (rotu,rotwv)q définit un produit scalaire sur Vo (u; Q).
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Preuve. Considérons (u,) une suite bornée de Vp(u; Q). Pour n € N, définissons f, := rot u,.
La suite (f,) est bornée dans L2(Q). Puisque uu, est un élément & divergence nulle satisfaisant
Hi, - = 0 p.p. sur 0f), et puisque, par hypotheése, 9 est connexe, il existe d’apres le théoréeme
3.12 de [84], ¢, € HE(Q) tel que rot ¢, = pu,. Prouvons que nous pouvons extraire de (rot ¢,,),
ou de facon équivalente, de (V¢,,), une sous-suite qui converge dans L?(Q).

Au sens des distributions, on a rot u~'rot ¢, = rotu, = f,. En utilisant la formule de Green (7.13),
on déduit qu'on a, pour tout ¢’ € H{(Q), (1~ 'rot v, rot ¢')g = (1™ Vi, Ve')g = (rot un, ¢ )q.
Définissons I'opérateur borné Ag“ s HA(Q) — HY(Q) tel que

(V(AR"0), Ve )a = (17 Ve, Vo, ¥(p.¢) € HH(Q) x HY(Q).

Nous prouverons dans la section suivante (cf. Théoreme 7.2.1) que AE/“ : H{(Q) — HY(Q) est un
isomorphisme si et seulement si Af; : H;#(Q) — H#(Q) est un isomorphisme. Puisque nous avons

supposé que Al est un isomorphisme, nous déduisons que la suite (AlD/“ ¢n) est bornée dans H%(Q)

D’apres le théoréme de Rellich qui stipule que H'(€2) s’injecte de facon compacte dans L2(€2), on
peut extraire de (¢,) une sous-suite (toujours notée (¢y,)) telle que (A})/“ ¢n) converge fortement
dans L2(Q). Introduisons @ := @m — ©n €t fun = fm — fn. On peut écrire

(VAL Gmn), V(AR Pmn)e = (u‘lvsolmmv(%/”%@mn)ﬂ (7.20)
(frmns AD/N‘Pmn)Q

Puisque (AID/” ©n) est de Cauchy dans L2(Q), on déduit de la relation (7.20) que (AID/” ©n) est

de Cauchy dans H}(92). Puisque A}j/” est un isomorphisme, on déduit que la suite ¢, est de
Cauchy dans H}(Q) donc qu’elle converge. On peut donc extraire de (u,,) une sous-suite telle que
(u,) = (u~'rot ¢,) converge dans L?(Q). Ceci permet de conclure que l'injection de Vr(u; Q)
dans L%(Q) est compacte.

Pour montrer que (u,v) — (rotu,rotv)g définit un produit scalaire sur Vp(u; Q), il suffit
de prouver ’estimation
ullg < C rotullg, — Vue Vr(u; Q). (7.21)

Pour y parvenir, on raisonne par 1’absurde en supposant qu’il existe une suite (u,) d’éléments de
Vr(u; Q) telle que

Vn € N, lunllg =1 et Jim ||lrot w, || = 0.

D’apres le résultat d’injection compacte que nous venons de montrer, on peut extraire de (u,,) une
sous-suite (toujours notée (u,)) qui converge vers un certain w dans L?(€2). Par construction, on
a [|ullg = 1. On vérifie alors qu’au sens des distributions, on a rotu = 0 p.p. dans 2. Puisque 02
est connexe, on déduit d’apres le théoreme 3.2 de [84] qu'il existe ¢ € H%E(Q) tel que u = V.
Puisque u € Vp(u; ), nécessairement ¢ € ker Ay, ¢ = 0 et donc w = 0. On aboutit ainsi & une
contradiction. Ceci acheve la preuve de ce théoreme [

Remarque 7.1.8 Lorsque 02 n’est pas connexe, ou de facon équivalente en 2D, quand ) n’est
pas simplement connexe, 'application (u,v) — (rotu,rotwv)q ne définit plus un produit scalaire
sur Vop(u; Q). En effet, dans ce cas, il reste dans Vo (u; Q) les gradients des fonctions ¢ vérifiant
div (uV¢) = 0 et ¢ constant sur chaque composante connezxe de 0S). Cet espace vectoriel est de
dimension égale au nombre de composantes connexes de la frontiére moins un. Nous montrerons
dans létude des équations de Mazwell en 3D comment procéder lorsque OX) n’est pas connexe.
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Avec le théoreme de représentation de Riesz, définissons, pour w € C, Popérateur borné o/p(w) :
V(s Q) — V(s Q) tel que, pour tout (u,v) € Vr(u; Q) x Vp(p; Q),

(rot (@ (w)u), rot v)q = (¢ 'rot u, rot v)q — w2 (pu, v)q. (7.22)

Théoréme 7.1.9 Supposons que l'opérateur Al : H#(Q) — H%(Q) défini en (7.19) constitue un
isomorphisme. Alors <#1(0) est un isomorphisme de Vi (u; ).

Remarque 7.1.10 Dans ce théoreme, U’hypothése effectuée sur € est relativement faible. En effet,
nous supposons seulement ¢ € L>®°(Q) avec e~! € L>(Q). Ceci peut paraitre surprenant quand on a

a Uesprit que les opérateurs AID/E et A%e définis respectivement par

(V(AYu), Vo)g = (e7'Vu,Vo)g,  V(u,v) € HY(Q) x H5(Q);
(V(A%su),VU)Q = (e7'Vu, Vo)q, V(u,v) € H%E(Q) X H#(Q),

ne vérifient pas cette propriété. Dans le Chapitre 1, nous avons en effet rencontré des configurations
pour lesquelles A}D/E et A%E ne sont pas Fredholm. C’est en particulier le cas lorsque € prend des
valeurs opposées de part et d’autre d’une interface localement droite. L’opérateur </p(0), lui, n'est
sensible qu’aux valeurs du parametre p qui apparait dans l’espace.

Preuve. Pour u € V1 (u; Q), introduisons ¢ € H}(€2) la fonction vérifiant —A¢p = erot u. Consi-

dérons ensuite ¢ € HY(Q) satisfaisant (uVy), Vi')g = (urot ¢, Vi')g pour tout o' € H(Q).

Puisque par hypotheése Al : H;#(Q) — H#(Q) est un isomorphisme, la fonction v est bien définie.

Introduisons alors lopérateur borné T : Vp(u; Q) — Vp(u; Q) qui a w € Vp(u; Q) fait corres-

pondre Tu = rot ¢ — V.

Pour tout (u,v) € Vp(u; Q) x Vp(u; Q), on a
(rot (& (0)(Tu)),rotv)q = (¢ trot (Tu),rot v)g

(e~ !rot (rot p — Vih), ot v)q

(—e1Ap, rotv)q

(rot u, rot v)gq.

Ainsi, o71(0) o T est égal a I'identité de V(u; Q). Puisque 77 (0) est autoadjoint, ceci montre que

/7(0) définit un isomorphisme de Vo (u; ) avec </ (0)~1 = T. |

Théoréme 7.1.11 Supposons que Uopérateur Al : H%E(Q) — H;%(Q) défini en (7.19) soit un iso-
morphisme.

Alors lopérateur ofp(w) défini en (7.22) constitue un isomorphisme de Vp(u; Q) pour tout w €
C\.7, ou . est un ensemble dénombrable possédant linfini comme seul point d’accumulation pos-
sible.

En conséquence, le probléeme (7.9) pour (H |, E,) posséde une unique solution pour tout w € C\.7.

Preuve. D’aprés le Théoréeme 7.1.7, l'injection de Vr(u; Q) dans L?(f2) est compacte. Par consé-
quent, pour tout w € C, @r(w) differe de 'isomorphisme 271(0) d’une perturbation compacte. Le
théoréme de Fredholm analytique permet alors de conclure que @7 (w) constitue un isomorphisme
de Vp(u; Q) pour tout w € C\.7. Avec le Corollaire 7.1.6, on déduit que le probléme TM est bien
posé pour tout w € C\.7. (]
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7.1.3 Bilan de ’approche « classique » pour le probleme Transverse Magnetic

Pour tout w € C, nous pouvons résumer les résultats que nous avons obtenus par le diagramme
suivant.

=
)
gel
=
Q
=8
g
=
@
=
N
o
o
=1
=
o
2
Qo
(oW
)
E
D
0
[
=
@
=}
o
@}
43
o

Nous allons maintenant quantifier la force de 'hypothése « A est un isomorphisme de H%(Q) ».
Pour cela, nous étudierons le lien entre les opérateurs Af; : H;E(Q) — H;ﬁ (Q) et A}D/“ (w) : H}(Q) —

H}(€). Nous montrerons que si Ag“ (w) est un isomorphisme alors A%; est Fredholm d’indice zéro.

7.2 Relation entre les opérateurs scalaires

Pour mémoire, rappelons que les opérateurs A’ et Ag“ (w) sont définis par

(V(Au), Vu)g = (uVu,Vv)q, V(u,v) € H#(Q)
(V(Ag“(w)u),Vv)Q = (u'Vu, Vv)g — w?(eu,v)q, Y(u,v) € H}(Q)

De plus, nous avons introduit A}D/“ = Ag“ (0).

Théoréme 7.2.1 L'opérateur A, : H%E(Q) — H%E(Q) définit un isomorphisme si et seulement si
A}D/“ s HA(Q) — HY(Q) définit un isomorphisme.

Preuve. 1) SUPPOSONS QUE Al : H(Q) — HL(©) SOIT UN ISOMORPHISME. Pour u € Hg(Q2),
introduisons ¢ € H%(Q) la fonction vérifiant (uVe, V') = (uVu,rot ¢')q pour tout ¢’ € H%(Q)
Puisque A’y est un isomorphisme de Hiﬁ (), la fonction ¢ € H#(Q) est bien définie. En remarquant
que (uVe, V¢')q = (nrot ¢, rot ¢')q, on obtient, au sens des distributions, rot (u(Vu—rot ¢)) = 0.
Puisque pu(Vu—rot ¢) -7 = 0 p.p. sur 99 et puisque 9 est connexe, il existe un unique 1 € H§(Q)
tel que u(Vu — rot ) = Vb (cf. théoreme 3.2 de [84]). Introduisons alors I'opérateur continu
T: H{(Q) — H{(Q) qui & u € H{(Q) fait correspondre Tu = 1.

Pour tout (u,v) € H}(Q2) x H§(2), on trouve

(V(AQ™(Tw), Vo)o = (u~'V(Tu), Vo)g
= (Vu—rotp,Vu)q
= (VU, VU)Q

Ci-dessus, pour obtenir la derniére ligne, on intégre par parties avec la formule de Green (7.12)
puis on utilise div (rot ¢) = 0 p.p. dans Q et v = 0 p.p. sur 9. Ainsi, A}j/” o T est égal a 'identité
de H}(£2). Puisque AlD/“ est autoadjoint, on déduit que Ag” constitue un isomorphisme de Hj(2)
avec (A})/“)*1 =T.
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1) SUPPOSONS QUE AM" SOIT UN 1SOMORPHISME DE H}(Q). On va procéder de fagon trés
similaire a ce que nous venons de faire. Pour u € H#(Q), introduisons ¢ € H{(9) la fonction
vérifiant (1= 1Vp, V' )g = (17 1Vu,rot ¢')q pour tout ¢’ € H}(Q). Puisque A}j/“ est un isomor-
phisme de H}(Q2), la fonction ¢ € H}(Q2) est bien définie. En remarquant que (1 'V, Vi')g =
(urot o, rot ' )q, on obtient, au sens des distributions, rot (! (Vu —rot ¢)) = 0. Par conséquent,
il existe un unique ¥ € H#(Q) tel que u~'(Vu — rot ¢) = V. Introduisons alors l'opérateur
continu T : H#(Q) — H%(Q) quia u € H%E(Q) fait correspondre Tu = 7).

Pour tout (u,v) € H%(Q) X H%E(Q), on trouve

(V(AL(Tw), Vo)o = (uV(Tu), Vo)o
= (Vu—rotp,Vov)g
= (VU, VU)Q
Ci-dessus, pour obtenir la derniére ligne, on intégre par parties avec (7.13) puis on utilise rot (Vv) =
0 et ¢ = 0 p.p. sur IN. Ainsi, A}D/“ o T est égal & l'identité de Hj(2). On déduit que A%, définit un
isomorphisme de H;‘# (Q) avec (AR)" P =T. ]

Nous souhaitons maintenant obtenir un résultat équivalent au Théoréme 7.2.1 lorsque les opérateurs
A}:)/“ et A% sont Fredholm d’indice zéro avec un noyau non réduit a zéro. Plagons-nous dans une telle
configuration. Introduisons {\},}1'2, une base de ker Ag” telle que (VA4 VX))o = 6;j et {\iy }1Y,
une base de ker A}, telle que (V/\ﬁ\,, V)\gv)g = ;5. Définissons les espaces Sp et Sy vérifiant

HY(Q) = ker A" $Sp et HL(Q) = ker A% & Sy. (7.23)
Avec le théoréme de représentation de Riesz, introduisons les opérateurs
Ag* . Sp—Sp telque (V(AR"e), Vo= (1"'Vp, Ve)a, Ve,¢ € Sp;
et AN : Sy =Sy telque (V(AK¢), V¢ )a= (uVe, V¢')a, Y, €Sy.
Classiquement (cf. [116]), on a la

Proposition 7.2.2 Les opérateurs fllD/“ :Sp — Sp et fl’](, : Sy — Sy constituent des isomor-
phismes.

Montrons a présent le

Théoréme 7.2.3 L'opérateur Al : H#(Q) — H#(Q) est Fredholm d’indice zéro si et seulement
si A}D/“ : Hi(Q) — H{(Q) est Fredholm d’indice zéro. De plus, lorsque A et A})/“ sont Fredholm

. . : 1 .
d’indice zéro, on a dim ker AD/“ = dim ker A%,.

Preuve. Supposons que A’ soit Fredholm d’indice zéro. Si A% est injectif, alors A%; est un isomor-

phisme et dans ce cas, le Théoréeme 7.2.1 indique que A D/ # est un isomorphisme. Intéressons-nous

a la situation ot AR, présente un noyau vect( Ak, . .. , A7) non réduit & zéro. Nous allons prouver

}3/“ est de type Fredholm en construisant une paramétrix a droite pour A}j/” , C’est-a-dire

1/p
D

que A
un inverse a droite pour A modulo un opérateur compact. Autrement dit, nous cherchons
un opérateur borné T : H{(Q) — H{(Q) et un opérateur compact K : H(Q) — H{(Q) tels que
Ag“ oT+K soit égal & I'identité de H}(£2). Nous généraliserons la démonstration du Théoréme 7.2.1.

Définissons T := p~'rot Ay, i = 1...ny. Observons que (ul'y,rot /\gv)g = 69 avec 69 = 1 si
i=jet ¥ =0sii#j. Pour u € H}(R), introduisons ¢ € Sy la fonction vérifiant

nN

(uVe, Vo = (u(Vu — Z BITY,), rot '), Vo' € Sy, (7.24)
i=1
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ot ' := (uVu,rot Ny ). Puisque fl” est un isomorphisme de Sy, la fonction ¢ € Sy est bien défi-
nie. En remarquant que (uVo, V¢')q = (rot o, rot ¢')q et que (u(Vu—3 1, BiT% ), rot X N =0
pour j = 1...ny, on obtient (u(Vu — S0 BiT% — rot ¢), rot ¢')g = 0 pour tout ¢’ € H1 4().
Cela implique, rot (u(Vu — S0, BT — rot ) = 0, et u(Vu — S0 BTy —rotp) - T = O pP-p-
sur 9€). Puisque 99 est connexe, d’apreés le théoréme 3.2 de [84], il existe un unique ¢ € H(€2) tel
que p(Vu — 3™ BiT% — rot ) = Vib. Introduisons alors I'opérateur continu T : H§(Q) — H}(Q)
qui & u € H}(Q) fait correspondre Tu = 9 ainsi que 'opérateur K : H(Q) — H}(2) tel que

ny

(V(Ku),Vv)o =Y (uVu,rot A\y)o(Tly, Vv)o, Vo € Hy(Q).
i=1

Pour tout v € H}(£2), on trouve

(V(AYM(Tw), Vo)g = (p~1V(Tu), Vo)g
= (Vu, VU)Q - (V(KU), VU)Q.

Par conséquent, on a A}j/“ oT+ K =1Id. Or K est de rang fini donc c’est un opérateur compact.

1/p

Nous pouvons donc conclure que 'opérateur autoadjoint A;)" est Fredholm d’indice zéro.

En adaptant le raisonnement du point 11) de la preuve du Théoreme 7.2.1 comme ci-dessus,
on montre que si Ag“ est Fredholm d’indice zéro, alors A%; est Fredholm d’indice zéro.

Il ne reste plus qu’a prouver que les dimensions des noyaux des opérateurs AR, et A}j/“ sont
égales lorsque Af; et Ag“ sont Fredholm d’indice zéro. Conmsidérons A, € ker A}D/“ . On a
(p trot Xy, rot v)g = 0 pour tout v € H}(€2). Ceci implique rot (u~! rot A\%;) = 0. D’apres le
théoréme 3.2 de [84], on sait quil existe un unique 1 € H#(Q) tel que p~lrot \Yy = Vii. En
remarquant que (uVi', Vv)g = (rot A, Vv)g = 0 pour tout v € H%E(Q) (pour le voir, effec-
tuer une intégration par parties et utiliser A%, € H{(Q)), on déduit que Y¢ € ker AY,. Montrons
que la famille {¢*}1'2, est libre. Donnons nous np réels o’ tels que >.°7 afyp' = 0. Alors, on a

rot (312 a'A}) = 0 et done 312, oAl = 0 car les A\, sont dans H{ (). Puisque la famille {/\ )
est libre, on déduit oy = --- = ), = 0. Ceci montre que dim ker AY, > dim ker A D/ " De méme, on
prouve dim ker A}J/“ > dim ker A%, pour parvenir & dim ker A}J/“ = dim ker AR,. ]

On déduit le

Corollaire 7.2.4 Supposons que lopérateur A /“( )+ H{(Q) — H(Q) soit un isomorphisme.
Alors Al #(Q) — HL 4(Q2) est un opérateur Fredholm d’indice zéro.

p _

Preuve. L’opérateur A} Al/ #(0) differe de Al/ *(w) d’une perturbation compacte. Par consé-

quent, AD/“ est Fredholm d’indice zéro. Le Théoréme 7.2.3 indique alors que A%, est Fredholm
d’indice zéro. [

Supposons le probleme TM (7.9) bien posé. Dans ce cas, d’apres le Corollaire 7.1.2, 'opérateur
A}D/“ (w) est un isomorphisme. En vertu du Corollaire 7.2.4, il suit que A% est Fredholm d’indice
zéro. Deux cas de figures se présentent alors. Si Ak, est injectif, le probléme (7.18), posé dans
Vo (p; Q), posséde une unique solution. Si AR, n’est pas injectif, alors (7.18) n’est pas injectif. Dans
cette situation, il faut travailler dans un autre cadre fonctionnel que Vo (p; ).

7.3 Une nouvelle formulation variationnelle pour H |

Dans cette section, nous supposons que l'opérateur A%, est Fredholm d’indice zéro avec un
noyau de dimension finie non réduit a zéro. Réintroduisons {)\ }iN une base de ker AR telle que
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4 , 1
VAy, VXi)a = ;5. En (7.23), nous avons défini Sy tel que HL, (Q) = ker A%, @ Sy. Considérons
(VAN N J # N
ensuite ’espace .
V(s Q) :={u € H(rot; Q) | (pu, Ve)o =0, Ve € Sy}

Puisque Sy C H#(Q), ona Vr(u; Q) C Vo(u; Q).

Proposition 7.3.1 Supposons w # 0.
1) Si (H 1, E,) vérifie le probléme (7.9) alors H | est solution de

Trouwver H, € V(u; Q) tel que :

/ e~ ot H yrotv —w’pH | v = / e L rotv, Ww e V(s Q). (7.25)
Q Q

2) Si H | satisfait (7.25), le couple (H ,E,) = (H,i(we) (rot H — J)) vérifie le probléme
(7.9).

Preuve. La démonstration du point 1) ne pose pas de probleme. Concentrons-nous sur le point
2). Supposons que H | vérifie (7.25). Pour prouver que (H |, E,) = (H |, i(we) " t(rot H; — J))
constitue une solution de (7.9), de nouveau, il suffit de montrer que H | satisfait (7.15) et d’utiliser
la Proposition 7.1.3. Considérons v € H(rot; Q). Introduisons ¢ 'unique élément de Sy vérifiant
(uNV, V' )q = (v, Vi)' )q pour tout 1 € Sy. Le champ v — Vi est dans V(u; Q). En injectant
v — Vi) dans (7.25), on obtient (¢ 'rot H | ,rot v)q — w?(uH | ,v)q = (¢~ 1J,, ot v)q. Ceci prouve
que H | satisfait (7.15). ]

Dans ce nouveau cadre fonctionnel, on a le résultat d’équivalence suivant, sans hypothese addition-
nelle.

Corollaire 7.3.2 Supposons w # 0. Le probléme (7.9) posséde une unique solution si et seulement
si (7.25) posséde une unique solution.

Etude de la formulation variationnelle (7.25)

Avant d’aller plus loin, précisons la structure de I’espace VT(u; Q).

Lemme 7.3.3 Pour i = 1...ny, il existe A € Vp(u; Q) tel que (uAﬁV,V)\g\,)Q = 0;5, pour
j=1...ny. On déduit 3
Vr(p; Q) = Vr(u; Q) & vect(Aly).

Remarque 7.3.4 Dans VT(M; Q), il reste les fonctions V)\ﬁ'v. Cependant, en raison de la présence
dans l’espace variationnel des Ay, les-dites fonctions ne seront pas dans le noyau de 'opérateur
associé a (7.25).

Preuve. Pour i = 1...ny, introduisons la forme linéaire ¢ sur Vp(u; Q) définie par £f(v) =
(pv, VA ). Montrons que la famille £1, ..., "~ est libre. Donnons-nous ny constantes o', ..., o™~
telles que Y1V a'f’ = 0. Dans ce cas, pour tout v € Vp(u; Q), on a (uv, 1 o'V Ay )g = 0. Ceci
implique (pw, 1 a'VAY)q = 0 pour tout w € H(rot; ). Pour le voir, pour w € H(rot Q),
introduisons ¢ € Sy la fonction telle que (uVp, V') = (pw,Vy' )Q pour tout ¢’ € Sy.
On a w — Vo € Vg(u; Q). Puisque (uVp,VAy)g = 0, i = 1...ny, on obtient bien
(pw, 332 o' VA ) = 0.

En utilisant la densité de €5°(Q)? C H(rot; ) dans L?(Q), on déduit Y'Y, o'V = 0. Puisque
la famille {\}}Y] est une base de ker Ay, on a a! = .- = o™ = 0. Ceci achéve de montrer que

O, 0N est hbre On conclut ensuite grace au Théoreme 7.3.5. [
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A partir du lemme 4.12 de [104], on montre le théoréme de base antéduale suivant.

Théoréme 7.3.5 Soit V un espace vectoriel normé. Pour toute famille libre d’éléments £, ... (" €
V*, il existe xt,..., 2" € V tels que

0(x?) = 6% avec 69 =1 sii=7 et 0¥ =0 sii#j.
Prouvons ensuite un résultat d’injection compacte de Vr(u; ) dans L2(Q).

Théoréme 7.3.6 Supposons A% Fredholm d’indice zéro avec un noyau de dimension finie non
réduit o zéro. L'espace Vr(u; Q) s’injecte de fagon compacte dans L*(Q). De plus, Uapplication
u — |[rotvllg + X0 [of], ot v € V(u; Q) et (al,...,a™) € R™ sont les éléments tels que
u = v+ YN oAy, définit une norme sur Vo(u; Q), équivalente a la norme || - |lggot; ) =
(Il - 113, + llrot - [13)"2.

Preuve. Considérons (u,) une suite bornée de Vp(u; Q). Pour n € N, en utilisant le Lemme

7.3.3, définissons v,, € Vp(u; Q) et (al,...,av) les éléments tels que w, = v, + SN Al Ay
Pour prouver le Théoreme 7.3.6, il suffit de montrer qu’on peut extraire de (v,) une sous-suite
qui converge dans L?(Q). Définissons f,, := rotw,. La suite (f,) est bornée dans L?(). Puisque
uvy, est un élément & divergence nulle satisfaisant pywv, - n = 0 p.p. sur 91, et puisque 0f) est
connexe, il existe d’aprés le théoréme 3.12 de [84], ¢, € H(Q) tel que rot ¢, = pv,,. Comme dans
la démonstration du Théoreme 7.1.7, nous souhaitons maintenant prouver qu’on peut extraire de
(rot ,), ou de fagon équivalente, de (V¢,,), une sous-suite qui converge dans L?(Q).

Au sens des distributions, on a de nouveau rot p~'rot p, = rotwv, = f,. En utilisant la for-

mule de Green (7.13), on déduit, pour tout ¢’ € H}(Q)

(;flrot ¢n,rot ') = (,uAVgon, V¢')a = (rot vy, ¢ )a. (7.26)

Puisque, par hypothese, AL est Fredholm d’indice zéro avec un noyau de dimension ny > 1, nous

savons d’apres le Théoreme 7.2.3 que A}D/“ est également Fredholm d’indice zéro avec un noyau
de dimension ny. En reprenant la preuve du Théoreme 7.2.3, on montre qu’on peut construire un
opérateur continu T : H{(Q) — H(Q) tel que (1~ 1Vu, V(Tv))q = (Vu, Vo)g — S0 B4(Vu, Ty )g
pour tout (u,v) € H§(Q) x H{(Q), avec 87 = (uVuv,rot Ny )q et T = u~'rot \y. Puisque T est
continu, (T, ) est bornée dans Hj(£2). On peut donc extraire de (i,,) une sous-suite, toujours notée
(n), telle que (Tep,,) converge fortement dans L2(€2). Puisque pour i = 1...ny, la suite (37) est
bornée (ici 3% = (uVy,rot Ay )q), on peut de nouveau extraire de (¢,) une sous-suite, toujours

notée (), telle que (%) converge. Introduisons @umn = ©m — Pn;s Bon = Bm — Bn et fon = fon — fn-
En testant dans (7.26) par Te,,, on obtient

= ("' Vomn, V(Temn))al . ,
> (VSOmm V‘Pmn)ﬂ - ’Z?:Nl inn(V(Pmna A?\[)Q’

Cette estimation prouve que la suite (Vi,,) est de Cauchy dans L?(€2), donc qu’elle converge. Ainsi,
on peut extraire de (v,) = (u~'rot ¢,) une sous-suite qui converge dans L?(Q2). Ceci achéve de
montrer que Pinjection de V(u; Q) dans L?(Q) est compacte.

On démontre le résultat d’équivalence de normes de fagon classique, comme dans la preuve du
Théoreme 7.1.7, en raisonnant par ’absurde . ]

évec le théoréme de représentation de Riesz, définissons, pour w € C, I'opérateur borné &%NT(w) :
Vr(u; Q) = Vr(u; Q) tel que, pour tout (u,v) € Vp(u; Q) x Vr(u; Q),
(rot (o (w)u), rot v)g + (Fr(w)u, v)q = (¢ rot u, rot v)g — wW?(uu, v)g. (7.27)

Ci-dessus, nous avons muni Vr(y; Q) du produit scalaire de H(rot; ). Nous procédons ainsi car
lorsque A, n’est pas injectif, I'application (u,v) — (rotw,rotv)n ne constitue pas un produit
scalaire sur Vo (p; Q).



188 Chapitre 7. Equations de Maxwell en 2D

Théoréme 7.3.7 Supposons Al Fredholm d’i@dz’ce zéro avec un noyau de dimension finie non
réduit a zéro. L’opérateur </p(0) : V(u; Q) — Vo (u; Q) est Fredholm d’indice zéro.

Preuve. L’idée de nouveau va consister i construire un opérateur continu T : Vp(u; Q) —
VT(M; 2) pour restaurer une certaine positivité, a une perturbation compacte pres. Considérons
u € Vp(u; Q).

Définissons d’abord la fonction ¢ € H}() telle que —Ag = e rot u. Introduisons ensuite 1) € Sy
satisfaisant (uVi,Vi')g = (urot ¢, Vi)')q pour tout ¢’ € Sy. Puisque, d’apres la Proposition
7.2.2, A% : Sy — Sy constitue un isomorphisme, la fonction v est bien définie. Introduisons alors
Popérateur T : Vi (u; Q) = Vp(u; Q) qui a w € Vp(u; Q) fait correspondre Tu = rot ¢ — Vi) ainsi
que Popérateur K : VT(,u; Q) — VT(M; Q) tel que

(rot (Ku), rot v)g + (Ku,v)q = (u,v)q, Yo € V(i Q).
Pour tout v € Vp(u; ), on trouve

rot (/7 (0)

e rot (Tu

Tu),rot v)g + (7 (0)(Tu), v)g

,rotv)q

—

Q

o+ (u,v)q — (rot (f(u),rot v)g — (IN(u, v)q.

(
(

= (rotu,rotwv
(rot u, rot v

~— ~—

Ainsi, nous avons ,QZT( )o T + K = Id. Or d’aprés le Théoréme 7.3.6, injection de VT(,u, Q) dans
L2 (2) est compacte. Par conséquent, K définit un opérateur compact de V(y; Q). Nous déduisons
que T constitue une paramétrix a droite pour JZ%T( ). Ceci montre que l'opérateur autoadjoint dT( )
est Fredholm d’indice zéro. |

Corollaire 7.3.8 Supposons que les paramétres €, u et w soient tels que l’opérateur A /“(w) :

Hl(Q) — Hl(Q) du probléme pour E, définisse un isomorphisme. Alors, Uopérateur o/p(w) :
Vor(u; Q) = Vo(u; Q) du probléme pour H | est également un isomorphisme.

Preuve. D’apres le Théoréme 7.3.6, nous savons que l'injection de Vr(u; Q) dans L2(Q) est com-
pacte. Par conséquent, 'opérateur MT( ) differe de MT( ) d’une perturbation compacte. Puisque
277(0) est Fredholm d’indice zéro en vertu du Théoréme 7.3.7, on déduit que @ (w) est Fredholm
d’indice zéro. Si AID/” (w) est un isomorphisme alors le probleme TM est bien posé. Dans ce cas, le
Corollaire (7.3.2) assure que .77 (w) est injectif. En vertu de lalternative de Fredholm, on déduit
que 2/ (w) est un isomorphisme. ]

Remarque 7.3.9 La moralité est la suivante. Lorsque Ag“(w) définit un isomorphisme, le pro-
bléeme (7.9) pour (H |, E,) est bien posé. On peut alors discrétiser (g, )w pour calculer E, puis
ensuite retrouver H | . St l’on souhaite approcher directement H | , il faut faire attention lorsque u
change de signe. En effet, quand A /“( ) est un isomorphisme, A, = AN (0) est Fredholm d’indice
zéro mais non nécessairement injectif. Lorsque AR, est injectif, c¢’est notamment le cas quand p est
positif, le probléme (7.18) est bien posé et on peut le discrétiser pour approcher H | puis retrouver
E.. Lorsque AL, n'est injectif, il ne faut pas utiliser cette procédure car le probléme (7.18) n’est pas
bien posé. Dans cette situation, l’on doit changer de cadre fonctionnel et travailler dans VT(M; Q)
en discrétisant le probléme (7.25).

7.4 Résumé pour le probléme Transverse Electric

Nous présentons dans cette section le résumé des résultats pour le probleme TE. Les démons-
trations sont tres similaires a celles décrites lors de ’étude du probleme TM. Nous ne les réécrirons
pas.
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7.4.1 Approche « classique » pour le probleme Transverse Electric
Formulation scalaire pour H,

Construisons pour H, un probléme variationnel équivalent au systéme d’équations (7.10).

Théoréme 7.4.1 Supposons w # 0.
1) Si (E,, H,) vérifie le probléeme (7.10) alors H, est une solution de

Trouver H, € H#(Q) tel que :

Q Q

2) Si H, vérifie le probléme (7.28) alors (B, H,) = ((iwe)"*(J . —rot H,), H,) est une solution
de (7.10).

Corollaire 7.4.2 Supposons w # 0. Le probléme (7.10) posséde une unique solution si et seulement
si (7.28) posséde une unique solution.

Une premieére formulation variationnelle pour E |
A Dinstar de ce que nous avons fait dans le §7.1.2, introduisons l'opérateur borné A%, : H(Q) —
H3() tel que

(V(Apu), Vu)g = (eVu, Vo)q, Y(u,v) € HY(Q) x HA(Q). (7.29)

Proposition 7.4.3 Supposons w # 0.
1) Si (E 1, H,) vérifie le probléme (7.10) alors E | est une solution de
Trouwver E| € Vn(g; Q) tel que :

/ plrot B rotv —w?cE | -v = —iw/ Ji v, YveVy(eg Q).
0 Q

(7.30)

2) Supposons que A%, soit un isomorphisme de H§(Q). Si E| vérifie le probléme (7.30) alors
(E.,H,) = ((iwe)"Y(J L —rot H,), H,) est une solution de (7.10).

Corollaire 7.4.4 Supposons w # 0. Supposons que lopérateur A5, : Hy(Q) — H{(Q) soit un
isomorphisme. Le probléme (7.10) posséde une unique solution si et seulement si (7.30) posséde
une unique solution.

Etude de la formulation variationnelle (7.30).

Théoréme 7.4.5 Supposons que l'opérateur A5, : H5(Q) — H{(Q) soit un isomorphisme. Alors
Vy(e; Q) s’injecte de fagon compacte dans L2(Q). De plus, Uapplication (u,v) — (rotu,rotv)q
définit un produit scalaire sur Vy(e; Q).

Avec le théoreme de représentation de Riesz, définissons, pour w € C, 'opérateur borné «/p(w) :
V(e; Q) = V(e Q) tel que, pour tout (u,v) € Vy(e; Q) x Vy(eg; Q),

(rot (p(w)u),rot v)g = (1 'rot u, rot v)q — w?(cu, v)q. (7.31)

Théoréme 7.4.6 Supposons que l'opérateur A5, : H5(Q) — H{(Q) soit un isomorphisme. Alors
n(0) est un isomorphisme de Vi (g; Q).

Théoréme 7.4.7 Supposons que lopérateur A5, : H{(Q) — H{(Q) soit un isomorphisme.

Alors lopérateur </n(w) défini en (7.31) constitue un isomorphisme de Vn(e; Q) pour tout
w € C\&, ou .7 est un ensemble dénombrable possédant l'infini comme seul point d’accumula-
tion possible.

En conséquence, le probléme (7.10) pour (E 1, H,), posséde une unique solution pour tout w € C\.%.
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7.4.2 Une nouvelle formulation variationnelle pour E

Dans tout ce paragraphe, nous supposons que I'opérateur A%, est Fredholm d’indice zéro avec un
noyau de dimension finie. Considérons {\%,}1'2 une base de ker A5, telle que (VA%, VA,)qo = d;.

L
Introduisons Rp tel que H§(Q2) = ker A%, @ Rp. Définissons ensuite I'espace

V(e; Q) :={u € H(rot; Q) | (cu, V) =0, Yo € Rp} D V(e Q).

Proposition 7.4.8 Supposons w # 0.
1) Si (E ., H,) vérifie le probléme (7.10) alors E | est solution de

Trouver E| € Vn(e; Q) tel que :

/prlrot E rotv—w?*E, -v= /Qs_lerot v, Yve V(g Q).

(7.32)

2) Si E| vérifie (7.52), le couple (E, H,) = ((iwe)~1(J L —rot H,), H,) vérifie le probléeme (7.10).
Comme pour 'espace VT(M; 2), nous pouvons préciser la structure de V (e; Q).

Lemme 7.4.9 Pour i = 1...np, il existe Ay € Vy(e; Q) tel que (sAiD,V)\jD)Q = d;j, pour
j=1...np. On déduit . '
V(g Q) = V(e Q) ® vect(Ap)D,.

On peut alors montrer les deux théoremes suivants.

Théoréme 7.4.10 L’espace Vi (g; Q) s’injecte de fagon compacte dans L2(Q). De plus, Uapplica-
tion u — |[rotvllg + 302 [of], ot v € Viy(e; Q) et (al,...,a"P) € R™ sont les éléments tels que
u=v+ 30 o' Ay, définit une norme sur Vy(e; Q), équivalente d la norme || - ||got; ) -

Théoréme 7.4.11 Lopérateur o/n(0) : Vy(e; Q) — Vi (e; Q) est Fredholm d’indice zéro.

Corollaire 7.4.12 Supposons que les paramétres €, u et w soient tels que 'opérateur A}\é”(w) :

H%(Q) — H:’I#(Q) du probléme pour H, définisse un isomorphisme. Alors, l'opérateur o/n(w) :
Vi(e; Q) = V(e; Q) du probléme pour E | constitue également un isomorphisme.

7.5 Illustration sur un cas particulier

Considérons 'exemple de la cavité définie par Q := {(x,y) €] —a; b[x]0; 1[}, 21 :=] —a;0[x]0; 1]
et Q9 :=]0;b[x]0; 1] avec a > 0 et b > 0. L’interface X est alors égale au segment {0} x]0; 1[. Sans
perte de généralité, nous supposons a > b. On traite le cas a < b en échangeant les roles de ; et
de Q9. Définissons ¢; := ¢|q, et i = plq,, ¢ = 1,2. Nous faisons 'hypothese que ¢; et p; sont des
fonctions constantes (non-nulles) sur ;.

D’apres les résultats du §2.2.2 du Chapitre 2, nous savons que les opérateurs A%, : H§(Q) — H}()
et A% H#(Q) — H#(Q) sont Fredholm d’indice zéro si et seulement si k. = e3/e1 # —1.
Bien sfir, de méme, les opérateurs A%, : H{(Q) — H(Q) et A% : H;}#(Q) — H;E(Q) sont
Fredholm d’indice zéro si et seulement si k, = pa/u1 # —1. De plus, A5, (resp. AY) défi-
nit un isomorphisme si et seulement si k. ¢ {—tanh(nnb)/tanh(nma), n € N*} U {—1} (resp.
ky ¢ {—tanh(nwb)/tanh(nma), n € N*} U {—1}).

Pour fixer les idées considérons le cas €1 > 0, g9 < 0, u1 > 0 et puo > 0. Cette configuration
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représente par exemple du vide dans €7 et un métal sous la fréquence plasma dans Q9 (cf. explica-
tion associée a la Figure 7.1). Intéressons-nous au probléme pour le champ (E |, H,).

Supposons k. ¢ {— tanh(nmb)/tanh(nmra), n € N*}U{—1}. Dans ce cas, I'opérateur A3, : H{(Q) —
H{ () est un isomorphisme. D’apres le Théoréme 7.4.7, le probleme TE (7.10) posséde une unique
solution pour tout w € C\.#, ou . est un ensemble dénombrable possédant I'infini comme seul
point d’accumulation possible. Le Corollaire 7.4.4 indique que pour w € C\., le probleme (7.30)
pour H, posséde une unique solution. On peut alors discrétiser (7.30) pour approcher H, puis
retrouver F | . Mais il est également possible de discrétiser directement (7.30), posée dans V (g; §2),
pour approcher F | .

Supposons k. € {— tanh(n7b)/tanh(nma), n € N*}. L'opérateur A%, : H§(Q) — H}(€2) est Fredholm

d’indice zéro avec un noyau de dimension 1. Il en va donc de méme pour A%E : H}#(Q) — Hzlléé (Q)

d’apres le Théoreme 7.2.3. Pour w € C\R, il est facile de voir que A}\{E(w) est un isomorphisme

(car p est positif sur tout le domaine). Dans ce cas, d’apres le Corollaire 7.4.4, le probleme TE
(7.10) posséde une unique solution. Pour w € C\R, on peut discrétiser (7.30) pour approcher H,
puis reconstruire E | . Par contre, le probleme (7.30), dans Vy(e; 2), n’est pas bien posé. Pour
approcher directement E |, il faut travailler dans V y(e; Q) en discrétisant (7.32).






CHAPITRE HUIT

UN RESULTAT DE COMPACITE POUR
MAXWELL 2D

Les résultats de ce chapitre ont fait ’'objet de la publication :

[49] L. CHESNEL et P. CIARLET JR. : Compact imbeddings in electromagnetism with interfaces
between classical materials and metamaterials. STAM J. Math. Anal., 43(5):2150-2169, 2011.

Sommaire
Introduction . . . . . . . . . o o i e e e e e e e e e e e e e e e e 193
8.1 Notations . . . . . . . i i i i i i i ittt ettt e e e e e e e e e 195
8.2 Un résultat de décomposition des champs électriques. . . . . . . . ... 196
8.3 Uneétudederégularité. . . . . ... . . . . i 199
8.3.1 Régularité au voisinage des arétes internes . . . . . .. ... ... 200
8.3.2 Régularité au voisinage des sommets extérieurs . . . . . .. . ... ... .. 200
8.3.3 Régularité au voisinage des sommets internes . . . . . . .. ... ... ... 207
8.3.4 Régularité globale . . . . ... ... L 208
8.4 Injection compacte de Vy(g; Q) dans L*(Q) .« v v v v v v v v v v v v o 208
8.5 Un exemple d’injection non compacte de Vy(e; Q) dans L*(Q). . . . . . 209
Introduction

rement nous intéresser a des matériaux composites mélangeant matériaux classiques et matériaux
négatifs (métaux sous la fréquence plasma ou métamatériaux négatifs [136, 142, 143, 44]). En
raison du changement de signe des parameétres physiques entre le matériau classique et le matériau
négatif, les techniques usuelles ne sont pas directement utilisables pour étudier les probléemes
électromagnétiques correspondants.

Dans le Chapitre 7, nous avons présenté une premiere approche basée sur la T-coercivité pour
étudier les équations de Maxwell dans un domaine borné 2 en 2D. Ici, nous souhaitons revenir
sur la question de la compacité de l’injection de ’espace des champs électriques dans L2(Q)d,
d = 2,3 désignant la dimension de ’espace. Ce résultat de compacité constitue un ingrédient clé
pour résoudre les deux grands problémes en régime harmonique en temps que sont le probléme
avec source et le probléme aux valeurs propres.
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Lorsque le domaine d’intérét est entouré par un conducteur parfait, on utilise I’espace fonctionnel
Vi (eg; ) pour mesurer les champs électriques. Il est constitué des champs v qui appartiennent
a L2(Q)? tels que rotv € L2(Q)? (ou rotv € L2(Q) en 2D), div(cv) € L2(Q) et v x n = 0 sur
092, ou n désigne la normale unité a 02 dirigée vers I'extérieur de 2. Notre objectif principal est
d’étendre le théoreme d’injection compacte de Weber dans le cas d’un matériau composite incluant
des matériaux classiques et des métamatériaux. Dans son papier [150], Weber prouve que V y(e; Q)
s’injecte de fagon compacte dans L%(Q)? quand ¢ est une fonction réelle, bornée inférieurement par
une constante strictement positive, pour d = 2, 3.

Dans [24], les auteurs prouvent ce résultat pour d = 3, dans la configuration suivante. Le do-
maine €) est partitionné en deux sous-domaines €7 et {29, avec une interface entre les sous-domaines
Y. réguliere, et € présente un changement de signe au niveau de X. Dans ce papier, il est supposé
que le contraste re, égal a ¢y, / €|, lorsque ¢ est constant de part et d’autre de X, n’appartient
pas a un certain intervalle I C R_ contenant la valeur —1. La démonstration est basée sur des
arguments variationnels analogues a ceux utilisés dans le Chapitre 7. Dans ce chapitre, nous allons
procéder différemment en étudiant la régularité a priori des éléments de V(g; Q). En ce sens,
nous suivrons ce qui a été fait dans la proposition 3.7 de [2] (voir également [65, section 3] ou
[117, partie 3.8]). Nous allons prouver que l'espace des champs électriques V y(e; ) s’injecte
de facon continue dans des espaces de type H® (Q)d, avec s > 0. Nous pourrons alors obtenir le
résultat de compacité désiré en utilisant le résultat d’injection compacte de H*(Q)¢ dans L?(Q)%.

Nous nous servirons largement des résultats de [72] que nous avons redéveloppés dans le Chapitre 3.

Nous nous concentrerons sur le cas 2D. Néanmoins, la démarche que nous proposons, consis-
tant a ramener 1’étude de régularité des champs a une étude de régularité pour un probléme
scalaire, devrait pouvoir étre étendue au cas 3D. L’analyse que nous développons ici se présente a
la fois comme un complément & celle du Chapitre 7 et comme un travail préliminaire a une étude
future que nous n’effectuerons pas dans ce mémoire. En effet, les résultats de régularité que nous
allons obtenir présentent un intérét en soi pour la justification de la convergence des méthodes
numériques. D’autre part, nous allons prouver que le résultat d’injection compacte de Vi (e; Q)
dans L2(Q2)¢ est valide dans des cas de figure qui ne sont pas couverts par 1’étude du Chapitre 7
lorsque le contraste en ¢ est situé dans l'intervalle critique quand ¥ présente un coin. Ce dernier
point se révélera fondamental pour définir un nouveau cadre fonctionnel pour les équations de
Maxwell dans l’intervalle critique. D’aprés ce que nous avons vu dans le Chapitre 5, il faudra
sans doute ajouter a l’espace classique des champs d’énergie finie, les gradients des singularités

propagatives. Notons que ces fonctions n’appartiennent pas a L2(Q)2...

Pour simplifier les preuves, nous supposerons que le domaine ) possede une frontiere 92 connexe
et que € est constant par morceaux. Si ce n’était pas le cas, les résultats de régularité des éléments
de V(g; Q) resteraient valides, sous des hypothéses raisonnables, en supposant par exemple € ré-
gulier par morceaux avec |¢| borné supérieurement et inférieurement par des constantes strictement
positives. Lorsque la frontiére présente plusieurs composantes connexes, il apparait dans Vy(e; Q)
un espace de dimension finie d’éléments a rotationnel et divergence nulle (cf. Chapitre 9). Mais
cette espace ne modifie pas la propriété d’injection compacte.

Nous commencons par introduire les notations dans la Section 8.1. Nous considérons le cas
d’un domaine 2 a frontiére polygonale, partitionné en sous-domaines polygonaux. Dans la section
suivante, nous prouvons un résultat de décomposition continu des éléments de Vy(g; Q), qui
permet d’isoler la partie singuliére, égale au gradient d’un champ scalaire. Puis, dans la Section
8.3, nous étudions la régularité de cette partie singuliere, ce qui conduit au résultat d’injection
compacte (§8.4). Nous concluons en fournissant un contre-exemple d’injection compacte dans le
cas d’une cavité symétrique composée de deux matériaux dont les permittivités sont opposées.
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8.1 Notations

Considérons Q un domaine de R?, c’est-a-dire, un ensemble ouvert borné connexe & frontiére
lipschitzienne. Nous ferons ’hypothéese que la frontiere 0f2 est connexe et polygonale. La normale
unitaire sortante & 9 est notée n, tandis que 7 désigne le vecteur unitaire tel que (7,n) constitue
une base orthonormée directe de R2.

Nous supposons ) partitionné en N sous-domaines a fronticre polygonale €2; :
— N [
Q= UQj avec  ;NQ; =0sii#j.
j=1

Nous appelons P la partition. L'interface entre les sous-domaines ¥ := U;;(09€; N 0§);) est consti-
tuée d’arétes droites. Sans perte de généralité, nous faisons I’hypothese que les €2; sont convexes
(nous pouvons toujours les rediviser s’il y a besoin). Pour éviter d’inutiles complications techniques,
nous supposons que les N polygones de la partition P peuvent étre numérotés de sorte que ©; et
241 partagent au moins une aréte, pour j = 1... N — 1. Nous notons 89?, k=1...n;, les arétes

de €; et né‘: le vecteur unitaire sortant associé a 89? .

Introduisons A := {69?,]’ = 1...N,k = 1...n;} l'ensemble des arétes de la partition. Défi-
nissons ensuite A, = {A € A| A C 0Q} lensemble des arétes extérieures et Ay = A\ Aext
I’ensemble des arétes internes. De fagon similaire, notons S I’ensemble des sommets de la partition,
Sext = {S€S8|S €00} lensemble des sommets extérieurs et Si; := S\Sest 'ensemble des
sommets intérieurs.

Dans la suite, les parameétres physiques € et u seront a wvaleurs complezes. De plus, nous sup-
posons € € L>°(£2) constant sur chaque sous-domaine ;, avec ¢; := ¢ o; # 0. En particulier, € peut
étre a valeurs réelles et changer de signe entre deux sous-domaines voisins. Pour a < b, définissons
la bande fermée du plan complexe B(a; b) := {\ € C|a < Re A < b}.

Rappelons que dans le chapitre précédent, nous avons introduit, en utilisant la dérivée au sens des

distributions, opérateur rot agissant sur L?(Q) := L?(Q) x L?(Q) et l'opérateur rot défini sur
L2(Q). Pour v = (v, v,)" € L(Q) et v € L2(Q),
Ovy  Ovy ov Ov
to =Y T pl(Q): to=2, | eD(Q) x D(Q).
rotv = — oy (Q) rot v (8@/ 8x> (Q) x D'(Q)

De facon générale, si O est un ouvert de R?, nous notons (-,-)o les produits scalaires de L2(0),
L2(0), et || - ||o les normes associées. Définissons les espaces fonctionnels

H(rot; Q) := {u € L3(Q) |rotu € Lz(Q)} ;

V(e Q) = {uweH(ot; Q) |div(eu) =0, u-7 =0 sur 00} .

. 9 2 . 2\ 1/2

Nous munissons Vy(e; ) de la norme |jully, ..q) = (HuHQ + [[rot u||g, + ||div (au)HQ) . En

suivant Grisvard [87, 88], pour toute aréte 3(2?, introduisons H/ 2(899‘?) I'espace des éléments de

HY/2 (8(2?) dont le prolongement par 0 a 0§); appartient & H'/2 (0825).
Pour u € L%(Q) (respectivement u € L*(Q)), nous utilisons la notation u; := ulq; (resp.
u; = U’Q]) Pour étudier la régularité des champs scalaires, définissons ’espace

PH*(Q,P) = {u €LA(Q)|u; € H(Qy),j=1.. .N} pour s > 0.

1/2
Sur PH*(€2, P), nous introduisons la norme brisée ||ullpys(q) = (Zjvzl HujH%Is(Qj)) / . Nous rappe-
lons que pour s < 1/2, on a ||ul|pys(q) = [|u||gs(q)- Introduisons également

PH®(Q, P) := PH*(Q, P) x PH*(Q, P).
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Nous pouvons alors définir I'espace des éléments de V y(g; Q) réguliers par morceaux
Hy(g;Q) == Vy(e; Q) NPHY(Q,P).

Pour un 2-indice a = (a1, a2) € N?, nous notons

Hlel
— QoL
la| :=a1 +ay et Op = gorz oy

Si O est un ouvert de R?, pour m € N et v € R, nous définissons ’espace de Kondrat’ev

VINO) = {v e L2.(0) |rlel=m+752y € L2(0), Va € N2, |of < m}

ol 7 est la distance a un point donné de O. Nous munissons 1’espace VI (0O) de la norme

1/2
_ 2
HUHW(O) = Z Hrla\ mﬂagvHo

laj<m

La fermeture de ¢5°(0) dans VI'(O) est notée V?((’))

8.2 Un résultat de décomposition des champs électriques

Démontrons un résultat de décomposition continue des champs qui appartiennent a Vy(e; Q).
Ce genre de résultats remonte aux travaux de Birman-Solomyak [13, 12, 14, 15]. Nous donnons ici
une preuve qui suit les lignes des démonstrations des théorémes 3.4 et 3.5 de [65]. Par hypothese,
la partition P de € est numérotée de sorte que KTJ et m partagent au moins une aréte, pour
j =1...N — 1. Nous appelons Ai,...,Ay_1 ces arétes. Commencgons par prouver un résultat
intermédiaire.

Proposition 8.2.1 Considérons u un élément de Vy(e; Q). Il existe u; € Hy(g;Q) et ug €
Vi (e; Q) vérifiant (rotug,1)q, = 0 pour j =1...N, tels que

U= ujp + us.
De plus, on a l’estimation de continuité
lurllprr o) + [v2llvy o) < Cllullvy o (8.1)
ot la constante C est indépendante de .

Preuve. Pour tout w € V(g; ), nous définissons m;(w) := (rot w, 1)q,, pour j =1...N.
Pour prouver le résultat cette proposition, construisons explicitement une famille ( fj)jzlmN,l
d’éléments de Hy (g;2) telle que la fonction

N—1 i
U ::u—Zcifi, avec ci:ka(u), i=1...N—1, (8.2)
i=1 k=1

vérifie automatiquement les conditions m;(us) =0, j=1...N.

Pour j = 1... N—1, introduisons n; la normale unitaire sortante a A;, dirigée de €2; vers Q;11, et 7;
tel que (7, n;) soit une base orthonormée directe. Considérons M; un point intérieur donné de A;,
et définissons r; la distance a M;. Introduisons ensuite f; := C;(;(r;)7;, ot (; € €5°(R4.), est égale
a 1 dans un voisinage de 0, & support tel que supp f,; NS = () et (supp f; N.A) C A;. La constante
C; est choisie de sorte que (rot f It l)Qj =/ A fj -T; = 1. Remarquons que par construction, on a
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Filo, 7= Fjilon T =0et efila, - mj—<efjla;, -my = 0. Puisque f; est réguliere sur Q; et ;11
(et & support dans €2; U€2;11), nous déduisons que f; appartient & Hy (€, ¢).

Maintenant, introduisons us = u— "' ¢; f; € Vy(e; Q) comme en (8.2). Vérifions que m;(ug) =
0 pour j =1...N. Tout d’abord, pour 1 < j < Net1<i<N —1, observons que

1 sij=1
mi(f;) =4 -1 sij=i+1
0 sinon .

Cette remarque permet d’obtenir
N-1
mi(ug) = mi(u) = Y cimi(f;) =ma(u) =1 = 0;
i=1
N-1
mj(uz) = m;(u) — Z cim;(f;) =mj(u) —cj+c¢j—1 =0, pourj=2...N—1,
i=1
N
mpy(uz) = my(u) + cy_1 = Zmz(u) =0 car w-7 =0 sur o.
i=1

Définissons alors w1 := S0 ' ¢; f; € Hy(Q,¢). Pour i = 1... N — 1, nous avons
Jeal < > Ima(w)] < D2 /1l lIrot ullg, < D/ 1%] lully o) -
1 k=1 k=1

k=

Nous déduisons |[u1[pgr (o) < C1 [[ully (o) Puis

||u2HVN(5;Q) < HulHVN(E;Q) + HU’HVN(E; Q) <O HU’lHPHl(Q) + HU’HVN(S; Q) -

Ainsi, nous obtenons bien (8.1). |

Cette premiere étape effectuée, nous pouvons énoncer et démontrer le résultat de décomposition
qui nous intéressait initialement.

Théoréme 8.2.2 Considérons u un élément de Vi (g; Q). Il existe ug € Hy(Q,¢) et ¢ € HY(Q)
vérifiant div (eVy) € L%(Q), tels que
U= ug + VQO.

De plus, on a l’estimation de continuité

[wollprr ) + IVellg + lIdiv (eVe)llg < Cllully ¢ o
ot la constante C est indépendante de u.

Preuve. Soit u € Vy(e; Q). En vertu de la Proposition 8.2.1, nous savons qu'’il existe u; €
Hy(Q,¢) et uz € Vy(g; Q) tels que u = uy + ug, avec (rot ug, 1), =0, pour j =1...N. De plus,
on a ’estimation

”U1HPH1(Q) + Hu2||vN(e; Q) = i HUHVN(s;m :
Commencons par étudier uz. La relation de compatibilité (rot uz, 1), = 0, pour j = 1... N, assure
qu’il existe un ¢; dans Hl(Qj), défini & une constante pres, tel que

—A¢; =rotrot p; = rotup dans€);
20,

an

=0 sur 09;. (8.3)
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Puisque le domaine Q; est convexe, nous savons que ¢; constitue un élément de H2(€;) (cf. [88,
théoreme 2.4.3]). Introduisons ensuite la fonction v telle que v|g, = rot¢; pour j = 1...N.
Elle appartient & PH!(Q,P) et l'on a I’estimation [vllprie) < Czllrot ug|lg. Par ailleurs, pour
j=1...Netk=1...nj, remarquons que

dp;
v-r?:a—nj?zo (8.4)
J

ou T? est tel que (T?, n;“ ) est une base orthonormée directe. Par conséquent, rot v appartient a L2(Q)
et w := ug — v est a rotationnel nul. Puisque O€2 est connexe, il existe un potentiel ¢ € H{(Q) (cf.
[84, théoreme 2.9]) tel que

w:VLpl.

Pour le moment, nous avons décomposé u de la fagon suivante
u=1u+v+Vy;

ottu; € Hy(Q,¢), v € PHY(Q) et 1 € H{ (). Cependant, mis & part lorsque € est constant sur €,
il n’y a pas de raison que div (cv) appartienne & L2(£2). En utilisant le théoréme 1.5.2.8 de [87] ou
le théoreme 1 de [11], on peut relever la trace normale de v; sur 9Q;. Pour j = 1... N, il existe r;
appartenant a H?(€2;) N HY(€2;) telle que

(97“]‘ k

a—%bgﬁz(v‘j-nj)bgﬁ, pour kK =1...n;j.
Définissons alors r telle que r|q, = rj pour j = 1...N. La fonction r appartient & PH2(Q, P)NH(Q)
et I'on a lestimation

HTHPHQ(Q) < Cs ”UHPHI(Q) :
Remarquons que pour pouvoir effectuer ces relevements, il faut que (v; - nf)| a0k appartienne a
J

ﬁ1/2(39§). Mais c’est bien le cas car

Yy ,
vj-né?:aji et car —,J?/:Opourk’zl...nj.
j j

Définissons ensuite uz := v — Vr. Ce champ est tel que

i) uz € L3(Q)
ZZ) U3|Qj € Hl(Qj)
iii) Totus = rotwv = rotug € L3(Q)
w) ug -Tlga=v -Tloga—Vr-Tlosa = —-Vr-Tlga =
of.(8.4) reHl(Q)

Maintenant, puisque (g;us|q, n?)’agf =0pour k=1...njet j=1...N, nous pouvons conclure

que div (eu3) constitue un élément de L2(£2). Ces arguments prouvent que wuz est un élément de
Hy(Q,¢) = Vn(s; Q) NnPHY(Q, P).

Définissons alors ¢ := @1 + 1 € H(l) (Q) et up := ug + u3. Par construction, nous avons

u=1ug+ Vo
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et div (eVyp) = div (eu) — div (eug) appartient a L2(Q). D’autre part, nous pouvons écrire

lwillpr ) + I0llpri ) + IV llpa @)
]l pr o) + (1 + C3) [[v]lpai (o)
[willpp (o) + C2 (1 4 C3) [lrot usz|lg

1 (1 + Cs (1 + 03)) HU’HVN(&; Q)

HUOHPH1(Q)

VAN VAN VAN VAN

IVellg [ = uollq
[ullvy e 0) + l[uoll

(1+C) lullv e 0

VAVARVA

ldiv(eVe)llg < [div ()l + [[div (cuo) |
v (c2) g + C [[uollpr oy

(1+CaCs) lully 0 -

IA A IA

ou Oy :=C1(1+Ca(1+C3)) et C5 := max |g;|. Ainsi, la décomposition est bien continue. ]
j

8.3 Une étude de régularité

Rappelons que €2 est un ouvert connexe borné & frontiere polygonale connexe de R?. Dans cette
section, nous allons montrer que sous certaines hypotheses que nous décrirons plus loin, le potentiel
scalaire ¢ € H}(Q) qui apparait dans la décomposition du Théoréme 8.2.2 est en fait « plus régulier
que H! ». Plus précisément, nous allons prouver qu’il existe oy > 1, qui dépend seulement de €2, de
la partition et de e, tel que ¢ € Ns <, H*(2).

Introduisons I'opérateur non borné F : Z(F) — L2(Q) tel que Fu := div (eVu) avec
P(F) = {u € HH(®) |div (eVu) € LX) }. (8.5)

Nous souhaitons étudier la régularité des éléments de Z(F'). Pour cela, donnons-nous u € Z(F)
quelconque. Parfois, nous utiliserons la notation f := Fu = div (¢Vu) € L(Q).

Débutons par quelques résultats bien connus. Classiquement [109, chapitre 2, volume 1], [88,
théoreme 2.1.3], [7], on a le résultat de régularité intérieure suivant.

Théoréme 8.3.1 Soit O un sous-ensemble ouvert de  tel que ONS = ON.A = (. Alors u
appartient a H?(O), avec l’estimation

[ullg2(o) < € ([[div (V)| + [[Vullg)
ot la constante C est indépendante de u.

D’autre part, le théoreme 2.1.4 de [88] fournit le résultat suivant de régularité au voisinage des
arétes extérieures.

Théoréme 8.3.2 Soit O un sous-ensemble ouvert de Q tel que ONS = ON Ay = 0. Alors u
appartient a H2(O), avec l'estimation

[ullg2(o) < € ([[div (V)| + [[Vullg)
ot la constante C est indépendante de u.

La partie difficile consiste bien entendu & étudier la régularité au voisinage de l'interface entre les
différents matériaux du composite.
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8.3.1 Régularité au voisinage des arétes internes

Considérons M un point intérieur de A € A;p;. Supposons que §21 et € soient deux sous-

domaines de P tels que 1Ny = A. Considérons d suffisamment petit de sorte que B(M,d)NS = ()
et (B(M,d)NA) C Aou B(M,d) note la boule de centre M et de rayon d. Bien stir, le saut de valeur
de € en A empéche a priori u d’appartenir & H2(B(M, d)). Cependant, le Théoréme 3.1.4 du Cha-
pitre 3 (voir également [72, théoréme 2.1]) va nous permettre de montrer que u; € H?(B(M,d)NQ;),

j=1,2.

Prenons le temps d’écrire le processus de localisation. Notons (r, #) les coordonnées polaires centrées
en M. La coordonnée angulaire 6 est choisie de fagon arbitraire. Introduisons x € §°(R*,[0;1]),
égale a 1 sur [0;d], a support contenu dans [0;dys]. Ici, dpy > d est suffisamment petit de sorte
que B(M,dy ) NS = 0 et (B(M,dy)N.A) C A. Définissons la fonction de troncature radiale
xm ¢ (r,0) — x(r) et les bandes infinies Z := R x I, Z; := R x I;, j = 1,2, avec respective-
ment [ := |—das;dy[, It := ]—dar; 0] et Iy := ]0;dp[. Sans perte de généralité, nous supposons
ACRx {0}, (B(M,dy)Ny) CT;, j=1,2.

Notons f le prolongement de f = Fu = div(¢Vu) par 0 & Z. La fonction yju appartient
a H{(B(M,dy)) si bien que son prolongement w par 0 & Z constitue un élément de HY(Z).
Définissons ensuite

p = (wAxa +2Vw - Vxar) + fxu € L3(Z). (8.6)

D’apres sa définition, w vérifie le probléme de transmission suivant dans la bande infinie 7

Trouver w € HY(Z) tel que

ajij =DPj dans Ij, j = 1,2
w; =0 sur 0Z; NOZ, j=1,2
wi —wo =0 sur 0Z; N 01y

Elayw1 — Ezaywz =0 sur 0Z; N O0Z1s.

En vertu du Théoreme 3.1.4 du Chapitre 3, lorsque €1 4+ €2 # 0, nous déduisons que w; et ws
appartiennent respectivement & H?(Z;) et H?(Zy) avec I'estimation

lwillpzz,) + w22z, < Cllpllz-
En utilisant I'expression (8.6) de p et en se rappelant que xps = 1 sur B(M, d), on obtient
lurllgeBaraynan) + 1v2lluzsrana,) < C (Idiv(eVu)llg + [[Vullg) .
Résumons ce résultat avec le

Théoréme 8.3.3 Soit O un sous-ensemble ouvert de 2 tel que ONS =0 et (ONA) C A = N0,
Sie;+e; #0, alors u; appartient a H2(O N Q;), u; appartient a H2(O N Q;), et on a Uestimation

luillgzonay) T 14l 2o no,) < € (1div (eVu)llg + [[Vullg)
ot la constante C est indépendante de u.
8.3.2 Régularité au voisinage des sommets extérieurs
Préliminaires

Pour procéder a I’étude au voisinage des sommets extérieurs, nous suivrons ’approche du Chapitre
3 (voir également [72]), elle-méme basée sur le papier fondateur de Kondrat’ev [100].

Comme pour ’étude au voisinage des arétes internes, commencons par introduire quelques notations
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géométriques. Pour S € Sgut, notons (r,0) les coordonnées polaires associées a S. La composante
angulaire 6 est choisie de sorte que, pour d > 0 assez petit, on ait

B(S,d)NQ = {(rcos,rsinf) | (r,0) € [0;d] x [0;Opmaz]} -
Rappelons que B(S, d) désigne la boule ouverte centrée en S et de rayon d. On a toujours 6,4, < 27.

Introduisons ensuite dg > 0 suffisamment petit pour avoir B(S,ds) NS = {S}. Introduisons
également y € €°(R4,[0;1]) égale & 1 sur [0;ds/2] et a support contenu dans [0;dg]. Alors, la
fonction de troncature radiale xg : (r,0) — x(r) est telle que supp xs NS = {S}, ou supp xs
désigne le support de xg.

Définissons Q := QN B(S, ds). Nous renumérotons les Jg sous-domaines qui possédent S comme
sommet extérieur, de 1 a Jg. De plus si nous définissons Q =Q;NB(S,ds), j=1...Jg, la

nouvelle numérotation est telle que Q et Q]H partagent au moins une aréte, pour j =1. (Js—1),

dont I'angle 6 croit avec j. Pour j = 1...Jg, do; désigne 'ouverture de Q- (avec 50] < m car
2 est convexe). Nous imposons o := 0 ainsi que 0 := 0j_1 + d0j, j = 1...Jg. Par définition,
onay iy ;. 00; = Ona. Enfin, nous introduisons les intervalles G := |oj_1;04[, j = 1...Jg,
G :=10; 04], et les secteurs angulaires non bornés

I = {(z,y) eR*|r>00€eG},

I, = {(z,y) eR?|r>0,0€G;}, j=1...Js.

Pour v € L2(Q) (resp. v € L2(T)), nous notons v; := ’U|Qj (vesp. vj :=v|r;), j=1...Js.

Nous introduisons A. g, I'ensemble des exposants de singularité associé au sommet S, qui est
par deﬁn1t10n I’ensemble des nombres complexes A € C tels qu’il existe un élément non-nul
(o, J) | € HJS H?(G;) vérifiant les équations ci-dessous :

(3 +22) ¢r,; =0 dans Gj, j=1...Jg
dx,1(0) = @r, y5(0g5) =0
o, j(05) = éx, j41(05) j=1...(Js—1)

€j009x,j(0j) = €j41000x j11(0j) j=1...(Js—1).

Nous localisons ensuite 'étude de régularité en utilisant xg. Notons f le prolongement de f par 0
a I'. La fonction ygu appartient a H(l)(Q) si bien que son prolongement w par 0 & I' constitue un
élément de H'(T'). Introduisons

p:=¢(wAxs +2Vw - Vyxgs) + sz , (8.7)

fonction de L?(I') & support compact. D’apres sa définition, w vérifie le probléme de transmission
suivant

Trouver w € HY(T') tel que
Ejij:pj dans Fj, j:1...JS
w; =0 sur 0I'y N oI’
(Pscctenr) Js =0 sur 9Ty, N AT
wj—wj_H:O suraFjﬁaFjH,jzl...(JS—l)
€j0pwj —ej410pwjp1 =0 sur OI'; N Oy, j=1... (Js —1).
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Transformée de Mellin

Pour la définition de la transformée de Mellin, rappelons un lemme classique (voir [68, annexe AA],
[119, §2, chapitre 2]) qui n’est autre qu'une reformulation du Lemme 3.2.2 du Chapitre 3.

Lemme 8.3.4 Soient v € R et s € N.
Siv € V3(T'), alors on peut définir sa transformée de Mellin

dr

r

B0\, ) = Mu(), ) = /Om ()

pour X\ € C tel que Re\ = s — v — 1. De plus, pour § :== s —~ — 1, la fonction n — 0(& + in,-)
appartient a L2(R, H*(G)).

Dans le probléme qui nous intéresse, la fonction w est dans H'(I"), & support compact. Par consé-
quent, elle appartient aussi a V%(F), pour tout v > 0. On peut donc définir sa transformée de
Mellin @(A\, -) sur la droite {A € C|Re A = —~v}, pour tout v > 0. Ainsi, A — (], -) est bien définie
sur tout le demi-plan complexe {\ € C|Re A < 0}.

Dans la suite, nous aurons besoin de travailler avec la fonction h := r2p, oul p est définie en
(8.7). Puisque p € L%(T) est & support compact, h appartient & V(l2+,y(F), pour tout v > 0. Sa

transformée de Mellin @ — h(, 6) est bien définie sur tout le demi-plan complexe {\ € C|Re A < 1}.

En multipliant par 72 les équations volumiques dans (Psecteur) €t en effectuant la transformée
de Mellin pour A € C tel que Re A < 0, on trouve que 6 — w(A, ) est solution de

€j (892+/\2) ’lf)j()\,e) :ﬁj(/\,ﬁ) dans Gj, 7=1...Jg
((@/Zsecteur) l’?l()\? O) = wAJS()V UJS) = 0 '
Wj(A; 0j) = wjt1(A, 05) j=1...(Js—1)

€j0p;(A, 05) = €j110pwj11(A, 05) j=1...(Js—1).

A

Introduisons alors le symbole de Mellin associé & (Psecteur)

Js
LN : 2(%) — [1L*Gy)
j=1

Js

v e (g (dg + N) )i

ou (%) = {v € Hy(G) |vj € H3(G;),e0)(0j) = €j410)41(05), j=1...(Js — 1)} Etudions les
propriétés de .Z.

Lemme 8.3.5 Soit A € B(—1;1). Alors, Z()\) est une application bijective de 2(Z) dans
H‘j]il L2(G;) si, et seulement si, on a X ¢ A; g.

Preuve. Si X appartient & A, g, alors Z(\) n’est pas injectif. Dans ce cas, -Z(\) n’est pas bijectif.
Supposons donc que A ne soit pas un élément de A, g. Dans ce cas, .Z/()\) est injectif. Prouvons
qu’alors Z()\) est surjectif. Considérons ¢ = (Qj)}]i1 € Hji1 L2(G;). Construisons v € 2(%) tel
que Z(N)v = q.

Pour cela, intéressons-nous d’abord au probleme posé dans G

Trouver v} € H{(G;) tel que :

P
(Z5) g; (dZ + \?) vj =¢q; dans L2(Gy),

j=1...Js. Pour j donné, le probleme (£¢) releve de l'alternative de Fredholm. Mais I'opérateur
T; == —d3 de L*(G,) , de domaine H}(G;) N H?(G}), est auto-adjoint a résolvante compacte. Son
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spectre est égal a {k‘2772/(0j — aj,1)2, k € N*}. La premicére, autrement dit, la plus petite, valeur
propre de T}, 72 /(0 — 0j—1)?, est donc plus petite que 1 car oj—0;_1 < 7. Ainsi, pour A € B(—1; 1),
A2 n’appartient pas au spectre de T;. Ceci montre que le probleme (@y), pour j = 1...Jg, est
injectif. L’alternative de Fredholm assure alors que pour tout A € B(—1; 1), le probléme (&)

possede une et une seule solution v§, j =1...Jg. Par ailleurs, en vertu des résultats de régularité

elliptiques, on a v§ € H?(G;) c €4(Gj),j=1...Js.
Considérons ensuite le probleme

Js
Trouver (v )}Ifl € H H'(G;) tel que :
j=1
(") ej(d§+)\2)v§?: dans Gj, j=1...Js
W1(0) = vl (0s5) =
v¥(0j) = v}44(0)) j=1...(Js—1)
EdeU;?(Jj) — €j+1d91)?+1(0j) = —Qjy j =1... (JS — 1)

ot le second membre a; est choisi égal a ;dpv](0;) — €j41dgv§;,(05), j=1...(Js — 1).

Si (v?);]il vérifie (2?), alors les équations volumiques impliquent U?(G) = Aj e + Bje ™ (resp.
v?(&) = A; 0+ Bj) pour A # 0 (resp. A = 0). En écrivant les conditions de transmission (au nombre
de 2(Js — 1)), et les conditions de Dirichlet homogenes en 0 et en o, on construit un systéme
algébrique de 2.Jg équations linéaires, avec 2Jg inconnues A;, Bj, j = 1...Jg. Puisque .Z(\) est
injectif, il suit que () posséde une unique solution.

Pour conclure, définissons v telle que v|g,; = v?%—v?, j =1...Jg. Cette fonction appartient & 7(.Z).
De plus, Z(A)v = q. Ceci montre que 'opérateur £ (\) est surjectif. [ |

Enoncons ensuite un résultat sur la norme de .Z(\)~'.

Lemme 8.3.6 Supposons €; +¢€j41 #0, j =1...(Jg — 1). Considérons deux nombres réels o, 8
avec o < B. Il existe ng > 0 et C > 0 indépendantes de A telles que,

Js
Y ldgvjlle, + A dovlic + A [olle < C £l
j=1

pour tout v € D(L) et tout A € C tels que |SmA| > no et a < Re A < 5.

Preuve. Nous allons démontrer ce résultat par la jolie technique d’« addition de variable » en
suivant la preuve du lemme 3.6 de [72]. Définissons les deux rectangles % := {(s,0) € R?|1/2 <
5<2et0 <0 < Opartet Zo:i=1{(s50) € R?|1/4 < s <4det0 < 0 < Opas}. Observons que
K1 C Ho. Considérons ¢ une fonction de troncature réguliere qui dépend uniquement de s telle que
¢ =1sur % et supp ¢ C Ho. Pour v € (&), définissons w : (s,0) — ((s)e*v(f). Le Théoreme
8.3.3 fournit l'estimation

JS JS
> lwjlluzenr,) < C O llejAwjllgynr, + IVw]lz,)- (8.8)
j:l j:l

Travaillons d’abord sur le terme de droite de (8.8). En remarquant que
Vu(s,0) ((d:G(s) + AC(5)X0(6) . ()M dgo(6))
A(G(s)erv(0))(s,0) = ¢(s)(df + N*)e*v(0) + 22dsC(s)eXv(0) + dZ¢(s)eXv(0);

nous pouvons écrire

Js

> llejAdw;

J=1

aor; + [Vwllz, <C (1 ZNvlle + lldevlic + A [|v]le)- (8.9)
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Pour étudier le membre de gauche de (8.8), observons que

0(0(0) = AMu(0);  dy(e>u(6)) = Mo (6):
d2(eMv(0)) = N2eMu(0); d2(e*v(0)) = eMd2v(0); dzﬂ(e)‘sv(ﬁ)) = AeMdgu(h).

Nous obtenons donc

Js Js
> lwjllweganr,) = € Idgusle, + Al Idevlle + A v]c). (8.10)
i=1 j=1

En injectant (8.9) et (8.10) dans (8.8), on trouve 23121 |dZvlla, + Al lldgvlla + A vlle <
C(|ZMvlle + |ldov|la + || |v]lG)- Ceci est équivalent &

Js
> lidgvlla; + (1Al = C) lldgvlla + Al (1Al = C) [[vlle < C 1L Mwlle-
j=1

En prenant ng = 2C, nous sommes conduits au résultat du lemme. [

Avec le théoréme de Fredholm analytique, on déduit le

Corollaire 8.3.7 Supposons €j +¢€j41 # 0, j = 1...(Jg — 1). Alors il existe deuxr nombres réels
ag, Bs avec 0 < ag < 1, 0 < g < 1 tels que (B(—ag; Bs) N Ac s) C Ri. De plus, le cardinal de
Uensemble B(—as; Bs) N Ac g est fini.

En utilisant I'identité de Parseval (cf. Chapitre 3, Lemme 3.2.2), nous pouvons énoncer le résultat
d’isomorphisme entre espaces de Sobolev & poids

Théoréme 8.3.8 Supposons €; + €41 # 0, j = 1...(Js — 1). Considérons v € R tel que
{AeClReA=1—-~}NA. 5 = 0. Alors, pour tout P € VQ(F), il existe une et une seule solu-

tion W € \O/%_l(F) au probléeme de transmission

Trouver W € V}Y_l(f‘) tel que :
ejAW; = P; dansT'j, j=1...Jg
(77 ) Wy =0 sur OI'y N 9T
sectewr) | ;. =0 sur oIy, N O
Wj*WjJrl:O SUTarjﬂaerrl,jZl...(Jsfl)
8]'89Wj — €j+189Wj+1 =0 sur 8Fj N 8Fj+1, j=1... (JS — 1).

Cette solution a pour expression

N 1 N
W (r,0) = W(r0) = M~ (L) H) (r,0) = 51 / 2NN, 0)dA
2im Re A=1—~
avec H :=r?P.

De plus, on a W; € V%(Fj), j=1...Jg, avec lestimation de continuité
Js

HWHV}VI(F) + Zl "Wj‘|vg(rj) <C ||Pva(F) :
]:

Nous avons remarqué que le second membre p qui apparait dans (Psecteur) appartient a L2(T).
Puisque p est a support compact, nous déduisons que p € Vg (T") pour tout v > 0.

Définition 8.3.9 Supposons ¢; + €j41 # 0, j = 1...(Jg — 1). Considérons v > 0 tel que
{AeC|ReA=1—-7}NA. s =0. Notons w'™ la solution du probléme (P crenr) avEC pour second
membre p.
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D’apres les résultats précédents, nous savons que w' ™Y a pour expression

w7 (r,0) > 0 (1, 0) = M (z(x)—lﬁ) (r,0) = Z;TT/% - LN AN, 0)d).
eA=1—y

De plus, w'™" appartient & \o/'ly_l(lﬂ) et wjlf'y € Vg,(l“j), j=1...Js.

Lorsque €; +¢j41 # 0, j = 1...(Js — 1), la fonction w’s, ot Bs apparait dans le Corollaire
8.3.7 est bien définie. De plus, elle est plus réguliere que H' car on a wPs ¢ \0/1_/35 (I"), avec
w’ e Vg (1)), j=1...Js.

La seconde étape dans notre cheminement va consister & prouver que w est égale & w”s. Avec ce
résultat, nous aurons la régularité supplémentaire pour S € Sgy¢. Dans la suite, nous supposerons
toujours € + €541 #0, j=1...(Js —1).

Lemme 8.3.10 Considérons A € B(—1; 0) \ A. 5. Alors w(A,-) appartient & 2(L) et

Preuve. Pour )\ tel que Re A < 0, la fonction (), -) est bien définie et elle appartient & H!(G)
en vertu du Lemme 8.3.4. Mais, comme (], ) € HY(G) constitue une solution de (Psecteur), C'est
également un élément de 2(%). Le Lemme 8.3.5 prouve alors qu’on a (), ) = Z(A\)"th(),-). =

Avec le Théoreme 8.3.8, ceci montre que

1 .
w=w=_—1 / 2N Lh(N, )dX.
Re A\=—ag

2

Lemme 8.3.11 L’application X\ — LX) h(},-), & valeurs dans P(L), définit un prolongement
méromorphe de w(A,-) sur int(B(—a; 1)), pour tout o > 0.

Preuve. En utilisant le théoréme de Fredholm analytique, on prouve que I'application A — Z(\)~!,
A valeurs dans I'ensemble des applications continues de L?(G) dans 2(.%), est méromorphe sur C.
D’autre part, A — h(], ), & valeurs dans L?(G), est holomorphe sur int(B(—a; 1)) pour tout a > 0.

Ces deux arguments conduisent au résultat du lemme. ]
Im A
° ) °
—as Re A
— e = - - —
Bs
° ¢ °
Cr

FIGURE 8.1 — Représentation du contour d’intégration Cg.

Considérons, dans le plan complexe, le contour d’intégration (voir Figure 8.1)

Cr:=[Bs —iR; Bs +iR| U [Bs +iR; —as +iR] U [~ag +iR; —ag — iR] U [~ag — iR; Bs — iR]
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A~

avec R > 0. Puisque X — 72 .Z(A\)7h(), ) est méromorphe dans la bande B(—ag; fs), le théoréme
de Cauchy indique que

| ) 1 A
Bs _ - A -1 o A —1 .
whs — w 2in/M P ZO)TO )i MT/M__QST L)L, A
_ hmR%w/ P20 (N, )dA
Cr
= > Res LN TA(A, ).

AEAc, s NB(—as; Bs)
Considérons A € A; ¢ N B(—ag; Bs). On peut montrer (voir le lemme 5.1.4, les théoremes 5.4.1
et 6.1.4 de [102]), que le résidu R)?s I Z(N)7Th(), ) est égal & une combinaison linéaire finie de

fonctions de la forme 7 Y5 _o(In7)*pr(0)/k!, avec o € HA(G). Mais d’apres le Corollaire 8.3.7,
nous savons que (A g N B(—ag; Bs)) C Ri. Puisque w”s et w appartiennent toutes les deux
localement & H' dans un voisinage de 'origine, nécessairement on a

> Res LN, ) = 0.
AEA., s NB(—as; Bs)

Ainsi, nous obtenons w = w”s. Ceci implique w € Vl_ﬁs(I‘), w; € V%_ﬁS(I‘j), j=1...Jg, avec
I’estimation de continuité du Théoréme 8.3.8

lwllys +Zng||vz Ly =Culplve_, )

ou la constante C dépend uniquement de Sg.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat de régularité au voisinage des som-
mets extérieurs. Rappelons que p, défini en (8.7), élément de L2(T") & support compact, appartient
avy (') (car Bg < 1). Par conséquent, nous pouvons écrire

HpHV(f,ﬁ T = H(x2+y2)(1—5s)/2pH
S
2 —B5)/2
HEH@H D2 ey Pl
&5 ol < Co (Ifllg + 1Vullg) -

IA

IN

Ceci conduit a

lwlivs rﬁZHwavz Lo = G (Ifllo + IVullg)

ce qui constitue le résultat de regularlte que nous cherchions pour les sommets extérieurs.

Théoréme 8.3.12 Supposons ej + €41 #0, j=1...(Js —1). Alors, pour s € ]0;1] défini dans
le Corollaire 8.8.7, on a

C ([ldiv (eVu)llq + [[Vullg)

lully L (@NB(S +ZHUJHV2 5 (N B(S,%) <

ot la constante C est indépendante de u.
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8.3.3 Régularité au voisinage des sommets internes

Considérons un sommet interne S € S;;. L’étude de régularité autour de ce sommet est tres
similaire a celle que nous avons effectuée dans la sous-section précédente, la différence principale
résidant dans le fait qu’il faut remplacer la condition de Dirichlet homogeéne en 0 et en o, = 27
par deux conditions de transmission.

Ci-dessous, nous conservons les mémes notations. Cette fois, nous définissons ’ensemble exposants
de singularité A, g associé au sommet S comme I’ensemble des nombres complexes A € C tels qu’il

existe un élément non nul (¢y j) 1 € HJS H2(G;) vérifiant :

(DF+ M) ¢y, =0 dans G, j=1...Jg
®x,1(0) = @, 55 (27)

€10pPx,1(0) = €50pP, 75 (27)

oxj(05) = P j41(0)) j=1...(Js—1)
€j0p9r,j(05) = €j+1060x j41(0) 7 =1...(Js = 1).

Nous sommes alors amenés a considérer le symbole de Mellin

Js
LN 92(%) — H L2(G
vooo— (g (de +22) ;)75
2(%) = {ve Hl(G) |v; € HZ(G]‘),'UJS(zﬂ') = v1(0), €Jsvffs(27r) = £101(0),

ejvj(0;) = €j+1vj511(05), G =1...(Js — 1)}

On peut prouver des résultats similaires aux Lemmes 8.3.5 et 8.3.6, ainsi qu’au Corollaire 8.3.7,
pour Popérateur .Z(\) ci-dessus. En suivant la démarche détaillée lors de 1’étude pour les sommets
extérieurs, on montre que

Bs _ - A -7y .
w w Z R}(\as " L(N)h(A, ).
AEAe, s NB(—as; Bs)

En procédant comme auparavant, en raison de ’absence de condition de Dirichlet homogeéne, nous
pouvons seulement conclure

Z R)(\es PN, = 2,
€A, s NB(—as; Bs)

ou zg est une constante. Cependant, cette constante ne causera pas de probléme car nous sommes
principalement intéressés par la régularité de Vu.

Résumons le résultat que nous venons d’obtenir par le

Théoréme 8.3.13 Supposons €j +¢ej1 # 0, j = 1...(Jg —1). Alors, il existe une constante zg
telle qu’on ait, avec Bs € |0; 1] défini dans le Corollaire 8.3.7,

Js

I+ 28l s+ o1+ 2l o, nais ey < € (1 €Tl + [Vulg)
J

avec C indépendante de u.
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8.3.4 Régularité globale

Revenons au probleme de régularité globale. Rappelons que pour tout S € S, Vg := QN B(S,dg)
constitue un voisinage de S tel que Vg N'S = {S}. Considérons ensuite un ouvert Vy C € tel que
VoNS =0et Q=VyU (UsesVs). Pour m € N et v € R, introduisons 1’espace

K™(Q) := {v € D'(Q) |[v € H" (V) et Vo € N, |a] < m, VS € 8,751 920 € L2(Vg)}

muni de la norme
—m+
ol = ([0lfmasyy + 3 5" 020|312,
5 (

lal<m

ou (rg,f0g) désignent les coordonnées polaires associées au sommet S.

Par ailleurs, pour j =1... N, m € N et v € R, définissons ’espace

K™ () := {v € D'() | v € H"(VyN ) et Ya € N, o] < m, VS € 8,75l 020 € L2 (VsnQ;))},

muni de la norme

2 —m+ 2 1/2
ol = (lEmpnay + 3o 1570501 00,2
|a|<m
En utilisant une partition de 'unité, et a ’aide des Théoremes 8.3.1, 8.3.2, 8.3.3, 8.3.12 et 8.3.13,
nous pouvons conclure au résultat de régularité globale suivant.

Théoréme 8.3.14 Supposons que pour tout couple de sous-domaines (§2;,€2;) de  partageant une
aréte, on ait ; +€; # 0. Introduisant, B := minges Bs, on a l’estimation

N
19ullo e + - IVl ayye < € (ldiv (Vg + [Vallg)
j=1

ot la constante C est indépendante de u.

8.4 Injection compacte de Vy(s; Q) dans L*(Q2)

Nous disposons maintenant de tous les outils pour prouver que l'injection de Vi (e; Q) dans
L?(Q) est compacte.

Théoréme 8.4.1 Soit Q C R? un ouvert borné connexe a frontiére polygonale connexe, partitionné
en N sous-domaines polygonaux disjoints §1;. Supposons que pour tout couple de sous-domaines
(2,9;) de Q partageant une aréte, on ait €; +€; # 0.

Alors, Uinjection de V x(g; Q) dans L*(Q) est compacte.

Preuve. Considérons (u,)nen une suite bornée d’éléments de Vi (g; €2). Le Théoreme 8.2.2 assure
qu’on peut associer & (uy)nen deux suites (ugn)neny € Ha(2,6)N et (¢0n)nen € 2(F)Y, telles que

Uy = Ugn + Ve , ¥n € N.

De plus, ce méme théoreme indique que (ugn)neny est bornée dans PH!(Q,P), tandis que
(div (Vo)) pen €t (Von)nen sont bornées respectivement dans L?(Q) et L*(9).

Or nous savons que PH!(Q, P) s’injecte de facon compacte dans L?(2). Pour le voir, on peut re-
marquer que PHY(Q,P) C Ns<1/2H(Q), et que H*(2) s’injecte de facon compacte dans L3(Q)
pour tout s > 0, lorsque €2 est borné.

11 suffit donc d’étudier la suite (V,)nen. Notons 8 := minges Bs, ou les nombres réels Sg sont
définis dans le Corollaire 8.3.7. Le Théoreme 8.3.14 prouve que les suites (Vgon\gj)neN sont bornées
dans K%_B(Qj)z, pour j =1...N. Puisque § >0,ona 1— [ < 1, et donc K%_Ig(Qj)2 s’injecte de
fagon compacte dans L?(€;) (cf. [102, lemme 6.2.1]), pour j = 1... N. Ceci achéve la preuve.  m
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¢ EXEMPLE DU COIN INTERIEUR. Pour la géométrie de la Figure 8.2 pour laquelle l'interface
présente un angle droit, le Théoréeme 8.4.1 indique que 'injection de V(g; Q) dans LQ(Q) est
compacte des lors que le contraste k. = e3/e1 est différent de —1. C’est mieux que le résultat du
Théoreme 7.4.5 du Chapitre 7 qui nécessite ’hypothese k. ¢ [—3; —1/3]. Le résultat de compacité du
Théoreme 8.4.1 constituera un ingrédient important lorsqu’on souhaitera déterminer un nouveau
cadre fonctionnel pour les équations de Maxwell pour un contraste en ¢ situé dans l’intervalle
critique. Ce nouveau cadre, que nous ne développerons pas dans ce mémoire, devra pouvoir prendre
en compte les gradients des singularités propagatives introduites dans le Chapitre 5.

9

Qo

FIGURE 8.2 — Une configuration pour laquelle le Théoreme 8.4.1 est plus efficace que le Théoreme
7.4.5.

Remarque 8.4.2 [l devrait étre possible d’affaiblir les hypothéses du Théoréme 8.4.1 pour pouvoir
traiter le cas d’un e régulier sur chaque élément de la partition P et le cas de sous-domaines
Q;, 1 =1...N, a frontiére polygonale curviligne. Nous n’étudierons pas ces questions ici et nous
renvoyons le lecteur a [87, 69] pour les idées permettant de telles extensions.

8.5 Un exemple d’injection non compacte de Vy(c; Q) dans L*((Q)

Pour conclure ce chapitre, présentons un exemple d’injection non compacte de V(g; 2) dans
L%(Q). Définissons Q := ]—1;0[ x J0;1[, Q2 := ]0;1[ x J0;1[ et Q := ]—1;1[ x ]0; 1[. Ainsi, Q est
symétrique par rapport a 'axe (Oy). D’apres le Théoréme 8.4.1, 'injection de V y(g; ) dans L?(1)
est compacte lorsque €1 + €2 # 0. Par contre, ce n’est pas le cas lorsque €1 + 9 = 0 comme l'indique
la

Proposition 8.5.1 Supposons €1 + eo = 0. Alors Uinjection de Vi (g; Q) dans L?(Q) n’est pas
compacte.

Preuve. Pour démontrer ce résultat, nous nous inspirons de la preuve de la proposition 2.7 de
[2]. Définissons l'aréte A := Q5 N Q1. Rappelons que H'/2(A) désigne le sous-espace de H'/2(A)
constitué des éléments dont le prolongement par 0 & R appartient & H'/?(R). Introduisons (¢*)en
une suite d’éléments de H'/2(A), faiblement convergente vers 0 dans H'/2(A), qui ne possede pas
de sous-suite fortement convergente dans H'/2(A).

Pour tout k£ € N, considérons les solutions des problemes

Trouver ¢} € H'(Q) tel que Trouver ©§ € H'(Qs) tel que
Ak =0 Ak =0
k et k
¢iloanon, = 0 e3loanon, = 0
©Fla = g 514 = g

En utilisant la symétrie du probléeme, on montre facilement que

O (x,y) = p5(—x,y),  ppt. (z,9) € Q.
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De plus, puisque le contraste est égal & —1, 'élément ¢ de H{(Q) tel que ¢*|q, := o et ©F|q, := ¢h
vérifie div (eV*) = 0.

Par construction, la suite (¢¥)gen est bornée dans H!(2) et converge faiblement vers 0 dans H' (1)
car I'application ¢* — ¢* est continue de H/ 2(A) dans H}(£2). Mais il n’existe pas de sous-suite de
(©*)ren qui converge fortement vers 0 dans H' () (raisonner par I'absurde en utilisant la continuité
de l’application trace sur A).

Définissons ensuite u* := V¢*. Pour tout k¥ € N, on a rotu* = 0 et div(cu*) = 0. La suite
(uF)pen est bornée dans Vy(g; Q) et converge faiblement vers 0 dans L%(Q). D’autre part, on ne
peut pas extraire de (u¥)gen une sous-suite qui converge fortement (vers 0) dans L?(£2). Pour mon-
trer ce dernier résultat, on raisonne par ’absurde : supposons qu’il existe une sous-suite (ﬁk) ken de
(uF)pen qui converge fortement dans L2(€). Alors la sous-suite correspondante (@¥)ren converge
fortement (vers 0) dans H!(2), d’ot1 I'absurdité. |



CHAPITRE NEUF

EQUATIONS DE MAXWELL EN 3D

Les résultats de ce chapitre feront probablement 1’objet de la publication :

[20] A.-S. BONNET-BEN DHIA, L. CHESNEL et P. CIARLET JR. : T-coercivity for the Maxwell
transmission problem between a dielectric and a negative material. En cours, 27 pages, 2012.

Sommaire
Introduction . . . . . . . o 0 o L e e e e e e e e e e 211
9.1 Miseen placeduprobleme. . . . . ... ... ... .. 000 0. 213
9.2 Formulations équivalentes . . . . . .. ... ... 00 e e 214
9.2.1 Probléme pour le champ électrique . . . . . . . .. ..o 214
9.2.2 Probleme pour le champ magnétique . . . . . . . ... Lo 216
9.3 Eclairage : T-coercivité dans Vy(1; Q) et Vp(1; Q) .. oo v oo v 217
9.3.1 Etude pour le champ électrique avec une permittivité e =1 . . . . . .. .. 217
9.3.2 Etude pour le champ magnétique avec une perméabilité p=1. . . . . . .. 218
9.4 Résultatsde compacité . . ... .. ... o o oo oo e 219
9.4.1 Injection compacte de Xn(g; Q) dans L*(Q) . . . . ... ... ....... 219
9.4.2 Tnjection compacte de Xy (p; Q) dans L*(Q) . . . .. ... ... ... ... 220
9.5 Caractere bien posé des problémes initiaux . . . . . ... ... ... ... 221
9.6 Illustrations . . . . . . . . . 0 0 i i i i i e e e e e e 223
9.6.1 Domaine symétrique . . . . . . .. ..o 223
9.6.2 Aréte prismatique . . . . ... L 224
9.6.3 Coinde Fichera . . . . . . . .. ... 225
9.6.4 Cavité non symétrique . . . . . . . .. 225
9.7 Extension : probléemes scalaires non injectifs . . . ... ... ... .. .. 226
9.7.1 Problémes scalaires non injectifs : formulations équivalentes . . . . . . . .. 228
9.7.2 Problemes scalaires non injectifs : résultats de compacité . . . ... .. .. 229
9.7.3 Problémes scalaires non injectifs : retour aux problémes initiaux . . . . . . 229
9.8 Extension : géométries non triviales . . . . ... ... ... .. 0000 231
9.8.1 Géométries non triviales : résultats de compacité . . . . . .. ... ... .. 234
9.8.2 Géométries non triviales : retour aux problémes initiaux . . . . . .. .. .. 235
Introduction

ous continuons I’étude des équations de Maxwell en régime harmonique en temps dans
un matériau composite plongé dans un conducteur parfait. Le matériau composite est

¢S, modélisé par une permittivité diélectrique € et une perméabilité magnétique p qui va-
e

rient en espace. Nous souhaitons plus particulierement nous intéresser a des matériaux composites

211



212 Chapitre 9. Equations de Maxwell en 3D

mélangeant matériaux positifs et matériaux négatifs. Il est bien connu que les métaux, sous la
fréquence plasma, présentent une permittivité a partie réelle négative (cf. Chapitre 4). Or de nom-
breux métaux possedent une fréquence plasma située dans 'ultraviolet si bien que dans le visible,
la partie réelle de € est négative. La perméabilité u reste par contre positive indépendamment de
la fréquence. Récemment, les physiciens sont parvenus a concevoir des matériaux a perméabilité
négative pour certaines plages de fréquences et méme des matériaux doublement négatifs, c’est-a-
dire, des matériaux qui, apres homogénéisation, se comportent comme si € et p étaient toutes les
deux négatives. Indiquons que ce sont ces derniers « métamatériaux » qui permettent d’obtenir
le spectaculaire effet d’indice de réfraction négatif. L’association de matériaux classiques avec des
matériaux négatifs ouvre la voie a des applications trés prometteuses telles que les guides d’ondes
plasmoniques, les lentilles parfaites [148, 113, 134], les piéges a photon, les cavités sous-longueur
d’ondes [76] ... De nouveau, indiquons que les expérimentations dans ces domaines sont longues
et coliteuses & mettre en place, notamment en raison de 1’échelle nanométrique des structures.
C’est pourquoi, 'on cherche a les remplacer par des simulations numériques. Or d’un point de
vue mathématique, le changement de signe des coefficients physiques présente des difficultés rela-
tivement inhabituelles tant d’un point de vue théorique que numérique [131, 137, 80]. De fagon
générale, les questions auxquelles nous devons répondre sont les suivantes. Peut-on étendre les
théories classiques pour traiter les configurations dans lesquelles € et/ou u changent de signe? Si
ce n’est pas possible, peut-on déterminer un nouveau cadre fonctionnel dans lequel on retrouve
un probléme bien posé et des propriétés de stabilité? Dans la suite, nous allons considérer des
permittivités et perméabilités a valeurs réelles. Réexpliquons pourquoi. Pour les applications, ’'on
cherche & travailler avec des matériaux aussi peu dissipatifs que possible et le comportement d’un
matériau légérement absorbant est trés lié au comportement du matériau sans dissipation. Par
conséquent, il est important de bien comprendre les propriétés du probleme idéal non dissipatif.
Nous renvoyons le lecteur au Chapitre 4 pour ces questions de modélisation.

Pour les configurations 2D telles que les guides 3D invariants dans une direction, les équa-
tions de Maxwell se raménent a des problémes scalaires mettant en jeu les opérateurs —div (oV-)
avec condition de Dirichlet ou de Neumann, o étant égal & ¢! ou u~!. Nous avons étudié en détail
ces problémes scalaires dans les Parties I et II (voir également [23, 155, 25, 129]). Ces problémes
sont bien posés au sens de Fredholm si le contraste (rapport des valeurs de o de part et d’autre
de l'interface entre les matériaux) est situé en dehors d’un intervalle critique contenant toujours la
valeur —1. Cet intervalle se réduit & {—1} si et seulement si I'interface est réguliere (voir également
[66] pour une approche reposant sur les équations intégrales). Pour un contraste égal a -1, les
problémes sont séverement mal posés dans H!. L’influence des coins, observée dans [145, 149], a
été clarifiée dans [72, 26, 138] ainsi que dans le Chapitre 5. Lorsque linterface entre le matériau
positif et le matériau négatif présente un coin, selon la valeur du contraste, les problémes scalaires
peuvent étre mal posés (non Fredholm) dans H' en raison de l'apparition de deux « singularités
propagatives » au niveau du coin. Nous pouvons définir un nouveau cadre fonctionnel en ajoutant
I'une de ces singularités dans ’espace. Le caractére bien posé du probleme est alors obtenu en
imposant une condition de radiation, justifiée par un principe d’absorption limite, au niveau du coin.

Pour les problemes scalaires, la théorie commence & étre assez claire. A présent, notre objec-
tif consiste a étendre ces résultats pour étudier les équations de Maxwell. Nous souhaitons en
particulier développer une technique variationnelle pour obtenir le caractere bien posé de ces
équations. Les techniques variationnelles sont intéressantes car elles permettent de considérer des
configurations relativement générales pour lesquelles l'interface et les coefficients e, et pu, p~!
sont lipschitziens. Il est compliqué d’adapter ’approche géométrique présentée dans le Chapitre 1
pour traiter les problémes vectoriels en raison de la nature des espaces utilisés pour les équations
de Maxwell. C’est pourquoi nous procéderons différemment. Nous recourrons de nouveau a la
technique de la T-coercivité mais sous une forme plus abstraite. Nous allons prouver que 'on peut
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construire des opérateurs de T-coercivité qui permettent de restaurer une certaine positivité des
lors que les probléemes scalaires 3D associés sont bien posés. Lorsque les contrastes en € et en u
sont situés dans les intervalles critiques, ’étude reste & mener pour obtenir un probleme bien posé
dans un cadre fonctionnel ad hoc.

Présentons maintenant le plan de ce chapitre. Nous commencons par définir le probléeme et
introduire les notations dans la Section 9.1. Dans la Section 9.2, nous donnons des formula-
tions équivalentes des équations de Maxwell dans les espaces V y(e; ©) pour le champ électrique et
Vr(u; ) pour le le champ magnétique. Dans ces espaces, nous imposons la condition de divergence
nulle. La Section 9.3 contient I'idée principale de ce chapitre. Nous montrons comment construire
des opérateurs de T-coercivité pour les équations de Maxwell lorsque les problemes scalaires 3D
associés sont bien posés. Dans un souci pédagogique, nous présentons d’abord le procédé pour les
configurations canoniques ¢ = 1 pour le champ électrique et ¢ = 1 pour le champ magnétique.
Ensuite, nous utilisons ces résultats et une astuce de [41] pour prouver que les espaces Vy(e; Q)
et Vp(u; Q) s’injectent de fagon compacte dans L?(Q) := L2(Q)3, prolongeant ainsi les résultats
de [24]. De nouveau, soulignons que ces résultats n’existent pas dans la littérature lorsque ¢ et
1 changent de signe. Dans la Section 9.5, nous énoncgons et prouvons le résultat principal de ce
travail : les probléemes de transmission pour les équations de Maxwell pour le champ électrique et
le champ magnétique sont bien posés des lors que les problémes scalaires associés possedent une
unique solution. Nous illustrons ce résultat sur une série de géométries canoniques. Enfin, nous
présentons quelques généralisations. Dans la Section 9.7, nous nous intéressons a des configurations
pour lesquelles les problemes scalaires sont bien posés au sens de Fredholm mais avec un noyau non
réduit a zéro. Dans la Section 9.8, nous considérons le cas d’'un domaine non simplement connexe
a frontiere non connexe!. Cette derniére étude permet de traiter les domaines non simplement
connexes a frontiére connexe ainsi que les domaines simplement connexes a frontiére non connexe.

9.1 Mise en place du probléme

Considérons 2 un domaine de R3, i.e. un ouvert borné connexe & frontiere 92 lipschitzienne.
Dans l'introduction du Chapitre 7, nous avons vu que les équations de Maxwell en régime périodique
en temps s’écrivent

rot E —iwpH =0 et rotH +iwecE=J dans . (9.1)

Ci-dessus, E et H désignent respectivement les champs électrique et magnétique. Le terme source
J est la densité de courant. Nous faisons 'hypotheése que le milieu §2, composé d’un ou plusieurs
matériaux, est plongé dans un conducteur parfait si bien qu’on a les conditions aux limites suivantes

Exn=0 e pH-n=0 surd, (9.2)

ou n désigne le vecteur unitaire normal a 02, dirigé vers ’extérieur. Nous supposons que la permit-
tivité diélectrique ¢ et la perméabilité magnétique u, a valeurs réelles, appartiennent a L>°(Q2) avec
el € L>®(Q) et p~! € L®°(Q). Introduisons quelques espaces usuels dans ’étude des équations de
Maxwell :

L) = L%

H(rot; 2) = {ueL*(Q)|rotucL}(Q)};

Hy(rot; Q) = {uc H(rot; Q)|u xn =0 sur 0Q};

V(& Q) = {ueH(rot; Q)|div({u) =0, u x n =0 sur 9N}, pour { € L>®(Q);
V(& Q) = {ue€H(rot; Q)|div({u) =0, éu-n =0 sur 0N}, pour{ € L>X(N).

1. La Figure 9.2 a la fin de ce chapitre présente un exemple de domaine non simplement connexe a frontiére non
connexe.
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Nous munirons les espaces H(rot ; Q), Hy(rot; Q), VN(&; Q) et V(& Q) du produit scalaire
(.’ ’)I‘Ot = (.7 )Q + (rot .7r0t )Q

La densité de courant J est choisie dans L?(Q) avec divJ = 0. Nous notons indistinctement (-, )q
(resp. ||-||) les produits scalaires (resp. normes) de L2(Q2) et L%(Q2). Si (E, H) vérifient les équations
(9.1)-(9.2), E et H sont respectivement solutions des problémes

Trouver E € H(rot; ) tel que :
rot y 'rot E — w?E = iwJ dans (9.3)
Exn =0 sur 012,

Trouver H € H(rot ; ) tel que :

rotc 'rot H — w?uH = rote'J dans (9.4)
uwH -n = 0 sur 0f2 ’
e l(rot H—-J)xn =0 sur 0f2.

Comme nous 'avons indiqué dans l'introduction, nous souhaitons déterminer des criteres sur ¢ et
p pour assurer que les problemes (9.3) et (9.4) sont bien posés au sens de Fredholm (noyau et
conoyau de méme dimension finie). Classiquement pour 1’étude des équations de Maxwell, notre
stratégie va consister, dans un premier temps en tout cas, a travailler dans ’espace V y(g; Q) pour
le champ électrique et dans l'espace Vp(u; Q) pour le champ magnétique. En effet, par exemple,
si E vérifie (9.3) et si w # 0, alors div (¢E) = 0, et donc E appartient & ’espace V y(e; ). Pour
montrer que le probleme pour le champ électrique est bien posé au sens de Fredholm, nous aurons
alors besoin de prouver que I'injection de Vi (g; Q) dans L?(Q) est compacte et que l'opérateur
rot = 1rot - : Vy(g; Q) — V(g Q)* définit un isomorphisme (ou au moins un opérateur Fredholm
d’indice zéro). De méme, pour montrer que le probleme en champ magnétique (9.4) est bien posé
au sens de Fredholm, il faut prouver que l'injection de Vo (y; Q) dans L?(2) est compacte et que
lopérateur rot e 'rot- : Vop(u; Q) — Vrp(p; Q)* constitue un isomorphisme (ou au moins un
opérateur Fredholm d’indice zéro).

9.2 Formulations équivalentes

Commencons par donner des formulations équivalentes pour le probléeme (9.1)-(9.2) dans les

espaces Vy(g; Q) et Vp(p; Q).

9.2.1 Probleme pour le champ électrique

Considérons a® la forme bilinéaire telle que a®(p, ') = (eVp, Vy')q pour tout ¢, ¢’ € H(Q).
Avec le théoréme de représentation de Riesz, définissons l'opérateur A° : H{(Q) — H{(Q) tel
que, pour tout ¢, ¢ € H5(Q), (V(A%p), V¢')a = a®(p,¢’). Sur H(Q), nous définissons la norme
H‘”Hé @) = IV - [[o. Maintenant, introduisons une hypothese portant sur le probleme scalaire pour
le champ électrique. Ici, C' > 0 est une constante.

(e Il existe un isomorphisme T¢ de H{(€2) tel que
| 1@, T 2 C el Ve € HY(9).

Lemme 9.2.1 L’hypothése (H) est vérifie si et seulement si A° : H{(Q) — H{(Q) constitue

un isomorphisme de Hy(S). Dans ce cas, pour tout f € H™1(Q), il eviste une unique solution au
probléeme

1 .

Trouver ¢ € HO(QJZ tel que : (9.5)

—div (eVyp) =
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On a alors ’estimation de continuité ||%0||H5(Q) < C || fllg-1(), ot € > 0 est une constante indé-
pendante de f.

Remarque 9.2.2 Nous avons vu dans le Chapitre 1 comment construire les opérateurs T¢ selon les
configurations. Il faut avoir en téte que (#2) est une hypothése portant uniquement sur les valeurs
de € et sur la géométrie du domaine.

Preuve. Le résultat de ce lemme important est fourni par le Théoreme 2.1.4 du Chapitre 2. Nous
en redonnons la preuve, trés simple, sur ce cas particulier.

Supposons I'hypothése (7#) vérifiée. Puisque T¢ définit un isomorphisme de H{ (), ¢ vérifie (9.5)
si et seulement si ¢ est une solution du probléeme « trouver ¢ € H{(Q) tel que a(p, T¢') =
(f, T°¢")q, pour tout ¢’ € H(Q) » ot (-, ) désigne le crochet de dualité H~1(Q2) x H}(Q). Le
théoréme de Lax-Milgram permet de conclure que le probleme (9.5) est bien posé car (p,¢’) —
a® (i, Te¢') est coercive sur Hj(Q2) x H} () par hypothese. Cette approche montre que A° constitue
un isomorphisme de H{(€2).

Réciproquement, si A° définit un isomorphisme de H%(Q), en prenant T = A€, on trouve, pour
v € HY(Q), |a* (¢, T°0)| = | 4°¢l[F () = C llelin0)- =

Théoréme 9.2.3 Supposons w # 0.
1) Si (E, H) vérifie (9.1)-(9.2) alors E est une solution du probléme

Trouver E € V(e; Q) tel que :

/ p'rot E-rot E' —w*E-E = iw/ J E VE' € Vy(g; Q). (9:6)
Q Q

2) Supposons Uhypothése (H2) vérifiée. Si E satisfait (9.6) alors (E, (iwp) 'rot E) est une solution
de (9.1)-(9.2).

Preuve. 1) Si E vérifie (9.1)-(9.2), alors E est une solution de (9.3). D’autre part, puisque w # 0,
on a div (¢E) = 0. Ceci montre que E satisfait (9.6).

2) Maintenant, prouvons que si E € Vy(e; Q) C Hy(rot; Q) vérifie (9.6) alors E est une
solution du probléeme

Trouver E € Hy(rot; ) tel que :

/ p'rot E-rot E' —w’cE-E' = iw/ J-E, VE' € Hy(rot; Q).
Q Q

(9.7)

Pour tout E’ dans Hy(rot ; ), le Lemme 9.2.1 indique qu’on peut construire ¢ € H}(Q) tel que
div (eVy) = div (e E’). L’élément E’'—V appartient a Vy(e; ). En remarquant que (e E, V)q =
0 et (J,Vp)g =0 (rappelons que divJ = 0), on obtient

/,uflrotE-rot E —W*E - F :iw/ J-E.
Q Q

Mais (9.3) et (9.7) sont équivalents. Par conséquent, si E satisfait (9.6) alors E est solution de
(9.3). Il ne reste plus qu’a observer que dans ce cas, (E, (iwp) 'rot E) vérifie (9.1)-(9.2). ]

Avec le théoreme de représentation de Riesz, introduisons 'opérateur borné o/ (w) : Vy(e; Q) —
V(e; Q) tel que

(IN(W)E, E ot = (u 'rot E,rot E')q — w?(cE,E')q, VE,E € Vy(c; Q). (9.8)
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9.2.2 Probléeme pour le champ magnétique

Pour I’étude du champ magnétique, introduisons ’espace des fonctions a moyenne nulle
HL(Q) = {go cH'(Q)| /ng — o} .

La seule constante appartenant a H#(Q) est zéro. En utilisant le théoréme de Rellich qui indique
que linjection de H'(2) dans L2(f2) est compacte et puisque, par hypothése, 2 est connexe, on
montre en raisonnant par ’absurde le

Lemme 9.2.4 L’application (p, ") — (Vo, V' )q définit un produit scalaire sur H#(Q) La norme
associée est notée ||'||H;(Q).

Considérons a* la forme bilinéaire telle que a*(p, ') = (uVp, V' )q pour tout ¢, ¢’ € H%E(Q) Avec
le théoréme de représentation de Riesz, définissons 'opérateur A* : H:}# Q) — H%(Q) tel que, pour
tout ¢, ¢’ € H#(Q), (V(AFp), V' )a = a*(p,¢’). Comme pour I'étude du champ électrique, intro-
duisons une hypothése associée au probléme scalaire 3D pour le champ magnétique. De nouveau,
C > 0 est une constante.

- Il existe un isomorphisme T de H#(Q) tel que
W] (e, ™al 2 C gl ) Ve € HY(9).

Lemme 9.2.5 L’hypothése (J,) est vérifiée si et seulement si A¥ constitue un isomorphisme de
H#(Q) Dans ce cas, pour tout f € L2(Q) tel que Jo [ =0, il existe une unique solution au probléme

Trouver ¢ € H#(Q) tel que :
—div (uVe) = f dans (9.9)
1 Onp = 0 sur 0.

On a alors Uestimation de continuité HcpHH;#(Q) < C | fllg, ou C > 0 est une constante indépendante
de f.

Remarque 9.2.6 Soulignons que (7,) constitue une hypothése portant seulement sur les valeurs
de p et sur la géométrie du domaine.

Preuve. Supposons I'hypothese (77],) vérifiée. Dans ce cas, T# définit un isomorphisme de H%é (Q).
Puisque f satisfait la relation de compatibilité [, f = 0, la fonction ¢ est solution de (9.9) si et seule-
ment si elle vérifie le probléme « trouver ¢ € H#(Q) tel que a*(p, THY') = (f, TH¢' )q, pour tout ¢’ €
H(Q) ». Mais le Lemme 9.2.4 assure que (¢, ¢') = a*(p, T¢') est coercive sur Hy () x Hy(Q).
On peut alors conclure que le probléme (9.9) est bien posé avec le théoreme de Lax-Milgram. On
déduit que A* constitue un isomorphisme de H# (Q).

Réciproquement, si A¥* définit un isomorphisme de H;E(Q), en prenant T# = A*, on trouve, pour

tout ¢ € HL(Q), [a*(p, )| = HA#‘:OHIQ{;#(Q) >C H‘:OHIQ{:L(Q)‘ u

En adaptant la preuve du Théoréme 9.2.3, on obtient le

Théoréme 9.2.7 Supposons w # 0.
1) Si (E, H) vérifie (9.1)-(9.2) alors H est une solution du probléme

Trouwver H € Vp(u; ) tel que :

/ e 'rot H - rot H' —wz,uH~H/ = / e 1J - rot H', VH' € Vr(u; Q). (9.10)
Q Q

2) Supposons Uhypothése () vérifiée. Si H satisfait (9.10) alors (i(we) (rot H — J), H) est
une solution de (9.1)-(9.2).
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Avec le théoreme de représentation de Riesz, introduisons l'opérateur borné o/r(w) : Vp(u; Q) —
Vr(u; Q) tel que

(r(w)H, H')ror = (¢ 'rot H,rot H')q — w?(uH, H')q, VH, H' € Vp(u; Q). (9.11)

9.3 Eclairage : T-coercivité dans Vy(1; Q) et Vy(1; Q)

Dans un souci pédagogique, présentons la technique de la T-coercivité pour les équations de
Maxwell 3D sur les cas académiques : € = 1 pour le champ électrique et ¢ = 1 pour le champ
magnétique. Cette étude sera utile pour deux raisons. D’une part, les résultats obtenus servi-
ront & prouver les résultats d’injection compacte de Vi (e; Q) et Vp(u; Q) dans L3(Q). D’autre
part, cela donnera un apergu de la méthode a employer pour étudier les opérateurs <7y (0) et 277 (0).

Avant de débuter, rappelons ici les propriétés connues pour les espaces Vy(1; Q) et Vp(1; Q)
(cf. [150, 2]).

— L’injection de Vy(1; ) dans L?(Q) est compacte. De plus, lorsque 92 est connexe, application
(u,v) — (rot u,rot v)g définit un produit scalaire sur Vy(1; ) et la norme associée est équiva-
lente & la norme canonique u — (u, u)iﬁ

— L’injection de V(1; Q) dans L%(Q) est compacte. De plus, lorsque Q est simplement connexe,

Papplication (u,v) — (rot u,rot v)q définit un produit scalaire sur V(1; Q) et la norme associée
1/2

est équivalente & la norme canonique u — (u, w), 5 -

9.3.1 Etude pour le champ électrique avec une permittivité ¢ = 1
Intéressons-nous d’abord au probleme pour le champ électrique.

Lemme 9.3.1 Soit Q un domaine simplement connexe tel que OS2 soit connexe. Supposons I’hypo-
thése (J,) vérifiée. Alors, il existe un isomorphisme T : Vn(1; Q) = Vn(1; Q) tel que

(n'rot u, rot Tv)g = (u~'rot Tu,rot v)g = (rotu,rot v)q, Vu,v € Vy(1; Q).  (9.12)

Preuve. x Définition de T. Considérons v € V(1; ).
i) Définissons ¢ 'unique élément de H#(Q) tel que

/ uVp - Vo' = / protwv -V, Vo' € H%E(Q)
Q Q

La fonction ¢ est bien définie car nous avons supposé I'hypothese (7, vérifiée.

ii) Observons ensuite que p(rot v — Vi) constitue un élément de L?(Q) & divergence nulle tel que
p(rot v—Vo)-n = 0 sur I9Q. Puisque (2 est simplement connexe et puisque 92 est connexe, d’apres
le théoreme 3.17 de [2] (voir aussi le théoreme 3.6 de [84]), puisque (2 est simplement connexe et
puisque IS est connexe, il existe un unique potentiel Tv € Vy(1; ) tel que rot Tv = p(rot v—Vyp).
Ce procédé définit un opérateur continu T : Vn(1; ) — V(1; Q).

* Propriété de positivité. Pour tout u,v € V(1; ), on calcule alors

(" 'rot u,rot Tv)g = (u 'rot u, u(rot v — Vy))q = (rot u,rot v)q,

car u x n = 0 sur d9Q. Notons que nous avons également (u~'rot Tu,rot v)y = (rot u, rot v)g.
* T est un isomorphisme de Vy(1; Q). Reprenons l'opérateur champ électrique @y (w)
Vn(l; Q) — V(1; ) défini en (9.8). L’identité précédente permet d’écrire

(N (0)(Tw), v)rot = (1 'rot Tu, rot v)q = (rot u, rot v)q, Vu,v € Vy(1; Q).

Puisque 02 est connexe, lapplication (u,v) — (rotu,rotv)q constitue un produit scalaire sur
Vi (1; Q). Par conséquent, 'opérateur <7y (0)oT est un isomorphisme de V x(1; €2). Puisque o/ (0)
est autoadjoint, nous déduisons que @y (0) et T définissent des isomorphismes. ]
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Nous déduisons la

Proposition 9.3.2 Soit Q un domaine simplement conneze tel que OS) soit connexe. Supposons
Uhypothése () vérifiée et € = 1. Alors, le probléme pour le champ électrique (9.6) posséde une
unique solution qui dépend continiment de la donnée J, pour tout w € C\.%#, ot ¥ est un ensemble
dénombrable possédant l’infini comme seul point d’accumulation possible.

Preuve. D’apres le Lemme 9.3.1, U'opérateur @y (0), avec € = 1, définit un isomorphisme lorsque
I'hypothése (%) est vérifiée. Puisque Vv (1; ) s’injecte de fagon compacte dans L?(Q), @y (w)
différe de o/ (0) d’une perturbation compacte pour tout w € C. Le théoréme de Fredholm analytique
permet alors de conclure. [

Remarque 9.3.3 Tout ce que venons de faire dans ce paragraphe fonctionne également en rem-
placant hypothése « € = 1 » par Uhypothése « € > C > 0 ». Pour traiter le cas d’un coefficient
e présentant un changement de signe, nous aurons besoin de supposer l'hypothése (HZ) vérifiée
pour powvoir construire un opérateur T qui soit bien d valeurs dans V y(g; Q) et pour montrer que
Vi (e; Q) s’injecte de fagon compacte dans L2(Q).

9.3.2 Etude pour le champ magnétique avec une perméabilité p = 1

Etudions maintenant le probléme pour le champ magnétique.

Lemme 9.3.4 Soit Q un domaine simplement connexe tel que 02 soit connexe. Supposons l’hypo-
thése (H2) vérifiée. Alors, il existe un isomorphisme T de Vp(1; Q) tel que

(e7'rot u, rot Tv)g = (¢ 'rot Tu,rot v)g = (rot u, rot v)g, Vu,v € Vp(1; Q). (9.13)

Preuve. La preuve est tres similaire a celle du Lemme 9.3.1, les différences portant uniquement
sur les conditions aux limites.

* Définition de T. Considérons v € Vp(1; Q).

i) Définissons d’abord ¢ 1'unique élément de H(€2) tel que

/ eVyp - -Vy' = / erotv -V, V' € Hy(Q).
Q Q

La fonction ¢ est bien définie car nous avons supposé (%) vérifiée.

ii) Ensuite, remarquons que e(rotv — Vi) constitue un élément de L?(Q) & divergence nulle.
D’apres le théoréme 3.12 de [2], puisque € est simplement connexe et puisque Jf2 est connexe, il
existe un unique potentiel Tv € Vr(1; Q) tel que rot Tv = e(rot v — V). Ceci définit un opérateur
T continu de Vp(1; Q) dans Vp(1; Q).

* Propriété de positivité. Pour tout u,v € Vp(1; ), on trouve

(e7'rot u,rot Tv)g = (¢ 'rot u,e(rot v — Vi))q = (rot u, rot v)q,

car o = 0 sur 9Q. On a également (¢~ 'rot Tu,rot v)g = (rot u,rot v)q.
* T est un isomorphisme de Vp(1; ). Reprenons l'opérateur champ magnétique @p(w) :
Vr(1l; Q) = Vr(1; Q) défini en (9.11). Nous pouvons écrire

(/7 (0)(Tw), v)rot = (¢ 'rot Tu, rot v)g = (rot u, rot v)g, Yu,v € Vp(1; Q). (9.14)

Puisque Q est simplement connexe, l’application (u,v) — (rot u, rot v)q définit un produit scalaire
sur Vp(1; Q). L’égalité (9.14) prouve donc que 277 (0) o T est un isomorphisme. Puisque 277(0) est
autoadjoint, nous pouvons affirmer que @77(0) et T constituent des isomorphismes de V(1; §2). m
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En procédant comme pour la Proposition 9.3.2, on prouve la

Proposition 9.3.5 Soit Q un domaine simplement connexe tel que 02 soit connexe. Supposons
Uhypothése (A2) vérifiée et = 1. Alors, le probléme pour le champ magnétique (9.10) posséde une
unique solution qui dépend continiment de la donnée J, pour tout w € C\.%, ou ¥ est un ensemble
dénombrable possédant l'infini comme seul point d’accumulation possible.

Remarque 9.3.6 Comme dans la Remarque 9.5.3, indiquons que l’analyse que nous avons déve-
loppée dans ce paragraphe est également valide en remplacant Uhypothése « =1 » par Uhypothése
«p>C >0 ». Lorsque pi change de signe, il faut supposer Uhypothése (H,) vérifiée pour pouvoir
construire un opérateur T d valeurs dans Vr(u; Q) et pour prowver le résultat d’injection compacte

de Vo (u; Q) dans L2(Q).

9.4 Résultats de compacité
Définissons les espaces, pour & € L>(),

Xy Q) = qu € H(rot; Q) |div(¢u) € L2(Q), u x n =0 sur 9Q | ;
Xr(& Q) = JucH(rot; Q)|div(éu) € L2(Q), éu-n =0 sur 90} .

Nous les munissons de la norme u +— (|Jul|3 + [|div (€u)||Z, + |[rot u||3)'/2. Dans ce paragraphe,
nous prouvons que Xy (g; Q) et X7 (u; Q) s’injectent de fagon compacte dans L%(Q) lorsque (2) et
(€,) sont vérifiées, étendant ainsi les théoremes classiques de [150, 117]. Ceci constitue un résultat
un peu plus général que celui dont nous avons besoin pour notre étude, a savoir I’injection compacte

de Vy(g; Q) et Vr(u; Q) dans L2(9Q).

9.4.1 Injection compacte de Xy(¢; Q) dans L*(1)
Commencons par étudier ’espace des champs électriques.

Théoréme 9.4.1 Soit Q un domaine simplement conneze tel que 02 soit connexe. Supposons
Uhypothése (A2) vérifice. Alors Uinjection de Xy (e; Q) dans L2(Q) est compacte.

Preuve. Soit (u,) une suite bornée de Xy (e; ). Définissons f, := div (cu,) et F, := rot u,. Les
suites (f,,) et (F,,) sont respectivement bornées dans L2(Q) et dans L2(Q2). D’apreés le Lemme 9.2.1,
il existe, pour tout n € N, ¢, € H§(Q) tel que div (eVp,) = div (eu,). La fonction (u, — V),
élément de L?(0), est & divergence nulle. Puisque 9 est connexe, il existe (voir [2], théoréme 3.12)
un potentiel w,, appartenant a Vr(1; Q) tel que rot w,, = e(u, — Vi, ). Ainsi, pour tout n € N,
on a u, = Vo, + e~ lrot w,. Montrons qu’on peut extraire de (Vn) et (rot w,) des sous-suites
qui convergent dans L2(€).

Le Lemme 9.2.1 assure que (¢,) reste bornée dans H}(Q). Puisque T¢ est continu de H{(Q)
dans H}(9), la suite (T°p,) est également bornée dans H{(2). Mais H}(€2) s’injecte de facon
compacte dans L2(£2). Par conséquent, on peut extraire de (y,) une sous-suite (toujours notée
(©n)) telle que (T¢¢,) converge dans L2(Q). Introduisons ¢nm = ©n — ©m €t fam = fn — fm. Par
linéarité, on a —(eVonum, V' )a = (fum, ¢')a pour tout ¢’ € H{(Q). En choisissant ¢’ = T@,m, on
obtient

¢ ||<)0an2Hé(Q) < 1(EVenm, V(T onm))al = |(fam: T@nm)al -

Ceci montre que la suite (V,,) est de Cauchy dans L?(2), donc qu’elle converge.

Maintenant, travaillons sur la suite (rot w,). Nous savons que w — ||rot w||, définit une norme
sur Vp(1; ). Par conséquent, la suite (wy,) est bornée dans V7 (1; ) et nous pouvons en extraire
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une sous-suite, toujours notée (w,), qui converge dans L?(Q). En vertu du Lemme 9.3.4, il existe
un isomorphisme T de Vp(1; ) tel que

‘(8_11'017 w, rot Tw)g‘ = |rot w||3, Vw € Vp(1; Q).

Comme T est continu, la suite (Tw,) est bornée dans Vp(1; Q). Ainsi, nous pouvons extraire
de (w,) une sous-suite, toujours notée (w,), telle que (Tw,) converge dans L?(2). Introduisons
Wy = Wy, — Wy, et Frpy = F,, — F . Puisque rot e 'rot w,, = F,, dans Q et (¢ 'rot w,) xn =0
sur 99, on a (e~ 'rot wym,rot w')g = (Fum,w')q pour tout w’ € Vp(1; Q). En testant avec
w’' = Twy,,, on trouve :

[rot wnm”?z = |(Fnm: Twnm)al -

Par conséquent, la suite (rot w,) est une suite de Cauchy dans L?(Q2). Elle converge donc. [ |

Corollaire 9.4.2 Soit Q un domaine simplement connexe tel que 0S) soit connexe. Supposons [’hy-
potheése (%) vérifiée. Alors il existe une constante C telle que

|ullg < C [rotully,  Vue V(s Q). (9.15)
Ainsi, Uapplication (u,v) — (rotu,rotv)q définit un produit scalaire sur Vy(e; Q) et la norme
associce est équivalente a la norme canonique w (u,u)ic/,f

Preuve. Pour prouver ce corollaire, il suffit de montrer I’estimation (9.15). Raisonnons par ’absurde
en supposant qu’il existe une suite (u,) d’éléments de Vy(e; Q) telle que

Vn e N, [unllgp =1 et Jim_[|rot u,||q = 0.

D’aprés le Théoreme 9.4.1 d’injection compacte, nous pouvons extraire de (u,) une sous-suite
(toujours notée (u,)) qui converge vers u dans L?(Q2). Par construction, on a |ju|y, = 1. On vérifie
aisément que rot u = 0 p.p. dans . De plus, u,, appartient & Hy (rot ; 2) pour tout n et donc, u
est un élément de Hy (rot ; Q). Puisque 02 est simplement connexe, on déduit (cf. [45], théoréme
8) qu’il existe un potentiel scalaire ¢ € H}(2) tel que u = V¢ dans Q. Enfin, on remarque que
div (eu) = 0 et donc div (eVy) = 0. Le Lemme 9.2.1 implique ¢ = 0 et donc u = 0. Ceci conduit a
une absurdité car on doit avoir |ju|lg = 1. ]

9.4.2 Injection compacte de Xr(y; Q) dans L*()

Travaillons a présent sur 'espace des champs magnétiques.

Théoréme 9.4.3 Soit Q2 un domaine simplement connexe tel que O soit connexe. Supposons
Uhypothése () vérifiée. Alors, Uinjection de Xr(u; Q) dans L?(Q) est compacte.

Preuve. Soit (u,) une suite bornée d’éléments de Xp(u; ). Définissons f,, := div (pu,) et
F, := rotwu,. La suite (f,) est bornée dans L?(Q) tandis que (F,) est bornée dans L2(Q).
Pour tout n € N, puisque [, div (pu,) = [yo pttn, - n = 0, le Lemme 9.2.5 permet de construire
©n € H%E(Q) tel que div (pVey) = div (puy,). Remarquons ensuite que p(u, — Vi) constitue
un élément de L2(Q) & divergence nulle tel que p(u, — Ve,) -n = 0 sur Q. Puisque Q est
simplement connexe, d’apres le théoreme 3.17 de [2], il existe un potentiel w,, € V(1; Q) tel que
rot w, = p(u, — V(pn). Ainsi, pour tout n € N, nous avons u, = Vo, + /Flrot Wy,.

On montre ensuite comme dans la preuve du Théoreme 9.4.1, en utilisant ’hypothese (J¢,),
qu’on peut extraire de (V) et (rot w,) des sous-suites qui convergent dans L?(Q). ]
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Comme précédemment, ce théoréme permet d’obtenir le

Corollaire 9.4.4 Soit Q) un domaine simplement connezxe tel que ) soit connexe. Supposons l’hy-
pothése (7,,) vérifiée. Alors, il existe une constante C telle que

|ull, < C [rotulg,,  VYu e Vr(u; Q). (9.16)

Ainsi, Uapplication (u,v) — (rotu,rot v)q définit un produit scalaire sur Vp(u; Q) et la norme
1/2

associée est équivalente a la norme canonique u — (u,w) Ly .

9.5 Caractére bien posé des problémes initiaux

Nous étendons les résultats des Lemmes 9.3.1 et 9.3.4 pour pouvoir traiter le probléme en champ
électrique (resp. champ magnétique) lorsque € (resp. u) change de signe. Nous précisons ainsi la
Remarque 9.3.3 (resp. Remarque 9.3.6).

Lemme 9.5.1 Soit Q un domaine simplement connexe tel que 0L soit connexe. Supposons les
hypothéses () et (J,) vérifiées. Alors :

o [l existe un isomorphisme T¢ de V (g; Q) tel que

(p trot u, rot T°v)q = (p 'rot T°u,rot v)g = (rot u,rot v)q, Yu,v € Vy(e; Q). (9.17)
e [l existe un isomorphisme TH de Vp(u; Q) tel que

(e7'rot u, rot THv)q = (¢ 'rot THu,rot v)q = (rot u,rot v)g, Yu,v € Vp(u; Q). (9.18)

Preuve. Les premieres étapes de construction des opérateurs T¢ et T# vont étre les mémes que
celles des Lemmes 9.3.1 et 9.3.4. Nous les rappelons néanmoins dans un souci de clarté. Bien sir,
pour obtenir des champs appartenant a Vi (g; ) et Vr(y; Q) (au lieu de V(15 ) et V(15 2)),
il va falloir rajouter une étape.

* Définition de T°. Considérons v € V(g; Q).

i) Introduisons ¢ l'unique élément de H# (Q) tel que

/ uVe -V = / protv -V, Vo' € H#(Q)
Q Q

La fonction ¢ est bien définie car nous avons supposé (/) vérifiée.

ii) Remarquons ensuite que p(rotv — V) constitue un élément de L(Q2) & divergence nulle tel
que p(rotv — Vi) - n = 0 sur 09Q. Puisque 2 est simplement connexe et puisque 92 est connexe,
d’apres le théoreme 3.17 de [2], il existe un unique potentiel @ appartenant & Vi (1; ) tel que
rot ¢ = p(rotv — Vo).

iii) Considérons ¢ 1'unique élément de H}(€2) tel que

/EVC-VC’:/ eV, W e HY(Q).

Q Q

La fonction ¢ est bien définie puisque nous avons supposé (#Z) vérifiée.

iv) Définissons enfin lopérateur T¢ : V(g5 Q) — V(g Q) tel que T*v = ¢ — V( pour
CAS VN(E; Q)

* Définition de T*. Considérons v € Vp(u; ).
i) Introduisons ¢ I'unique élément de H§(92) tel que

/ eV -V = / erotwv -V, Yo' € H(Q).
Q Q
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La fonction ¢ est bien définie puisque nous avons supposé (#Z) vérifiée.

ii) Ensuite, observons que e(rot v — V) est dans L?(Q), & divergence nulle. Puisque Q est sim-
plement connexe et puisque 02 est connexe, en vertu du théoreme 3.12 de [2], il existe un unique
potentiel ¢ € V(1; Q) tel que rot ¢ = e(rot v — Vo).

iii) Considérons ¢ 'unique élément de H#(Q) tel que

I . / / 1
[uveve = [up-ve v e

La fonction ¢ est bien définie car (J7],) est vérifiée.
iv) Définissons enfin l'opérateur TH : Vp(u; Q) — Vp(u; Q) tel que THo = ¢ — V({ pour
v € Vr(u; Q).

Un calcul simple conduit alors & (9.17) et (9.18). En procédant comme dans les Lemmes 9.3.1 et
9.3.4, en utilisant les Corollaires 9.4.2 et 9.4.4 qui prouvent que (u,v) — (rot u,rot v)g constitue
un produit scalaire sur V(g; Q) et sur Vp(p; §2), on montre a posteriori que T¢ et T# définissent
respectivement des isomorphismes de Vy(g; ) et V(u; Q). |

Nous disposons a présent de tous les outils pour démontrer le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 9.5.2 Soit Q un domaine simplement conneze tel que ) soit connexe. Effectuons les

hypothéses () et () :

Il existe un isomorphisme T de H{(Q) tel que

T
) | 1eVe, V(Te)al 2 C el ). Vo € HY(Q).
11 existe un isomorphisme T de HL,(Q) tel que
(%) 2 # 1
“E Ve V(Tr))al 2 C el ). Ve € Hy ().

Alors on a les résultats suivants.
o [l existe une unique solution au probléeme pour le champ électrique

Trouver E € V(g; Q) tel que :

/ p~'rot E-rot E' — w’cE - E' = iw/ J-E', VE €Vy(sQ), (9.19)
Q Q

qui dépend continiment de la donnée J, pour tout w € C\.&, ou ./ est un ensemble dénombrable
possédant linfini comme seul point d’accumulation possible.
o [l existe une unique solution au probleme pour le champ magnétique

Trouwver H € Vp(p; Q) tel que :

/ e lrot H rot H' — w?uH - H' = / e 1 - rot H' VH' € Vr(u; Q),
Q Q

qui dépend continiment de la donnée J, pour tout w € C\.7.
o Les équations de Mazwell (9.1)-(9.2) possédent une unique solution pour tout w € C\.%.

Preuve. Commencons par le premier point. Le Lemme 9.5.1 assure qu’il existe un isomorphisme
T¢ : V(e Q) — V(e Q) tel que (u,v) — (p 'rot u,rot Tv)q soit coercive sur V(g; Q) x
Vi (g; Q). Maintenant, puisque T¢ est un isomorphisme, le champ E vérifie (9.19) si et seulement
si E satisfait le probleme

Trouver E € V(g; Q) tel que :
/ urot E - rot (T°E') — w?eE - (T°F') = iw / J-(T°E)), VE € V(e Q).
Q Q
Or d’apres le Théoreme 9.4.1, l'injection de Vi (g; Q) dans L2(Q) est compacte. Par conséquent,

I’alternative de Fredholm est vérifiée pour ce probleme. Le second point se montre de la méme fagon
tandis que le troisiéme s’obtient a partir des Théorémes 9.2.3 et 9.2.7. [
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9.6 Illustrations

Nous appliquons le Théoréme 9.5.2 dans quelques configurations simples. Nous nous intéressons
a des situations pour lesquelles le milieu est constitué de deux matériaux différents. Pour modéliser
ce probléme, nous supposons 2 divisé en deux sous-domaines Q; et Qg avec Q = Qy U Qs et
Q1 NQ = (. Notons X := 901 \ 9Q = 905 \ 0N2. Introduisons e1 et uy (resp. €2 et o) deux éléments
de L*°(4) (resp. L*°(£22)). Définissons les fonctions ¢ et p telles que €|, = €; et ulo, = u pour
k = 1,2. Nous supposons {27 occupé par un matériau positif usuel et €29 rempli d’un matériau
possiblement négatif (pour € et/ou u). Pour cela, nous effectuons les hypotheses suivantes :

— il existe une constante C' telle que €1 > C >0 et uy > C > 0 p.p. dans Q5 ;
— il existe une constante C' telle que €2 > C > 0 p.p. dans 2 ou g5 < —C' < 0 p.p. dans Qs ;
— il existe une constante C' telle que ps > C' > 0 p.p. dans Q2 ou pg < —C < 0 p.p. dans {2s.

Sous ces hypothéses, on a e~! € L>®(Q) et u~t € L>°(Q). Définissons alors

+ . + . — — . —
o ==supoi, 05 :=suplog|, o] :=info; et o, :=inf|oy|, pour o =c¢,p.
(921 Qo 2 Q9
De fagon générale, si v est une fonction mesurable sur €, nous utilisons la notation vy = v|q,,

k=1,2.

0%

FIGURE 9.1 — Géométries canoniques : domaine symétrique, aréte prismatique, coin de Fichera et
cavité non symétrique.

9.6.1 Domaine symétrique

Soit 2 un domaine symétrique, au sens ou 2y est 'image de {29 par une symétrie. Sans perte
de généralité, nous supposons que l'interface ¥ est incluse dans le plan z = 0 (voir la Figure
9.1, a gauche, pour un exemple). Considérons les opérateurs R; et Ro respectivement définis par
(Rip1)(w,y,2) = ¢1(x,y, —2) et (Raypa)(w,y,2) = pa(x,y, —z) pour ¢ € HY(Q). Définissons les
opérateurs Ty et To tels que :

) e dans 0 ) o1 —=2Ropo  dans
iy = { —pa+2R1p1  dans Qo T2 { — 9 dans Q9 (9-20)

En remarquant que T o Ty = T9 0 To = Id, on déduit que Ty et To constituent des isomorphismes de
HY(Q). Les restrictions T§ et T§ de T et To & Hj(£2) sont des isomorphismes de H ().
Introduisons la forme linéaire v : HY(Q) — R telle que v(¢) = [ ¢/ Jo 1. Définissons alors les
opérateurs T4 et T4 tels que, pour tout ¢ € H%(Q), Tio = Tip — Y(T1p) et Tho = Tap — Y(T2p).
Remarquons que T{ et T, sont bien a valeurs dans H%&(Q) De plus, on a

TV (Tp) = T{(Tip—7(Tip)) = Ti(Tig —¥(Tip)) — Y(T1(Tie — Y(T1p)))
= ¢ —Ti(V(T1p)) — (¢ — T1(v(T1p)))
= ¢ —T1i(v(T1p)) + Y (T1(v(T1))) = o
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Ainsi, T{ o T{ = Id. De méme, on montre que T5 o T) = Id. Ceci prouve que T} et T sont des
isomorphismes de H%é ().

Proposition 9.6.1 (DOMAINE SYMETRIQUE)

Supposons que € vérifie e > C > 0 p.p. dans Q ou max(ey /ey, &5 /e7) > 1.

Supposons que p vérifie p > C >0 p.p. dans Q ou max(uy /ug, py /ui) > 1.

Alors les équations de Mazwell (9.1)-(9.2) possédent une unique solution pour tout w € C\.%, ou
< est un ensemble dénombrable possédant l'infini comme seul point d’accumulation possible.

Preuve. Pour démontrer ce résultat, il suffit d’appliquer le Théoréeme 9.5.2. Pour vérifier les hypo-
theses (J2) et (J,), on travaille avec T° et T# comme dans les tableaux suivants.

Pour e>C>0 | e /eg >1 | e5/ef >1
Prendre T® égal a Id Tg T

Pour p>C>0 | py/py >1 | py/uy >1
Prendre T# égal a Id T/ TS

Lorsque € et p sont constantes de part et d’autre de l'interface, ’énoncé de la Proposition 9.6.1 se
simplifie.

Proposition 9.6.2 (DOMAINE SYMETRIQUE : COEFFICIENTS CONSTANTS PAR MORCEAUX )
Supposons que €1, €9, p1 et g soient des constantes. Supposons de plus ke := e3/e; € C*\{—1}
et ky = pa/p € C\{—1}. Alors les équations de Mazwell (9.1)-(9.2) possédent une unique solu-
tion pour tout w € C\.%7, ot . est un ensemble dénombrable possédant l’infini comme seul point
d’accumulation possible.

9.6.2 Aréte prismatique

Considérons la géométrie de la Figure 9.1, milieu-gauche. Introduisons les coordonnées cylin-
driques (1,6, z) centrées sur l'aréte et telles que les coordonnées cartésiennes vérifient (z,y,z) =
(rcos@,rsinf, z). Notons H > 0 la hauteur du cylindre, R > 0 son rayon. Pour 0 < a < 2,
définissons

Qy :={(rcosf,rsinf,2)|0<r<R,0<f0<a,0<z<H};
Qo :={(rcosf,rsinb,z)|0<r< R, a<<2m,0<z< H}.

Introduisons les deux opérateurs Ry et Ry tels que (Rip1)(r,0,2) = @i(r, 5% (0 — 2m),2) et
(Raw2)(1,0, 2) = @a(r, %% 6 + 27, z) pour p € H(Q).
En procédant comme pour le domaine symétrique, on obtient la

Proposition 9.6.3 (ARETE PRISMATIQUE)

Définissons I := max (52—, 21=2),

Supposons que & vérifie e > C > 0 p.p. dans Q ou max(e] /e5 &5 /e]) > L.

Supposons que p vérifie > C >0 p.p. dans Q ou max(uy /ug, py /i) > Ia.

Alors les équations de Mazwell (9.1)-(9.2) possédent une unique solution pour tout w € C\.7, ou
< est un ensemble dénombrable possédant infini comme seul point d’accumulation possible.

Proposition 9.6.4 (ARETE PRISMATIQUE : COEFFICIENTS CONSTANTS PAR MORCEAUX )

Supposons que 1, €2, ju1 et jia soient des constantes. Définissons I, := max(5-*—, QTT_O‘) Supposons
ke i=ea/e1 € C\[—1n; —1/14] et Ky := po/p1 € C\[—1n; —1/1,]. Alors les équations de Mazwell
(9.1)-(9.2) possédent une unique solution pour tout w € C\.7, ot .# est un ensemble dénombrable

possédant linfini comme seul point d’accumulation possible.
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9.6.3 Coin de Fichera

Considérons la géométrie de la Figure 9.1, milieu-droite. Plus précisément, définissons
Q=] — 1;1[3, avec 1 :=]0; 1[3, et Qg := Q\ Q.

Introduisons les opérateurs Ry, Ra, tels que, pour ¢ € HY(Q),

o1(—z,y,2) dans Q4 :=] — 1;0[x]0; 12
o1(z, —y, 2) dans Q3 :=]0;1[x] — 1;0[x]0; 1]
<p1(:v,y, z) dans Q3 :=]0; 1[>x] — 1;0]
(Rip1)(z,y,2) = p1(—x, -y, 2) dans  QF :=] — 1;0[%>x]0; 1] ;
o1(—z,y,—2)  dans Q3 :=] —1;0[x]0;1[x] — 1;0]
o1(z, —y, —2) dans € :=]0;1[x] — 1;0[?
o1(—z,—y,—z) dans QF:=]—1;0]3
(RQQPQ)(SU’ Y, Z) = P (*.T, Y, Z) + @%(Ia -Y, Z) + (P%(.T, Y, *Z)

1
2
—@3(—.%, Y, Z) - (,Og(—l', Y, _Z) - @g(.’L’, Y, —Z)
+905(_‘T’_y7 _Z)'

Ci-dessus, pour £ =1...7, cpg désigne la restriction de @9 a Qé.
De nouveau, en procédant comme pour le cas du domaine symétrique, on obtient la

Proposition 9.6.5 (COIN DE FICHERA)

Supposons que € vérifie e > C > 0 p.p. dans  ou max(e] /eg,e5 JeT) > 7.

Supposons que p vérifie p > C >0 p.p. dans Q ou max(uy /ug, py /uf) > 7.

Alors les équations de Mazwell (9.1)-(9.2) possédent une unique solution pour tout w € C\.7, ou
< est un ensemble dénombrable possédant linfini comme seul point d’accumulation possible.

Proposition 9.6.6 (COIN DE FICHERA : COEFFICIENTS CONSTANTS PAR MORCEAUX )
Supposons que €1, €2, pu1 et o soient des constantes. Supposons k. = e9/e1 € C*\[-7;—1/7] et
Ky = po/pm € C\[=T;—=1/7]. Alors les équations de Mazwell (9.1)-(9.2) possédent une unique
solution pour tout w € C\.&7, ot & est un ensemble dénombrable possédant l'infini comme seul
point d’accumulation possible.

9.6.4 Cavité non symétrique

Considérons la cavité non symétrique de la Figure 9.1. Plus précisément, définissons
Q = {(z,y,2) €] — a;b[x]0;1[x]0;1[}, @1 :=] — a;0[x]0;1[x]0;1[ et Qo :=]0;b[x]0;1[x]0;1]
avec a > 0 et b > 0. L’interface X est alors égale a {0}x]0; 1[x]0; 1[. Supposons que €1, €2, 1 et o
soient des constantes. Nous définissons k. := ea/e1 et Ky, := pa /1.

Rappelons que dans le §9.2.1, nous avons défini I'opérateur A° tel que, pour tout ¢, ¢’ € H}(Q),
(V(A%p), V' )a = (eVe,V¢')q tandis que dans le §9.2.2, nous avons introduit I'opérateur A* tel
que, pour tout o, ¢’ € H#(Q), (V(AFp), V')a = (uVp, V¢ )q. Pour cette géométrie particuliere,
nous savons (voir le Chapitre 1) que l'opérateur A® (resp. A*) est Fredholm d’indice zéro si et
seulement si k. # —1 (resp. k, # —1). Pour appliquer le Théoreme 9.5.2, nous avons besoin que
AF et A" soient des isomorphismes. Par conséquent, nous allons étudier la question de 'injectivité
de A et A*. Commengcons par A°. Considérons ¢ un élément de H}(92) tel que A°p = 0. Le couple
(1, p2) vérifie les équations

Ap; = 0 dans Qq; 1 — P2 = 0 surX;
Aps = 0 dans Qo; €101 — €20,p20 = 0 sur 2.
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En décomposant ¢ et 3 en série de Fourier (la famille {(y, 2) = sin(mmy) sin(n7z)};7 ,—; constitue
une base hilbertienne de L2(]0; 1[x]0; 1[)), nous obtenons
1@, 2) = 552, 0, ™ sinh(vimZ T 2 (z + a)) sin(mry) sin(nr2)
et pa(x,y,2) = D02 >y i sinh(vm? + n?n(z — b)) sin(mny) sin(nnz),
ou " et 5" sont des constantes. De plus, les conditions de transmission impliquent,
T sinh(vm? + n?ma) = —§" sinh(vV'm? + n?wb
V(m,n) € N* x N¥, P sinb( ) 25" sinh( ) (9.21)

e cosh(vm? + n’ma) = @i"ey cosh(vm? + n2rb)

Pour chaque (m,n) € N* x N*| il existe une solution non triviale au systéme (9.21) (en (7", ©5"™))
si et seulement si

0 = egsinh(v'm? + n?wa) cosh(vVm? 4+ n?xwb) + £1 sinh(vm? 4+ n27wb) cosh(vm? + nma)
tanh(v/m? 4 n27b)
tanh(v/m? 4 n2ra)

Par conséquent, A® constitue un isomorphisme de H}(€2) si et seulement si #. n’est pas un élément
de

& ke =

= {—tanh(v/m? + n2zb)/ tanh(v/m? + n?ma), (m,n) € N* x N} U {-1}. (9.22)

En procédant de la méme fagon, en remplacant les « sin » par des « cos » et les « sinh » par des
« cosh » pour satisfaire la condition de Neumann, on montre que A* définit un isomorphisme de
H#(Q) si et seulement si x, n’appartient pas a

J, = {—tanh(vVm? + n?mwa)/ tanh(vVm? + n?xb), (m,n) € N* x N} U {-1}. (9.23)

Remarque 9.6.7 La fonction g : z — — tanh(z7b)/tanh(zma) est continue sur Ry, strictement
décroissante si a > b et strictement croissante si a < b. De plus, on a lim,_, . g(z) = —1.

Remarque 9.6.8 Pour cette géométrie 3D particuliere, on retrouve le résultat du Théoréme 7.2.1

du Chapitre 7 pour les géométries 2D : le probléme avec condition de Dirichlet pour le contraste k.

est bien posé si et seulement si le probleme avec condition de Neumann est bien posé pour Kk, = kot

Nous déduisons la

Proposition 9.6.9 (CAVITE NON SYMETRIQUE : COEFFICIENTS CONSTANTS PAR MORCEAUX )
Supposons que €1, €2, 1 et po soitent des constantes. Supposons k. = e3/e1 € C\JK. et Kk, =
pa/p1 € C\I,, avec H. et J, définis respectivement en (9.22) et (9.23). Alors les équations
de Mazwell (9.1)-(9.2) possédent une unique solution pour tout w € C\.#, ot .¥ est un ensemble
dénombrable possédant linfini comme seul point d’accumulation possible.

9.7 Extension : problémes scalaires non injectifs

Dans les paragraphes précédents, nous avons introduit les formes bilinéaires a® et a* telles que

a(p,¢) = (eVe, Ve a, Ve, € HY(Q),
a(p,¢") = (Ve Ve)a,  Ve,¢ € Hy().

Avec le théoreme de représentation de Riesz, nous avons défini les opérateurs

A HG(Q) - HE(Q)  tel que  (V(A%9), Ve )a =a(p,¢'), Ve,¢' € Hj(Q),
et AF:HL(Q) = HL(Q) tel que (V(AFp), V@)g =al(p,¢'), Ve,¢ € Hy(Q).
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Le Théoreme 9.5.2 indique que les équations de Maxwell (9.1)-(9.2) sont bien posées au sens de
Fredholm lorsque A° et A* définissent des isomorphismes. Dans cette section, nous souhaitons
nous intéresser & des configurations pour lesquelles A et A* sont des opérateurs Fredholm d’in-
dice zéro mon injectifs. Dans I'exemple de la cavité non symétrique décrit dans le §9.6.4, ceci
correspond & considérer la situation ot k. € JF\{-1} et r, € J,\{—1}. Par souci de conci-
sion, nous nous concentrerons sur des cas pour lesquels A® et A* possedent tous les deux un
noyau non réduit a zéro. Lorsqu’un seul des opérateurs n’est pas injectif, la méthode a utiliser
pour étudier les équations de Maxwell se déduit facilement de la démarche que nous allons présenter.

Supposons donc que la géométrie et les parametres physiques ¢,y soient tels que A° : H{(Q) —
Hi(Q) et A* : H#(Q) — H#(Q) constituent des opérateurs Fredholm d’indice zéro non injectifs.
Introduisons {A$}X une base de ker A% telle que (VAS, VA%)a = dij et {\} VY une base de ker A#
telle que (VA}', VA )q = d;;. Définissons les espaces S° et S tels que

1 1
Hy(Q) =ker A°®S° et HL(Q) = ker A* & SV,
Considérons les formes bilinéaires a® et a* telles que

&E(<p7(pl) = (€V¢7V(pl)ﬂa Vgpjgplesg’
a'(p, ') = (WVe,Ve')a, Vo, €Sk

Avec le théoreme de représentation de Riesz, définissons les opérateurs

A58 =S telque  (V(A%),Ve)g =a(p,¢'), Ve,¢ €5,
et AF:SH = SH tel que (V(AFp), Vi )a =a'(p,¢’), Ve,¢ € SH

Classiquement (voir [116]), on a la
Proposition 9.7.1 Les opérateurs A® : S — S et A" : S* — St définissent des isomorphismes.

A présent, remarquons que pour i = 1. .. N¢, pour tout w € C*, VA satisfait le probleme homogene
pour le champ électrique (9.6) posé dans V y(g; Q) mais pas le probléme homogene (9.3) posé dans
Hy(rot; Q). De méme, pour i = 1...N¥, pour tout w € C*, VA! vérifie le probléme homogeéne
pour le champ magnétique (9.10) posé dans Vp(u; 2) mais pas le probleme homogene (9.4) posé
dans H(rot ; Q). Par conséquent, les Théoremes 9.2.3 et 9.2.7 ne sont manifestement plus valides
lorsque A€ et A* possédent un noyau non réduit & zéro.

Cette observation importante nous encourage a écrire des formulations des équations de Max-
well dans des espaces différents de V(g; Q) et Vp(u; Q). De fagon peut-étre contre intuitive,
pour éliminer les noyaux vect(VA§,...,VAL.) et vect(VAY,...,VAy,.) des formulations posées
respectivement dans Vy(e; Q) et Vp(u; ), nous allons enrichir les espaces variationnels. La
démarche inverse, consistant a travailler dans des espaces plus restreints, dans lesquels on aurait
éliminer vect(VA§,...,VA§:) et vect(VAY,...,VAR,), semble poser probléme pour prouver un
résultat d’équivalence avec les équations de Maxwell initiales. Introduisons

V(e Q) = {u € Hy(rot; Q) [ (eu, Vip)o =0, Yy € S°};

Vr(p; Q) :={u € H(rot; Q)| (pu, Vo)q =0, Yy € SF}.

Notons qu'on a Vy(e; Q) € Vn(e; Q) et V(s Q) C Vop(u; Q). Précisons le lien entre ces espaces
avec les lemmes suivants.

Lemme 9.7.2 Pour i = 1...N¢, il existe A5 € V(g; Q) tel que (eA7,VA5)a = 6ij, pour j =
1...N¢. On déduit 3
V(e Q) = V(e Q) @ vect(A5Y.
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Preuve. Pour j = 1...N¢, introduisons la forme linéaire £; sur Vy(e; Q) définie par ¢;(v) =

(ev, V)\?)Q. Montrons que la famille ¢4, ..., ¢y< est libre. Donnons-nous N¢ constantes aq, ..., apye
telles que Z;V:: @jl; = 0. Dans ce cas, pour tout v € Vy(e; Q), on a (sv,zgl a;jVAS)q = 0.
Ceci implique (Ew,zj-v:l ajVA3)a = 0 pour tout w € Hy(rot; ). Pour le voir, pour

w € Hy(rot; Q), introduisons ¢ € S° la fonction telle que (eVy, Vy¢')g = (ew, V¢')q pour
tout ¢’ € 8. On a w — Vi € Vy(&; Q). Puisque (eVp, VA5)g =0, j = 1... N, on obtient bien
(ew, Y00, ajVAS)q = 0.

En utilisant la densité de €5°(Q)2 € Hy(rot; Q) dans L%*(Q2), on déduit Zj-v:el a;Vas = 0.

Puisque la famille Af, ..., Ay constitue une base de ker A%, on a oy = -+ = aye = 0. Ceci acheve
de montrer que /1, ..., ¢y est libre. En utilisant le Théoréme 7.3.5 de base antéduale du Chapitre
7, on obtient le résultat du lemme. [

En procédant de la méme fagon, on prouve le

Lemme 9.7.3 Pour i = 1...N", il existe AY € V(u; Q) tel que (uAf,V)\?)Q = 0;5, pour j =
1...N". On déduit .
V(s Q) = Vr(e; Q) @ vect(AM)N.

)

9.7.1 Problémes scalaires non injectifs : formulations équivalentes

Maintenant, nous pouvons donner des formulations équivalentes au probleme (9.1)-(9.2) dans
les espaces Vi (g; Q) et Vp(u; Q).

Théoréme 9.7.4 Supposons w # 0. Supposons l'opérateur A® : H}(Q2) — H(QY) Fredholm d’indice
zéro avec un noyau non réduit a zéro vect{\; } N, .
1) Si (E, H) vérifie (9.1)-(9.2) alors E est une solution du probléme

Trowver E € Vi (g; Q) tel que :

/ p'rot E-rot E' — w’cE - E' = iw/ J-E', VE €Vy(s Q). (9.24)
Q Q

2) Si E satisfait (9.24) alors (E, (iwp)‘rot E) est solution de (9.1)-(9.2).

Preuve. Concentrons-nous sur la preuve 2) = 1). Montrons que si E € Vy(e; Q) € Hy(rot; Q)
satisfait (9.24) alors E est une solution du probléme (9.7) posé dans Hy(rot ; Q). Pour tout E’
dans Hy(rot ; Q), la Proposition 9.7.1 indique qu’on peut construire ¢ € S° tel que a°(yp, ¢') =
(eE',V¢')q, pour tout ¢’ € S¢. La fonction E' — V¢ appartient & Vy(e; Q). En remarquant que
(eE,Vp)g=0et (J,Vp)g =0 (rappelons que divJ = 0), on obtient

/uflrotE-rotE’—uﬂeE-E’: iw/ J E,
Q Q

ce qui prouve que E vérifie (9.7). Par conséquent, si le champ FE satisfait (9.24) alors
(E, (iwp) " 'rot E) vérifie (9.1)-(9.2). ]

En adaptant la preuve du Théoreme 9.7.4, on obtient le

Théoréme 9.7.5 Supposons w # 0. Supposons l'opérateur A" : H:}#(Q) — H#(Q) Fredholm d’in-
dice zéro avec un noyau non réduit a zéro vect{\!}N'].

1) Si (E, H) vérifie (9.1)-(9.2) alors H est une solution du probléme

Trouwver H € V(u; Q) tel que :

/ e 'rot H rot H — W*uH - H' = / e 'J -rot H', VH' € Vp(u; Q).
Q Q

2) Si H satisfait (9.25) alors (i(we) " (rot H — J), H) est solution de (9.1)-(9.2).

A présent, nous souhaitons étudier les formulations (9.24) et (9.25). Nous avons pour cela besoin
de nouveaux résultats de compacité.

(9.25)
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9.7.2 Problemes scalaires non injectifs : résultats de compacité

Commengcons par démontrer le résultat de compacité nécessaire a 1’étude du probleme pour le
champ électrique.

Théoréme 9.7.6 Soit Q un domaine simplement conneze tel que OS2 soit connexe. Supposons
Vopérateur A : H} () — H§(Q) Fredholm d’indice zéro avec un noyau non réduit a zéro vect{ s}, .
Alors Uinjection de V x(g; Q) dans L*(Q) est compacte.

Preuve. Soit (u,) une suite bornée de Vy(g; Q). Pour tout n € N, en utilisant le Lemme 9.7.2,
définissons v, € V(e; Q) et (aip,...,anp) € CV les éléments tels que w,, = v, + Zi]\fl ainAS.
Pour montrer le Théoréme 9.7.6, il suffit de prouver qu’on peut extraire de (v,,) une sous-suite qui
converge dans L%(Q). Définissons F,, = rotv,,. La suite (F,,) est bornée dans L?(Q). Pour tout
n € N, on a div (ev,,) = 0. Puisque 052 est connexe, il existe (voir [2], théoreme 3.12) w,, € Vp(1; Q)
tel que rot w,, = ev,,. Ainsi, pour tout n € N, on a v,, = ¢"'rot w,,. Montrons qu’on peut extraire
de (rot w,,) une sous-suite qui converge dans L2(Q).

Nous savons que w +— [rotwl|, définit une norme sur Vp(1; Q). Par conséquent, la suite
(wy,) est bornée dans V(1; Q). Puisque rot e~ 'rot w, = F,, dans Q et (¢ 'rot w,) x n = 0 sur
0Q, on a (¢ 'rot w,,rot w')q = (F,,w')q pour tout w’ € Vo (1; Q).

Maintenant, construisons un opérateur continu T de Vp(1; Q) dans Vp(1; Q) pour restaurer une
certaine positivité. Considérons w € Vr(1; Q).

i) Définissons d’abord ¢ 'unique élément de S° tel que

NE
/ eV V¢ = / e(rotw — > BiAS)- VY, Vo' € S°,
@ Q@ i=1

ol fB; = (erot w, VA)q. La fonction ¢ est bien définie car A° définit un isomorphisme de S°.

ii) Remarquons ensuite que e(rot w—3Y ;A — V) constitue un élément de L%(2) & divergence
nulle. Puisque €2 est simplement connexe et puisque 92 est connexe, d’apres le théoreme 3.12 de
[2], il existe un unique potentiel Tw € Vz(1; Q) tel que rot Tw = e(rot w — Y., BiAS — Vo).
Ceci définit un opérateur T continu de Vr(1; ) dans Vp(1; 2).

Puisque T est continu, la suite (Tw,,) est bornée dans Vp(1; ). On peut donc extraire une sous-
suite de (w,,), toujours notée (w,,), telle que (Tw, ) converge dans L?(9). Puisque pouri = 1... N¢,
la suite (Bin), avec Bin, = (e rot wy,, V), est bornée dans C, on peut extraire une sous-suite de (wy,),
toujours notée (w,,), telle que (B;y,) converge. Introduisons Wy, := Wy, — Wy, Fpy := F, — F,, et

/Binm = 5171 - Bzm On a

|(Frmy Twpm)al |(e7'rot wym, rot Twym)a|

Z HI‘Ot wnm”?} - i]\:1 |/6inm”(r0t wnmaAzs)Q’

Cette estimation montre que (rot w,,) constitue une suite de Cauchy de L?(Q). Par conséquent, elle
converge. Ainsi, on peut extraire de (v,) = (¢~ 'rot w,,) une sous-suite qui converge dans L?(f2). m

En travaillant de la méme maniére, on prouve le

Théoréme 9.7.7 Soit ) un domaine simplement conneze tel que ) soit connexe. Supposons l’opé-
rateur AH : H#(Q) - H%(Q) Fredholm d’indice zéro avec un noyau non réduit a zéro vect{ \!'}}V;.
Alors Uinjection de Vp(u; Q) dans L2(Q) est compacte.

9.7.3 Problemes scalaires non injectifs : retour aux problémes initiaux

. Avec le t}}éoréme de re~présent~ation de Rie~sz, introduisons les opérateurs bornés .Q/N(w)
Vin(e; Q) = Vn(e; Q) et ap(w) : Vr(p; Q) — Vr(; ) tels que
(AN(WE, Erot = (p 'rot E,rot E')q — W2 (cE, E')q, VE,E' € Vy(e; Q),
(r(W)H,H )yot = (¢ 'rot H,rot H')q — w?(uH,H')q, VH,H' € Vp(u; Q).
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Enoncons maintenant le résultat principal lorsque la géométrie et les coefficients physiques e, p sont
tels que les problémes scalaires sont bien posés au sens de Fredholm avec un noyau non réduit a
z@ro.

Théoréme 9.7.8 Soit Q un domaine simplement conneze tel que O soit connexe. Considérons
J € L3(Q) tel que divJ = 0.

Supposons opérateur A® : Hy(2) — H{(Q) Fredholm avec un noyau non trivial vect{\s}¥.
Supposons 'opérateur AH : H%E(Q) — H#(Q) Fredholm avec un noyau non trivial vect{\; }V .
Alors on a le résultat suivant.

e Pour tout w € C, lopérateur o/x(w) : Vy(e; Q) — Vn(e; Q) constitue un opérateur Fredholm
d’indice zéro. De plus, pour w € C*, E € Vy(e; Q) satisfait (fn(w)E, E oy = iw(J, E')q, pour
tout E' € V(e; Q), si et seulement si le couple (E, (iwp)~'rot E) vérifie les équations de Mazwell
(9.1)-(9.2).

e Pour tout w € C, p(w) : Vr(u; Q) = Vr(u; Q) constitue un opérateur Fredholm d’indice
zéro. De plus, pour w € C*, H € V(u; Q) satisfait (fp(w)H, H )roy = (¢7'J,rot H')q, pour
tout H' € V(u; Q), si et seulement si le couple (i(we)™ (rot H — J), H) vérifie les équations de
Mazwell (9.1)-(9.2).

Preuve. Prouvons que o7y (w) constitue un opérateur Fredholm d’indice zéro. Pour tout w € C,
en utilisant le Théoreme 9.7.6, on prouve que JZJZN(W) — JZjN(O) constitue un opérateur compact
de Vi (g; Q). Par conséquent, d’apres [116, théoréme 2.26], oy (w) est Fredholm d’indice zéro si
seulement si txsz(O) est Fredholm d’indice zéro. Dans la suite de la preuve, nous travaillons sur
Popérateur @y (0). Nous allons construire un opérateur continu T¢ : Vy(e; Q) — Vy(e; Q) pour

recouvrer une certaine positivité, a une perturbation compacte pres. Considérons u € V y(g; ).
i) Définissons d’abord ¢ l'unique élément de S* tel que

NH
/ chp'Vgo’:/ ,u(rotu—ZﬁiAf)-VgO', Vo' € SH,
Q Q

=1

ol f; = (urotu, VAI)q. La fonction ¢ est bien définie puisque AP est un isomorphisme de SH.

ii) Remarquons ensuite que p(rot u— Y"1 f;AY — V) constitue un élément de L2(Q) & divergence
nulle tel que u(rot u—sz:“l BiAl' =V )-n = 0 sur 9. Puisque  est simplement connexe et puisque
02 est connexe, en vertu du théoreme 3.17 de [2], il existe un unique potentiel ¥ € Vy(1; Q) tel
que rot ¥ = p(rotu — SN BiAF — Vo).

iii) Considérons ¢ I'unique élément de S° tel que
/ VeV = / eV, Ve
Q Q

La fonction ¢ est bien définie puisque 1515 est un isomorphisme de SE. 3
iv) Enfin, définissons 'opérateur T¢ : V(g5 ©2) — Vv (g; Q) qui a u € Vy(e; Q) fait correspondre
Teu = 1) — V( ainsi que Vopérateur K¢ : Vy(e; Q) — Vi (e; Q) tel que

N#
(KU, v)ros = (u,v)q + Z(u rot u, VA)o (AL rot v)q, Yo € V(e Q).

=1

D’aprés le Théoreme 9.7.6, nous savons que I'injection de Vi (g; Q) dans L2(Q) est compacte. Par
conséquent, K¢ est la somme d’un opérateur compact et d’'un opérateur de rang fini. C’est donc un
opérateur compact de V(g; Q). Maintenant, pour tout u,v € V(g; §2), on obtient

(&/N(O)(Tau),v)mt = (u"'rot (Teu),rot V)
= (rotu,rotv)g + (u,v)g — (KU, V)rot -
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Nous déduisons <7 (0) o T¢ + K¢ = Id. Ceci prouve que T¢ constitue une paramétrix i droite pour
x(0). Par conséquent, opérateur autoadjoint .7y (0) est bien Fredholm d’indice zéro. On montre
de la méme facon que @/ (w) : Vop(u; Q) — Vop(u; Q) est un opérateur Fredholm d’indice zéro
pour tout w € C. Finalement, ’équivalence avec les équations de Maxwell (9.1)-(9.2) provient des
Théoremes 9.7.4 et 9.7.5. ]

Remarque 9.7.9 Pour appliquer le théoreme de Fredholm analytique et prouver que les équations
de Mazwell (9.1)-(9.2) possédent une unique solution pour tout w € C\.7, ou ¥ est un ensemble
dénombrable possédant l'infini comme seul point d’accumulation possible, il reste a montrer qu’il
existe w € C tel que n(w) ou or(w) est inversible. Ceci ne semble pas évident & démontrer.

9.8 Extension : géométries non triviales

FIGURE 9.2 — Un exemple de domaine non simplement connexe a frontiere non connexe. Le domaine
est constitué du tore privé des inclusions violettes. Il est non simplement connexe en raison de la
structure toroidale. Il est a frontiere non connexe car les frontieres du tore et des spheres sont dis-
jointes. Le disque vert représente une coupure ¥ telle que Q\ ¥ constitue un domaine simplement
connexe.

Pour les applications, ’on est souvent conduit a étudier les équations de Maxwell dans des géo-
métries non topologiquement triviales et des domaines a frontiére non connexe. Dans cette section,
nous souhaitons étendre les résultats que nous avons obtenus dans les paragraphes précédents pour
pouvoir traiter ce genre de configurations. Pour éviter de multiplier les sous-cas, nous travaillons
directement dans un domaine  C R? & la fois non simplement connexe et & frontiére non connexe.
La Figure 9.2 présente un exemple de domaine possédant ces propriétés. Dans ces géométries, les élé-
ments u de Vv (g; Q) (resp. Vo(u; Q)) ne s’écrivent pas nécessairement sous la forme u = e~ 'rot v
(resp. u = p~'rot ) ou v appartient & V(1; Q) (resp. Vn(1; ©)). C’est un probléme car 1’étude
que nous avons menée précédemment repose de fagon fondamentale sur ces propositions qui sont
vraies lorsque €2 est simplement connexe a frontiere connexe. Tout n’est pas perdu pour autant. En
effet, en imposant des conditions un peu plus restrictives aux éléments de V(g; Q) et Vp(u; Q),
on peut retrouver ces résultats d’existence de potentiels.

Pour introduire les espaces adaptés a I’étude des équations de Maxwell dans ce type de domaines,
reprenons les notations de [2].

Notations liées au caractére non connexe de la frontiére

Nous notons I';, i = 0...1, les composantes connexes de la frontiere 0€). Puisque nous supposons
0f2 non connexe, nous avons I > 1. Introduisons

HL(Q) := {(p € Hl(Q)MpWO =0, pr, = cste, i = 1...I}.

Commencons par caractériser cet espace. En utilisant un relevement, on montre sans difficulté la
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Proposition 9.8.1 Supposons l'hypothése (F2) vérifiée. Alors pouri = 1...1, il existe une unique
solution p; au probléme

Trouver p; € HL(Q) tel que :
div(eVp;) = 0 dans Q
pi = O surly, k=1...1.

On a alors
H%(Q) = H[l)(Q) D Vect(pi)i]:l.

Définissons

V(e Q) == {u € Hy(rot; Q)| (cu, Vp)g = 0, Yo € HL(Q)} .
Remarquons qu’on a V (e; Q) C V(g; Q). Précisons le lien entre ces deux espaces.

Lemme 9.8.2 Pouri=1...1, il existe P; € V(g; Q) tel que (eP;,Vpr)q = dik, pourk =1...1.
On déduit R
V(e Q) = Vy(e; Q) @ vect(P;)L_,

et Hy(rot; Q) = V(e Q) @ vect(P;)_, @ VH(Q).

Preuve. Pour k = 1...1, définissons la forme linéaire ¢} sur V y(g; Q) telle que £ (v) = (ev, Vpr)a
pour tout v € Vy(e; Q). Montrons que la famille ¢;,...,¢; est libre. Considérons I constantes
at,...,ar telles que Z£:1 aplry = 0. Pour tout v € Vy(g; Q), on a (5v,2£:1 arVpr)g = 0.
On déduit (ew, Y f_; axVpr)o = 0 pour tout w € Hy(rot; Q). En effet, si w € Hy(rot; Q),
définissons ¢ € H}(9) la fonction telle que (eV, V¢')q = (cw, V') pour tout ¢’ € Hi(R2). On a
w—Vy € Vy(e; Q). Puisque (eVip, Vpr)o = 0,k = 1... I, on trouve bien (ew, 1 _; axVpr)a = 0.

Puisque 45°(Q)? € Hy(rot; Q) est dense dans L%*(Q2), on obtient S @RVpr = 0. Mais la
famille p1,...,pr est libre. Par conséquent, on a a3 = -+ = a5 = 0 et la famille ¢1,...,¢; est
également libre. Le Théoreme 7.3.5 de base antéduale du Chapitre 7 conduit alors au résultat de
ce lemme. [

Notations liées au caractéere non simplement connexe du domaine

En ce qui concerne le caractére non simplement connexe du domaine, nous supposerons qu’il existe
des surfaces ouvertes connexes ¥;, j = 1...J appelées « coupures » telles que :

i) chaque surface ¥; est une partie ouverte d'une variété réguliere ;

i1)  la frontiere de X; est contenue dans 02, j =1...J;

iii) Dintersection X; N Xy est vide pour j # k;

iv) Densemble ouvert € := Q\ U;I:1 ¥; est pseudo-lipschitzien et simplement connexe.
Le domaine €2 est dit topologiquement trivial quand on peut prendre J = 0. L’opérateur de pro-
longement de L2(£2) dans L?(Q) est noté ~ tandis que []s; désigne le saut & travers ¥, j =1...J.
Dans cette définition du saut, nous supposons qu’une convention a été déterminée pour le signe.
Nous supposons également qu’un vecteur unitaire n normal a 00 a été fixé sur i, i =1...J.
Introduisons 'espace des potentiels scalaires

o) = {¢eH1(Q)|/Q¢:0et [p]s, = cste, jzl...J}.

Présentons un résultat de décomposition de cet espace.
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Proposition 9.8.3 Supposons Uhypotheése () vérifiée. Alors pour j =1...J, il existe une unique
solution q; au probleme

Trouver q; € ©(Q) tel que : .
div(uVg;)) = 0 dans 2

pong; = 0 sur OS2 (9.26)
[qj]zk = 6jk7 k=1...J
[1Ongjls, = O, E=1...J

On a alors

0(0) = H;#(Q) ® Vect(qj)jzl.

Preuve. Puisque nous avons supposé I'’hypothese (77,) vérifiée, le probleme (9.26) possede au plus
une solution. Construisons cette solution. Pour 1 < j < J, donnons-nous une fonction r; € ©(f2)
telle que [rj]zk = dji pour k = 1...J. Définissons alors ¢; = r; — ¢ olt ¢ est l'unique élément de

H%E(Q) tel que
/ uVep - Vo' = / uVr; - V', Vy' € HL(Q).
Q Q

On vérifie classiquement que g; vérifie le probleme (9.26). Ceci permet d’obtenir le résultat de

décomposition de espace O(12). ]

Introduisons

A,

V(s Q) = {u € H(rot; Q)| (cu, Vip)o = 0, Yy € 6() } .

Observons qu'on a Vr(u; Q) € Vp(u; Q). En travaillant comme dans la preuve du Lemme 9.8.2,
nous pouvons préciser la relation entre ces deux espaces.

Lemme 9.8.4 Pour j = 1...J, il existe Q; € Vr(u; Q) tel que (MQj,%g)Q = 0k, pour k =
1...J. On déduit

Vr(u Q) = V(s Q) & vect(Q;)]_,
et H(rot; Q) = V(i Q) @ vect(Qj)jzl ® VH#(Q)

Remarque 9.8.5 Le théoréme 3.12 de [2] indique que tout élément u de VN(e; Q) s’écrit de fagon
unique sous la forme w = e 'rot 1 avec 1 appartenant a VT(I; Q). De fagon analogue, le théoréme
3.17 de [2] assure que pour tout w € Vp(u; Q), il existe un unique ¥ € Vy(1; Q) tel que u =
ptrot . Dans la suite, nous allons adapter les preuves des sections précédentes en utilisant ces
résultats d’existence de potentiels vecteurs.

Supposons les hypotheses () et (7],) vérifiées. Remarquons que les Théoremes 9.2.3, 9.2.7 d’équi-
valence entre les équations de Maxwell initiales et les formulations dans Vi (g; ), Vr(u; 2) ne
nécessitent pas d’hypothese sur la topologie du domaine. Ils sont donc vrais pour la géométrie que
nous sommes en train de considérer. Dans la suite, nous travaillerons avec ces formulations dans
V(e Q), Vr(p; ). Nous aurons besoin de prouver les résultats de compacité des Théoremes
9.4.1, 9.4.3 dans le cas ou €2 n’est pas simplement connexe a frontiere non connexe. Ce sera ’objet
du paragraphe suivant.

Remarque 9.8.6 Est-il possible de travailler avec des formulations posées dans VN(a; Q),
Vor(u; Q) 2 A priori, le champ électrique solution des équations de Mazwell n’a pas de raison d’ap-
partenir a lespace V (g; Q). Pour le voir, utilisons le Lemme 9.8.2 et décomposons E sous la

forme
I

E = E + ZaiPi,
=1
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avec E € Vy(e; Q) et (a1,...,ar) € CL. Pouri=1...1, en testant avec Vp; dans (9.6), on trouve
o; = (eE,Vpi)a = (iw) " (J, Vp)a = (iw) " (J - n, 1),

Ci-dessus, nous avons utilisé les propriétés divd = 0 dans Q et p; = 4 sur 'y, k=1...1. Ainsi,
s’tl existe 0 < i < I tel que (J -n,1)r, # 0, alors E n’appartient pas a VN(s; Q). Mais ceci montre
aussi que pour connaitre le champ E, il suffit de déterminer E. En suivant le méme raisonnement,
on vérifie que le champ magnétique constitue toujours un élément de VT(,U; Q), indépendamment
du terme source J. Cependant, il ne semble pas évident qu’on puisse écrire des formulations dans
VN(s; Q), VT(H; Q) équivalentes aux équations de Mazwell initiales. Nous n’approfondirons donc
pas cette piste.

9.8.1 Géométries non triviales : résultats de compacité

Travaillons d’abord sur I’espace des champs électriques.

Théoréme 9.8.7 Soit Q2 un ouvert borné connexe d frontiére lipschitzienne. Supposons I’hypothése
(A2) wérifice. Alors Uinjection de Vi (g; Q) dans L2(Q) est compacte.

Preuve. Soit (u,) une suite bornée de Vy(g; ©2). Pour tout n € N, en utilisant le Lemme 9.8.2,
définissons v,, € VN(s; Q) et (a1p,...,am,) € Clles éléments tels que u, = v, + Zilzl ain P
Pour montrer le Théoréme 9.8.7, il suffit de prouver qu’on peut extraire de (v,,) une sous-suite qui
converge dans L?(Q). Définissons F,, = rotv,,. La suite (F,,) est bornée dans L?(Q2). Pour tout
n € N, on a (ev,, Vy)q = 0 pour tout ¢ € HL(Q). D’apres le théoréme 3.12 de [2], il existe donc
w, € VT(l; Q) tel que rot w, = cv,. Ainsi, pour tout n € N, on a v, = ¢ 'rot w,,. Montrons
qu’on peut extraire de (rot w,) une sous-suite qui converge dans L?(€).

Nous savons que w — |[rot wl|,, définit une norme sur Vp(1; Q) (cf. [2, corollaire 3.16]). Par
conséquent, la suite (w,) est bornée dans Vi (1; Q). Puisque rote 'rotw, = F, dans Q et
(e7'rot wy,) x n = 0 sur dQ, on a (¢~ 'rot w,, rot w')g = (F,,, w')q pour tout w’ € Vy(1; Q).
Maintenant, construisons un opérateur continu T de VT(l; Q) dans VT(l; 2) pour restaurer une
certaine positivité. Considérons w € Vp(1; Q).

i) Définissons d’abord ¢ 1'unique élément de H{(2) tel que

/ 5V¢-Vgo':/ erotw - V', Vo' € HY(Q).
Q Q

La fonction ¢ est bien définie car nous avons supposé ’hypothese () vérifiée.
ii) Définissant f; := (erotw, Vp;)q pour i = 1...1, remarquons ensuite qu'on a (¢(rotw —
Zl 18iP; = V),V )a =0 pour tout gp € Hi (Q) Par conséquent, d’ apres le théoreme 3.12 de
[2], il existe un unique potentiel Tw e VT(l Q) tel que rot Tw = e(rotw — Y1, B;P; — Vo).
Ceci définit un opérateur T continu de V(1; ) dans VT(l ).
Puisque T est continu, la suite (Tw,) est bornée dans V(1; Q). On peut donc extraire une sous-
suite de (wy,,), toujours notée (wy,), telle que (Tw,,) converge dans L2(2). Puisque pouri =1...1,
la suite (5y1,), avec B, = (e rot wy, Vp;), est bornée dans C, on peut extraire une sous-suite de (wy,),
toujours notée (wy,), telle que (B;y,) converge. Introduisons wy,, ‘= w, — Wy, Fpp := F, — F,, et
Binm = Bin — Bim- On a

‘(an, 'ﬁ‘wnm)g‘ = ‘(sflrot Wyym, TOL Twnm)g’

> |[rot wnm”?) - z‘Izl |Binm || (rot wnm, Pi)al-

Cette estimation montre que (rot w,,) constitue une suite de Cauchy de L?(9). Par conséquent, elle
converge. Ainsi, on peut extraire de (v,) = (¢~ 'rot w,) une sous-suite qui converge dans L?(2). m
En procédant de fagon analogue, on montre le

Théoréme 9.8.8 Soit ) un ouvert borné connexe a frontiére lipschitzienne. Supposons I’hypothése
(5, vérifiée. Alors Uinjection de Vr(u; Q) dans L*(Q) est compacte.
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9.8.2 Géométries non triviales : retour aux problémes initiaux

Enoncons maintenant le résultat principal de cette section concernant le caractere bien posé des
équations de Maxwell dans un domaine non simplement connexe & frontiére non connexe.

Théoréme 9.8.9 Soit Q@ un ouvert borné connexe d frontiére lipschitzienne. Considérons J €
L%(Q) tel que divJ = 0. Supposons les hypothéses (H2) et (H,) vérifiées. Alors on a le résultat
sutvant.

o Pour tout w € C, lopérateur champ électrique </n(w) : Vn(e; Q) — Vn(e; Q) défini en
(9.8) constitue un opérateur Fredholm d’indice zéro. De plus, pour w € C*, E € Vy(e; Q) sa-
tisfait (In(w)E, E )rot = iw(J,E")q, pour tout E' € Vy(g; Q), si et seulement si le couple
(E, (iwp) " 'rot E) vérifie les équations de Mazwell (9.1)-(9.2).

e Pour tout w € C, l'opérateur champ magnétique o/p(w) : Vop(u; Q) — Vop(u; Q) défini en
(9.11) constitue un opérateur Fredholm d’indice zéro. De plus, pour w € C*, H € Vp(u; ) satis-
fait (o (wW)H, H' )ror = (¢71J,rot H')q, pour tout H' € Vp(u; Q), si et seulement si le couple
(i(we)~H(rot H — J), H) vérifie les équations de Mazwell (9.1)-(9.2).

Preuve. Montrons que oy (w) est un opérateur Fredholm d’indice zéro. En utilisant le Théoréme
9.8.7, on prouve que #y(w) — n(0) constitue un opérateur compact de Vy(e; ) pour tout
w € C. 1l suffit donc de montrer que /5 (0) est Fredholm d’indice zéro. De nouveau, nous allons
construire une paramétrix a droite T¢ : Vy(g; Q) — Vy(g; Q) pour 'opérateur <7y (0). Considérons
u € Vy(g; Q).

i) Définissons d’abord ¢ I'unique élément de Hal,% (Q) tel que

/ uVp - Vo' = / protu - V', Vo' e H%E(Q)
Q Q

La fonction ¢ est bien définie puisque nous avons supposé I'hypothese (77],) vérifiée.

ii) Définissant 3; := (urotw,Vg;)q pour j = 1...J, remarquons ensuite qu'on a (u(rotw —
3]:1 BiQ; — V), V¢')a = 0 pour tout ¢’ € O(f). Par conséquent, d’apreés le théoréme 3.17 de

[2], il existe un unique potentiel @ € VN(l; Q) tel que rot ¢ = pu(rot w — E}-le BiQ; — Vo).

iii) Considérons ¢ 1'unique élément de H}(€2) tel que

/svg-vg’:/ e -V, Y e HA(Q).
Q Q

La fonction ¢ est bien définie puisque nous avons supposé I'hypothese (.77) vérifiée.
iv) Enfin, définissons l'opérateur T¢ : Vy(g; Q) — V(g; Q) qui & u € Vy(g; Q) fait correspondre
Teu = ¢ — V( ainsi que Vopérateur K¢ : V(g; Q) — Vi (e; Q) tel que

J
(K*u,V)rot = (u,v)q + Z(u rot u, qu)Q(Qj, rot v)q, Vv € Vy(e; Q).
j=1

D’apreés le Théoréme 9.8.7, nous savons que U'injection de Vi (g; ) dans L?(9) est compacte. Par
conséquent, K¢ : Vy(e; Q) — V(g; Q) est la somme d’un opérateur compact et d’un opérateur
de rang fini. C’est donc un opérateur compact de Vy(e; Q). Par ailleurs, pour tout v € V(g; §2),
on trouve
(N (0)(Tu), v)rot = (p 'rot (T°u),rotv)q
= (rotwu,rotv)g+ (u,v)q — (KU, V)rot -

Ainsi, nous avons #p(0) o T¢ + K¢ = Id. Nous déduisons que T¢ constitue une paramétrix a droite
pour o/ (0). Ceci prouve que l'opérateur autoadjoint 27y (0) est Fredholm d’indice zéro. On montre
de la méme fagon que “p(w) : Vor(p; Q) — Vr(u; Q) est un opérateur Fredholm d’indice zéro
pour tout w € C. Finalement, ’équivalence avec les équations de Maxwell (9.1)-(9.2) provient des
Théoremes 9.2.3 et 9.2.7. [
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Remarque 9.8.10 De nouveau, pour appliquer le théoreme de Fredholm analytique et prouver que
les équations de Mazwell (9.1)-(9.2) possédent une unique solution pour tout w € C\.%, ou .¥ est
un ensemble dénombrable possédant linfini comme seul point d’accumulation possible, il reste a
montrer qu’il existe w € C tel que o/n(w) ou or(w) est inversible. Ce résultat ne parait pas simple
a obtenir. Observons tout de méme, d’aprés la Remarque 9.8.6, que les éléments du noyau de
G (w) (resp. r(w)) appartiennent a V(e Q) (resp. Vo (u; Q) ). D’autre part, Uapplication w —
|rot wll, définit une norme sur Vy(e; Q) et sur Vp(u; Q). Mais il manque encore un ingrédient
pour conclure.

Profitons de cette fin de chapitre pour présenter un exemple particulierement surprenant prouvant
la nécessité de la condition d’inversibilité en un point dans ’énoncé du théoreme de Fredholm
analytique. D’apres [151, p.211], cet exemple est dii & Seeley.

o ExeEMPLE. Considérons I'anneau Q := {(rcosf,rsinf) |7 <r < 2met 0 <6 < 27} C R2,
Introduisons lopérateur A : H{(Q) — H=1(Q) tel que
L 0%u  O%u
=20 (7 7 - 1
Au=e (87’2 + 90° + u) pour tout u € Hy(£2).
Puisque nous avons exclu 'origine en travaillant sur un anneau, on peut montrer que A est
un opérateur Fredholm d’indice zéro. Notons

T o

la fonction de Bessel d’ordre 0. Pour tout A € C, définissons alors la fonction uy € Hj(Q)
telle que ‘
ux(r,0) := Jo(A\/2e?) sin .

On peut vérifier que Auy = Auy pour tout A € C. Autrement dit, le spectre ponctuel
de 'opérateur A couvre tout le plan complexe. Pour tout A € C, opérateur B(\) =
A — Md est Fredholm d’indice zéro. La famille {B(\)} cc dépend analytiquement de A.
Cependant, il n’existe pas de parametre A\g € C tel que B()g) soit inversible.
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Lorsque € et u changent de signe, 1’étude du probléme spectral « trouver (\,u) € C x H§(2) \ {0}
tel que div (1~ 'Vu) + Aeu = 0 » semble compliquée. Peut-on rencontrer ce phénoméne de spectre
ponctuel couvrant tout le plan complexe ? La question est ouverte.
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Introduction

CW?\ Qusqu a présent, dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés au probleme de transmis-
\< j sion en électromagnétisme entre un matériau positif (vide, diélectrique,...) et un matériau
D7 & négatif (métal, métamatériau,...). Dans les Parties I et II, nous nous sommes concentrés

sur la version scalaire de ce probleme, permettant notamment d’étudier les équations de Maxwell
dans une géométrie 3D invariante dans une direction. Dans la Partie III, nous avons travaillé sur
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le cas vectoriel. Dans cette derniére partie, nous souhaitons examiner un probleme a priori assez
éloigné de notre centre d’intérét principal. Nous travaillerons sur le probléme de transmission
intérieur que l'on rencontre dans la théorie des problemes inverses de diffraction.

En réalité, 'appellation « probléeme de transmission intérieur » recouvre toute une famille de
problemes spectraux. On les rencontre notamment lorsqu’on cherche & reconstruire le support
d’une inclusion noyée dans un milieu de référence a partir de la mesure de champs lointains a
fréquence donnée. Décrivons brievement la problématique. Imaginons que 'on dispose d’un milieu
de référence (corps humains, cable, mer,...) comportant un défaut localisé, i.e. & support borné
(caillot, fissure, sous-marin,...). En envoyant des ondes dans toutes les directions a fréquence fixée
et en mesurant le champ diffracté, nous voulons déterminer la position de I'inclusion et si possible,
obtenir des informations concernant les propriétés physiques des matériaux la constituant. Pour
mettre en place de telles techniques, il est important de savoir montrer qu’a fréquence fixée, i.e. a
nombre d’onde fixé, il n’existe pas d’onde incidente qui ne rayonne pas.

A partir de cette question relativement simple, formulons un probléme spectral. Nous allons
nous concentrer sur 1’étude du probleme de transmission intérieur en électromagnétisme mais
indiquons qu’il apparait également en élasticité (cf. [9, 89, 10]). Le milieu de référence, caractérisé
par les constantes physiques €g et pg, occupe tout 'espace R3. Pour simplifier la présentation, nous
supposons g9 = 1 et g = 1. Travaillons dans une configuration pour laquelle I'inclusion (le défaut)
Q) est pénétrable. Introduisons les coefficients A, N € C3*3 tels que ¢ = 9N, p = ppA~" dans
Q. Notons u’ le champ incident (les ondes envoyées), u® le champ diffracté (les ondes réfléchies
dont on mesure amplitude) et u := u’ + u® le champ total. Pour fixer les idées, considérons le
probléme pour les modes TE-TM en 2D. Pour ce probléme scalaire, nous supposons que N = nld
oll n est une fonction & valeurs dans R. Dans le milieu de référence R2, le champ incident vérifie
I'équation Au’ + k%u’ = 0. Ici, k désigne le nombre d’onde. Le champ total satisfait ’équation
div (AVu) + k%*nu = 0 dans R? avec A = Id, n = 1 en dehors de I'inclusion et A # Id et/ou n # 1
dans ). Enfin, le champ diffracté obéit a une condition d’onde sortante, aussi appelée condition de
radiation, de la forme lim, oo /7(0u®/Or — iku®) = 0. A présent, écrivons ce qui se passe lorsqu’il
existe une onde u’ qui ne rayonne pas. Dans Q, on a div (AVu) + k?nu = 0 et Au’ + k*u’ = 0. Le
champ total, cherché dans H} ,(R?) avec div (AVu) € L3, (R?) vérifie les conditions de transmission
[u]logn = [V - AVu]lag = 0 ot []|aq désigne le saut sur 9. Puisque u® = 0 dans R?\Q (nous
cherchons un champ incident qui ne diffracte pas), on déduit u = u’ et v - AVu = v - Vu'! sur 0.
Ici, v désigne la normale unitaire a €2 dirigée vers I'extérieur de ). Pour ne pas avoir a écrire
I'indice ¢, notons w la restriction &  du champ incident qui ne rayonne pas. Le couple (u,w) vérifie
alors le probleme de transmission intérieur

Trouver (u,w) € HY(Q) x HY(Q) tel que :
div (AVu) + k?nu = 0 dans Q

Aw + E2w = 0 dans(
U — W = 0 sur 0N
v-AVu—v-Vw = 0 sur 0.

En suivant la méme démarche, on peut formuler un probleme de transmission intérieur pour les
équations de Maxwell qui s’écrit :

Trouver (u,w) € H(rot ; Q) x H(rot ; ) tel que :
rot (Arotu) — k*Nu =0 dans Q
rot rot w — k*w =0 dans (2
v X (u—w) =0 surdf2
v X (Arotu —rotw) =0 sur )

avec, pour le champ électrique, € = egN et u = ppA~'. Notons bien que dans ce probléme, les
conditions de transmission sont écrites sur toute la frontiére du domaine.
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Les premiéeres recherches, pour des raisons techniques ou physiques, ca ne semble pas clair,
ont porté sur le cas ou l'inclusion est caractérisée par un seul parametre : A # Id, N = Id ou
A = Id,N # Id. Les problemes scalaires [58, 139, 59, 60] et vectoriels [90, 39, 35] associés ont été
largement étudiés. Il reste néanmoins de nombreuses questions ouvertes que nous évoquerons au fil
de ce chapitre (pour un apergu récent des techniques utilisées, voir également [38]). En pratique, il
est restrictif de modéliser le matériau de I'inclusion par un seul coefficient. C’est pourquoi certains
auteurs se sont mis a étudier le probleme de transmission intérieur avec A # Id et N # Id
[34, 99, 40]. D’un point de vue mathématique, comme nous allons nous en rendre compte dans la
suite, la forme sesquilinéaire associée a ce probleme présente un changement de signe dans sa partie
principale. Par conséquent, I’opérateur associé n’est pas fortement elliptique et son étude n’est pas
standard. Mais pour faire face a ce genre de problemes, nous pouvons utiliser la technique de la
T-coercivité. Rappelons que 1'idée consiste & tester dans les formulations variationnelles, non pas
directement contre le champ, mais contre une transformation simple du champ de fagon a retrouver
une certaine positivité. Dans ce chapitre, nous allons voir comment développer cette méthode pour
étudier le probléme de transmission intérieur. Nous renvoyons également le lecteur a [36] pour une
application a un probléme de transmission intérieur différent de celui traité ici.

Nous travaillons sur le probléme scalaire dans la Section 10.1 et sur le probléme vectoriel dans
la Section 10.2, complétant ainsi les résultats de [34, 40]. Nous prouvons que le probléeme de
transmission intérieur est bien posé au sens de Fredholm et que les valeurs propres de transmission
forment au plus un ensemble discret dans des configurations pour lesquelles A — Id et N — Id sont
positifs ou négatifs dans un voisinage de la frontiere mais peuvent changer de signe a l'intérieur du
domaine. C’est 1a un apport de la technique de la T-coercivité par rapport aux approches existantes
dans la littérature. Sous des conditions un peu plus restrictives sur les parametres A et N, nous
fournissons également des estimations pour la premiére valeur propre.

10.1 Etude du probléme de Transmission Intérieur scalaire

Dans cette section, € désigne un domaine borné connexe de R?%, d = 2, 3, a frontiere 0N
lipschitzienne. Notons v le vecteur unitaire normal & 92 dirigé vers lextérieur de 2. Considérons
A € L>°(Q, C?™*?) une fonction & valeurs matricielles telle que A(x) soit hermitienne pour presque
tout € 2. Introduisons également n € L*(Q,R) une fonction & valeurs réelles scalaires. Nous
supposons

A_ := inf inf CAx)E) >0 AL = su su CA(x)€) < 00 ;
nf geCz’m:l(f ()¢) +i= sup gewlz‘:l(é ()¢) .
n_:= inf n(x) >0 et ny:= sup n(x) < oc. '
e zeQ

Si O est un ouvert de R, nous notons (-, ) les produits scalaires de L2(0), (L2(O))% et || - ||o les
normes associées. Nous nous intéressons au probléme de transmission intérieur :

Trouver (u,w) € HY() x HY(Q) tel que :
div (AVu) + k*nu = 0 dans Q

Aw + k*w = 0 dans (10.2)
U —w = 0 sur df
v-AVu—v-Vw = 0 sur 0f.

Définition 10.1.1 Les valeurs de k € C pour lesquelles le probléme (10.2) posséde une solution
non-nulle (u,w) sont appelées valeurs propres de transmission.
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Le couple (u, w) vérifie le probleme fort (10.2) si et seulement si (u, w) vérifie le probléme variationnel

Trouver (u,w) € X tel que, pour tout (u/,w’) € X,

10.3

ap((u,w), (u',w'")) := (AVu, Vu')q — (Vw, Vu')g — k? ((nu,u)g — (w,w')q) = 0, (10.3)
avec X := {(u,w) € H(Q) x H(Q)|u —w € H(Q)}. A T'aide du théoréme de représentation de
Riesz, définissons l'opérateur Ay : X — X tel que

(Ak‘(ua w)v (u/a w/))Hl(Q)XHl(Q) = ak((“? U}), (ul’ w/))’ V((u, U)), (u,7 w/)) €XxX

Notons que a; n’est ni coercive sur X x X ni méme de la forme « coercive+compacte ».

10.1.1 La T-coercivité pour le probleme de transmission intérieur

Pour présenter la technique de la T-coercivité dans le cadre de ’étude du probleme de transmis-
sion intérieur, travaillons sur le cas Ay < 1 et ny < 1. L’idée consiste a considérer une formulation
équivalente & (10.3) ot ay est remplacée par aj, définie par

ar((u,w), (u',w")) = ap((u,w), T(v', ")), V((u,w), (u',w')) € X x X, (10.4)

T étant un isomorphisme ad hoc de X. Le couple (u,w) € X satisfait ag((u,w), (v, ")) = 0 pour
tout (v/,w’) € X si et seulement s’il vérifie a.((u,w), (u',w)) = 0 pour tout (u/,w") € X. Prenons
T tel que T(u,w) := (u — 2w, —w) . Notons que T constitue bien un isomorphisme car To T = Id.
En utilisant 'inégalité de Young, on trouve pour k = ix avec k € R*, pour «, 8 > 0 et pour tout
(u,w) € X,

|ak((u, w), (u, w))]
= [(AVu, Vu)q + (Vw, Vw)q — 2(AVu, Vw)q + &% (nu, u)g + (w, w)q — 2(nu, w)q)|
> (AVu,Vu)q + (Vw, Vw)g + &% ((nu, u)q + (w,w)q) — 2|(AVu, Vw)qg| — 2% |(nu, w)q|
> (1 - a)AVu, Vu)g + (1 — a LA )Vw, Vw)g + £2 (1 = B)nu,w)g + (1 — B Ing)w, w)g) .

En choisissant o et § tels que A4 < a < 1 et ny < 8 < 1, cette estimation prouve que aj, est
coercive sur X x X. En utilisant le théoreme de Lax-Milgram et puisque T est un isomorphisme de
X, on déduit que Ay définit un isomorphisme de X pour k = ik avec k € R*. Or pour tout k € C,
I'injection de X dans L2(Q2) x L2(f2) étant compacte, 'opérateur A;, différe de Iisomorphisme A;
d’une perturbation compacte. Par conséquent, d’apres le théoreme de Fredholm analytique, lorsque
A;r < 1etny <1, ’ensemble des valeurs propres de transmission est discret et dénombrable dans

C.

Remarque 10.1.2 Pour ce probléme de transmission intérieur, les deux fonctions mises en jeu
« vivent » sur le méme domaine. Il n’est donc pas mécessaire d’utiliser les opérateurs de trans-
fert géométriques introduits dans le Chapitre 1 pour étudier le probléme de transmission entre un
matériau positif et un matériau négatif.

Dans la suite de cette premiere section, nous allons chercher a affaiblir les hypothéses portant sur
A et n. Dans le Chapitre 1, nous avons prouvé que le probleme de transmission entre un matériau
positif et un matériau négatif est bien posé au sens de Fredholm lorsque le contraste est plus grand
ou plus petit que —1 au voisinage de 'interface. Dans le probléme de transmission intérieur, c’est
la frontiere du domaine qui joue le role d’interface. Assez naturellement, nous allons montrer que
le probleme de transmission intérieur est bien posé au sens de Fredholm lorsque A est plus grand
ou plus petit que 'identité, au sens des matrices hermitiennes, dans un voisinage de 0f2.
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10.1.2 Cas A < A*Id < Id dans un voisinage de 0}

Supposons dans ce paragraphe qu’il existe un voisinage V de 95, i.e. un ouvert de R? tel que
0 C V, et une constante A* tels que, au sens des matrices hermitiennes (cf. (10.1)), A(x) < A*Id <
Id p.p. sur QN V.

Lemme 10.1.3 Supposons A(x) < A*Id < Id et n(x) < n* < 1 p.p. sur QN V. Alors il existe
k =ik, avec k € R, tel que l'opérateur Ay, : X — X définisse un isomorphisme.

Remarque 10.1.4 Dans ce lemme, nous n’effectuons pas d’hypothése quant au signe de A —1d et
n—1 sur Q\V.

Preuve. Introduisons x € (€, [0; 1]) une fonction de troncature égale & 1 dans un voisinage de
00 et a support dans V N . Considérons 'opérateur T : X — X tel que T(u,w) = (u — 2xw, —w).
De nouveau, on calcule To T = Id ce qui montre que T constitue un isomorphisme. Prouvons que
al_ défini en (10.4) est coercive pour un certain x € R. Pour tout (u,w) € X, on a,

@i, ((w, w), (w,w))| = |(AVu, Vu)g + (Vw, Vw)g — 2(AVu, V(xw))o (105)
+ &2 ((nu, w)q + (w,w)q — 2(nu, xw)q)| . '
En utilisant I'inégalité de Young, nous pouvons écrire, pour tout a > 0, 5 > 0, n > 0,
2|(AVu, V(xw))a| < 2|(xAVu, Vw)y|+2[(AVu, V(x)w)y|
< n(AVu, Vu)y + 7 (AVw, Vw)y 106
+a(AVu, Vu)y + a 1AV (x)w, V(x)w)y (10.6)
et 2|(nu, xw)a| < Bnu,u)y + B~ (nw,w)y.

En injectant (10.6) dans (10.5), on obtient

@B 0), ()] > (AVa, Vi) + (i, Vi) + 12 (1, w5+ (w0, 0y 5)
+((1 = n — a)AVu, Vu)y + ((Id — n71A)Vw, Vw)y
+R2((1 = B, uy + ((R2(1 — B — sup [Vx[? Ao )w, w)y.
%

En prenant 7, § et a tels que A* <np <1, n* < f <1let0<a<1—n, nous obtenons la coercivité
de a}. pour k suffisamment grand. [

Considérons kg € R tel que A;x, : X — X définisse un isomorphisme. Puisque A — Ajx, constitue
un opérateur compact de X pour tout £ € C, en utilisant le théoréme de Fredholm analytique, nous
déduisons le théoréme suivant.

Théoréme 10.1.5 Supposons A(x) < A*Id <Id et n(x) < n* <1 p.p. sur QNV. Alors l’ensemble
des valeurs propres de transmission est discret dans C.

Du Lemme 10.1.3, on déduit également directement la proposition suivante.

Proposition 10.1.6 Supposons seulement A(x) < A*Id < Id p.p. sur QNV. Alors pour tout k € C,
Vopérateur Ay : X — X est un opérateur Fredholm d’indice zéro.

A présent, énoncons un théoréme de localisation des valeurs propres de transmission. Dans [94], les
auteurs donnent un résultat plus précis pour la formulation en bilaplacien (voir le Chapitre 11) du
probléme de transmission intérieur.

Théoréme 10.1.7 Supposons A(x) < A*Id < Id et n(z) < n* <1 p.p. sur QN V. Il existe deux
constantes positives p et § telles que si k € C vérifie |k| > p et [Rek| < §|Smk|, alors k n’est pas
une valeur propre de transmission.
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~< Red=SmA\ _--
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FIGURE 10.1 — Position des valeurs propres dans le plan complexe lorsque A(x) < A*Id < Id et
n(x) <n* <1p.p. sur QNV.

Preuve. Considérons de nouveau I'isomorphisme T défini par T(u,w) = (v — 2xw, —w). le Lemme
10.1.3 prouve que pour k € R avec |x| suffisamment grand, on a Iestimation

|ade((w,w), (u,w)| = Crll[elfqy + lwllf ) + Cor® (g, + [w]), (10.7)
ou les constantes C7,C > 0 sont indépendantes de k. Prenons maintenant k = ike? avec 0 €
[—7/2;7/2]. On a

‘ai((u, w)7 (u,w)) - CL}H((U,U}), (uv w))‘ S CY3 ’1 - 627;0 KQ(H“H?) + ||wH?2)> (108)

avec C3 > 0 indépendant de k. En combinant (10.7) et (10.8), on trouve

0 ((w,w), (ww))| > [l (s ), (u,w))] — Csw2 |1 — 9 ([lulfd + w]3)

> Cillullfp ) + lwlifp ) + (C2 = Cs ’1 — N> (Jullg + [wl)-

e2if| < Oy /2, on obtient le résultat

désiré. -

En choisissant 6 assez petit pour avoir, par exemple, C3 ‘1 —

Avec une hypotheése plus forte sur A, on peut affaiblir la condition sur n. En prenant v’ = v’ =1
dans (10.3), nous remarquons d’abord que les vecteurs propres de transmission (u,w) (i.e. les
vecteurs propres du probleme (10.2)) vérifient k? [, nu —w = 0. Ceci nous conduit & introduire
I'espace Y := {(u,w) € X| [,nu —w = 0}. Maintenant, supposons [,(n — 1) # 0. En procédant
par contradiction, on prouve I'existence d’une constante Cp > 0 (qui dépend de €2 et aussi de n par
lintermédiaire de Y) telle que

lullg + wlg < Cr(IVullg, + IVwllf), — ¥(u,w) €Y. (10.9)

De plus, on peut vérifier que k£ # 0 est une valeur propre de transmission si, et seulement si il existe
un élément non nul (u,w) €Y tel que ax((u, w), (v/,w’)) = 0 pour tout (v',w’) €Y.

Théoréme 10.1.8 Supposons [o(n — 1) # 0 et Ay < 1. Alors l'ensemble des valeurs propres
de transmission est discret dénombrable dans C. En outre, si k € C* vérifie l'estimation |k|?> <
(A_(1—+/A}))/(Cp max(ng, 1) (14 /ny)), avec Cp définie en (10.9), alors k n’est pas une valeur

propre de transmission.
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Preuve. Notons A(w) := 2 [(n — 1)w/ [o(n — 1) et considérons I'isomorphisme de Y défini par
T(u,w) = (u— 2w+ A\(w), —w + A(w)) (en remarquant que A(A(w)) = 2A(w), on prouve ToT = Id).
Pour tout (u,w) € Y, on a

|ak ((u, ), (u, w))|

|(AVu, Vu)g + (Vw, Vw)g — 2(AVu, Vw)g — k2 ((nu, u)o + (w, w)o — 2(nu, w)g)|
(AVu, Vu)g + (Vw, Vw)g — 2|(AVu, Vw)a| — [k* ((nu, w)q + (w, w)q + 2| (nu, w)a|)
(1 — VAD)((AVu, Vu)g + (Vw, Vw)g) — [kI* (1 + /ng) (nu, u)g + (w,w)q).

Par conséquent, pour k € C tel que |k]? < (A_(1 — AT))/(Cp max(ny,1) (1 + /ny)), a} est
coercive sur Y X Y. On peut alors conclure grace au théoréme de Fredholm analytique. [

>
>

Remarque 10.1.9 En particulier, si ny < 1 ou si 1 < n_, alors [o(n — 1) # 0 et le Théoréme
10.1.8 prouve que l’ensemble des valeurs propres de transmission est discret. De plus, si 1 < n_,
en observant que pour k* € R,

Re af ((u, w), (u, w))
= (AV(u—w),V(u—w))q + ((Id — A)Vw, Vw)g — E2((n(u — w), (u — w))g + (1 — n)w,w)q),

on peut vérifier que la premiére valeur propre de transmission réelle ki non nulle vérifie |k1|*> >
(A_A1(Q)/ny) ou A1(Q2) est la premiére valeur propre de l'opérateur —A avec condition de Dirichlet
homogéne sur Q2. C’est l'un des résultats de [/0].

Résumons maintenant les résultats lorsque A est plus grand que 'identité dans un voisinage de la
frontiére.

10.1.3 Cas Id < A,Id < A dans un voisinage de 0}

Supposons Id < A,Id < A(x) p.p. sur 2N V. En travaillant comme dans la section précédente,
avec cette fois-ci un isomorphisme T : X — X défini par T(u,w) = (u, —w + 2xu), on obtient le
résultat suivant.

Théoréme 10.1.10 SupposonsId < A Id < A(x) p.p. sur QNV. Alors pour tout k € C, l'opérateur
Ap : X — X est de type Fredholm.

Supposons Id < A, Id < A(x) et 1 < n, < n(x) p.p. sur QNV. Alors l’ensemble des valeurs propres
de transmission est discret dénombrable dans C. De plus, il existe deux constantes positives p et
J telles que si k € C vérifie |[k| > p et [Rek| < §|Smk|, alors k n’est pas une valeur propre de
transmission.

Notons A(u) := —2 [o(n — 1)u/ [o(n — 1). Avec Visomorphisme T : Y — Y défini par T(u,w) =

(u+ Mu), —w 4 2u + A(u)), on peut prouver le théoréme suivant.
Théoréme 10.1.11 Supposons [o(n — 1) # 0 et 1 < A_. Alors ’ensemble des valeurs propres
de transmission est discret dénombrable dans C. En outre, si k € C* vérifie 'estimation |k|* <

(1-1/yAZ)/(Cp max(ny,1) (1+1//n2)), avec Cp définie en (10.9), alors k n’est pas une valeur
propre de transmission.

10.2 Etude du probléme de Transmission Intérieur vectoriel

Nous allons passer a I’étude du probleme de transmission intérieur pour les équations de Maxwell.
Dans toute cette section, @ C R? désigne un domaine borné simplement connexe & frontiere 92
lipschitzienne connexe. Le vecteur unitaire normal a 02, dirigé vers 'extérieur de 2, est noté v.
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10.2.1 Définitions et présentation du probleme

Nous travaillerons sur le probleme de diffraction du champ électrique par une inclusion dont la
perméabilité et la permittivité sont données par e(z) = goN(z) et u(x) = poA(x) 1. Pour simplifier
la présentation, nous supposons £q et 1 constantes en espace. Ici, A, N € L>®(€,C3*3) sont des
fonctions & valeurs matricielles telle que A(x), N(x) sont hermitiennes pour presque tout & € .
Nous faisons I’hypotheése que A=, N~! appartiennent a L>(Q2, C3*3). Nous notons

A_ = inf inf CA(®)E) >0 Ay = su su CA(x)€) < 00 ;
Inf §€C37\§|=1(§ (x)§) +i= sup 56637%:1(5 ()§) oo
N_ := inf inf “N(x)f) >0 et N, := su su - N(x)€) < 0. .
Inf 56@3,|§\:1(£ ()€) +i= sup 56637%:1@ ()€)

Dans I’étude qui va suivre, A, > 1, A* <1, N, > 1 et N* < 1 seront des constantes qui permettent
de formuler des hypothéses sur les valeurs de A et N dans un voisinage de la frontiere. Par ailleurs,
Y désignera toujours un voisinage de 9, 4.e. un ouvert de R3 tel que 9Q C V.

Si O est un ouvert de R3, nous notons L%(0) := L2(0, C?). L’espace H(rot ; Q) est défini comme
la fermeture de €">°(Q2, C?) pour la norme

1/2
HUHH(rot;Q) = (U, u)]—{(rot;g) avec (U, U)H(rot;Q) = (U, U)Q + (I‘Ot u, rot U)Q'

Le sous-ensemble des éléments de H(rot ; 2) dont la trace tangentielle s’annule sur 02 est notée
Hy(rot; Q).
Hy(rot; Q) := {v € H(rot; Q) |v x v = 0 sur 9Q}.

Définissons la notion de valeur propre de transmission pour les équations de Maxwell.

Définition 10.2.1 Les éléments k € C pour lesquels il existe un couple (u,w) # (0,0) vérifiant

Trouver (u,w) € H(rot; Q) x H(rot; Q) tel que :

rot (Arotu) — k*Nu =0 dans

rot rot w — k*w =0 dans Q (10.11)
v X (u—w) =0 surdQ)

vX (Arotu —rotw) =0 suroQ

sont appelés valeurs propres de transmission.

Rappelons que w et w correspondent respectivement au champ incident qui ne rayonne pas et au
champ total & l'intérieur de Iinclusion. Le couple (u,w) vérifie (10.11) si et seulement si (u,w)
satisfait le probleme variationnel

Trouver (u,w) € X tel que, pour tout (v, w’) € X,

Arotu -rotu' —rotw -rotw’ = k:2/ Nu-u —w-w, (10.12)
Q

Q

avec X := {(u,w) € H(rot; Q) x H(rot ; Q) |u —w € Hy(rot ; Q)}. Introduisons la forme sesqui-
linéaire sur X x X

ap((u, w), (v, w')) := (Arot u, rot u')q — (rot w,rot w')g — k* (Nu,u')q — (w,w')q) .

Nous remarquons que si (u, w) vérifie le probleme (10.12), alors pour tout (¢,%) € H(Q) x HY(Q)
tel que ¢ — v € HY(Q) (dans ce cas, (Vip, Vip) € X car (Vi — Vip) x v = 0 sur 05), on a

k* (Nu,Ve)g — (w, Vip)g) = 0. (10.13)
Ceci nous conduit a introduire les espaces

S = {(p,0) € HY(Q) x HY(Q) | ¢ — 1 € HY(Q) et (¢, 1)an = (¥, 1)aq = 0};
Xo = {(u,w) e X|(Nu,V)g — (w,Vip)qg =0, V(p,v) € S}. (10.14)
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Ici, (-,-)aq désigne le produit scalaire de L?(992). La condition (¢,1)sn = (1, 1)sq = 0 pour les
éléments (p, 1)) de S est imposée pour éliminer les constantes : si (C1, Cy) € SNC? alors C; = Cy = 0.

On peut vérifier que ((,%), (¢, ¢")) = (0, ¥), (¢, 9¥))s == (V, Ve')a + (VY, Vi)q définit un
produit scalaire sur S. Enongons un lemme caractérisant les éléments de Xg.

Lemme 10.2.2 Soit (u, w) un élément de X. Le couple (u,w) appartient a Xo si et seulement si
div(Nu) =divw =0 dans Q et v- (Nu —w) = 0 sur 09.

Preuve. Considérons (u,w) un élément de X;. Par définition, on a

En prenant, (¢,1) = (¢,0) (resp. (p,¢) = (0,()) pour ¢ € 65°(2), on trouve div(Nwu) = 0 (resp.
divw = 0). Maintenant, si ¢ € H'(Q2), nous pouvons écrire

(V- (Nu—w),Qy-12090) mrpe = (div(Nu—w),()o+ (Nu—w, V()
= (Nu,V({— X))o — (w,V({— X))o =0.

[a—

Ci-dessus, A¢ désigne le nombre (¢, 1)asn/(1,1)sq.
Réciproquement, si (u,w) € X vérifie div(Nu) = divw = 0 dans Q et v - (Nu — w) = 0, alors
pour (p,1) €S, on a

(Nu, VQO)Q — (w, V”L/J)Q = <I/ . Nu, 90>H—1/2(8Q),H1/2(BQ) — <l/ - w, 1/]>H—1/2(8Q),H1/2(8Q)
= (v (Nu—w), @>H*1/2(BQ),H1/2(BQ) =0.

Ceci termine la preuve. [

Maintenant considérons le probleme scalaire,

Trouver (p,%) € S tel que, pour tout (¢',¢) € S,
(10.15)

/QNw.vT»f— V-V = f((¢,9)),

ou f € S* (le dual topologique de S). Dans la suite, nous aurons besoin d’informations concernant
XoNVS, espace précisément égal a 'ensemble des gradients des éléments du noyau de (10.15). Nous
allons donc énoncer dans le paragraphe suivant quelques résultats pour ce probleme qui seront utiles
dans la suite de I'analyse. Nous renvoyons le lecteur a la Section 10.1 pour les démonstrations.

10.2.2 Propriétés pour le probléme scalaire

Avec le théoreme de représentation de Riesz, définissons 'opérateur B : S — S tel que

(B(@,w), (‘P/Jﬁ/))s = /QNVQO : W - VQ/} 'Wa v(<907w)7 (Splv 1//)) €S xS.

En travaillant comme dans les preuves du Lemme 10.1.3 et du Théoréeme 10.1.10, on montre les
deux résultats suivants.

Proposition 10.2.3 Supposons N < 1 ou 1 < N_. Alors l'opérateur B : S — S associé au
probléme scalaire (10.15) définit un isomorphisme.

Proposition 10.2.4 Supposons qu’il existe un voisinage ¥V de 0N) tel que la fonction N satisfasse
N < N*Id < Id ou Id < NyId < N p.p. sur QN V. Alors l'opérateur B : S — S associé au probléme
scalaire (10.15) vérifie Uégalité B =T + K ou I : S — S est un isomorphisme et K : S — S un
opérateur compact.
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Remarque 10.2.5 Sous les hypothéses de la Proposition 10.2.4, on a classiquement lalternative
de Fredholm :

—ou bien B : S — S est injectif et dans ce cas B constitue un isomorphisme ;

— ou bien B : S — S posséde un noyau non réduit a zéro ker B = wvect((p1,v1), ..., (©m,¥n))
et dans ce cas le probléme (10.15) posséde une solution, définie d une combinaison linéaire des
élements de ker B prés, si et seulement si f vérifie la condition de compatibilité f((¢g,vr)) = 0
pour k=1...M.

10.2.3 Une condition suffisante pour le caractere discret des valeurs propres de
transmission

Revenons a ’étude du probleme (10.12). Si T est un isomorphisme de X, alors (u,w) est une
solution de (10.12) si et seulement si (u, w) vérifie

ag((u,w), (v, w")) == ap((u,w), T(v, w')) =0, V(u',w') € X. (10.16)

Comme pour le probleme scalaire, I’idée consiste a trouver le bon isomorphisme T : X — X qui
permet de recouvrer une propriété de positivité pour la partie principale de akT. Cependant, ce
n’est pas suffisant pour appliquer le théoreme de Fredholm analytique car 'injection de X dans
L? (Q) x LZ(Q) n’est pas compacte. Classiquement pour les équations de Maxwell, la compacité sera
obtenue en prenant en compte la condition de divergence nulle en travaillant dans ’espace Xj. Si
k est une valeur propre de transmission non nulle, nous savons, d’aprés (10.13), que le couple de
vecteurs propres associé appartient a Xg. Ceci conduit a introduire le probleme

Trouver (u,w) € Xq tel que, pour tout (v, w’) € Xg,

af (u,w), (w', w')) = I((w', w")), (10.17)

ou | € X (le dual topologique de Xy). Définissons 'opérateur .AkT : Xo — X tel que, pour tout
((uv w)v (u,7w,)) € Xo x Xy,

(Ag(uv w)v (u/’ w/))H(rot ;Q)2 — akT((uv w)v (u/7 w/)) (10'18)

Si (u, w) est un couple de vecteurs propres associé a la valeur propre de transmission & # 0, alors on
a A}f(u, w) = 0. Par conséquent, pour montrer que 1’ensemble des valeur propres de transmission
est discret dénombrable, il est suffisant de prouver que AY est injectif pour tout k € C\. ou .%
est un ensemble discret dénombrable du plan complexe. Dans la prochaine section, nous prouvons
un résultat d’injection compacte de Xg dans L?(Q) x L2(Q) qui permettra, comme nous ’avons
annoncé, d’utiliser le théoréeme de Fredholm analytique.

Remarque 10.2.6 Supposons l'opérateur scalaire B : S — S inversible (il suffit pour cela de faire
Uhypothése Ny < 1 ou 1 < N_). Alors on vérifie aisément que si A',f n’est pas injectif, alors k
constitue une valeur propre de transmission. Dans ce cas, k # 0 est une valeur propre de transmis-
ston si et seulement st .Ar,f n’est pas injectif.

10.2.4 Etude de ’espace X,

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’étudier les propriétés de ’espace Xp.

Résultat de compacité
Commencons par démontrer un résultat de compacité de I'injection de X dans L?(Q) x L%(Q).

Théoreme 10.2.7 Supposons qu’il existe un voisinage V de OS2 tel que la fonction N satisfasse
N < N*Id < Id ou Id < N,JId < N p.p. sur QN V. Alors Xg s’injecte de fagon compacte dans
L3(Q) x L3(Q).
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Preuve. Définissons les espaces classiques, pour £ € L*°(Q, C),

Vn(& Q) = {ueH(rot; Q)|div({u) =0 dans Q, u x n =0 sur I},
V(& Q) = {ueH(rot; Q)|div(¢u) =0 dans Q, {u-n =0 sur 9N}.

Considérons une suite bornée (uy,,w,,) d’éléments de Xy. D’apres le Lemme 10.2.2, on a
div (Nuy, + wy,) = 0 dans Q qui posséde une frontiére connexe. Par conséquent, d’apres [2, théo-
reme 3.12], il existe un élément s, € Vp(1; Q) tel que Nu,, +w,, = rot s,,. D’autre part, puisque
div (Nuy, —w,,) = 0 dans le domaine simplement connexe €2 et puisque v - (Nu,, —w,,) = 0 sur 99
(de nouveau, d’apres le Lemme 10.2.2), il existe en vertu de [2, théoreme 3.17] un élément
dn € Vn(1; Q) tel que Nu,, — wy,, = rotd,,. Définissons alors ¢, = (sm + dn)/2 et
Y = (8m — dp)/2. On a u,, = N~ trot g, et w,, = rot,,.

Montrons qu’on peut extraire de (rote,,) et (rotw,,) des sous-suites qui convergent dans
L?(Q). Définissons 'espace

Xo = {(p, %) € X |divep = divep = 0 dans Q, v - (¢ + ) = 0 sur 9Q}. (10.19)

Dans le Lemme 10.2.8 ci-dessous, nous prouvons que Xg s’injecte de facon compacte dans LQ(Q) X
L2(Q) et que Dapplication (¢,%) + (|[rot |3 + |lrot 3||3)!/? définit sur cet espace une norme
équivalente a la norme canonique. Par conséquent, la suite (¢,,,,,) est bornée dans X, et il
existe une sous-suite (notée également (¢p,,,,,)) qui converge dans L*(Q) x L?(Q). Définissons
Cim = P1 — P> Vi, = V1 — Vs Wi = U — Uy €8 Wiy, = W] — W,y Alors, nous pouvons écrire

rot N~ 'rot ¢;,, = rotuy,

rot rot v, = rotwyy,. (10.20)

Considérons, comme lors de 1’étude du probleme scalaire, une fonction de troncature x €
€>(,]0;1]) & support dans V N Q et égale 4 1 dans un voisinage de 9. Etudions le cas
Id < N, Id < N p.p. sur Q N V. Multiplions les équations (10.20) respectivement par ¢;,, — 2x¥;,,
et 1, (pour traiter le cas N < N*Id < Id p.p. sur Q NV, il suffit de multiplier par ¢, et
Yy, — 2XY;,,)- En intégrant par parties, on trouve

(Niert Pims Tot (‘plm - 2X¢lm))ﬂ + <V X (NilI‘Ot Solm)a (V x (‘le - 2X¢lm>) x V>8Q
(10.21)
= (I'Ot Uims Pim — 2X¢lm)9

et
(rot 4y, rot ¥, )a + (v X rot ¥, (v X ;) X V)5q = (rot Wiy, ¥, ). (10.22)

Puisque N~ 'rot ¢, — rot v, = u;, — wyy,, la fonction N~'rot ¢, — rotap,, appartient a
Hy(rot, D). En se souvenant que ¢;,,, — ¥, constitue un élément de Hy(rot, D), nous pouvons
écrire

<V X (Niert Qalm)7 (V X (Solm - 2X¢lm)) X V>8D + <V X rot d’lm? (V X d)lm) X V><9D
= (v xrot Py, (V X (=@py)) X V)gp + (¥ X 1Ot Py, (V X p11y) X 1) = 0.
En additionnant (10.21) et (10.22), on obtient alors

(Nilr()t Pim, rot Solm)ﬂ + (I‘Ot ¢lm7 rot ,lnblm)Q - 2|(N711‘0t P, rot (X¢lm))9|

< C(llrot upmllollenlla + [lrot wimllol|Pimllo + [rot wimlll|tm,[lo)-

(10.23)
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Mais, pour tout a > 0, 5 > 0, nous avons, d’apres I'inégalité de Young,

2 ’(Nil rot Pim> rot (X¢lm))ﬂ|

< 2|(x N~'rot ¢y, rot ¥y, )o| + 2[(N 7! rot ¢y, VX X 9, )q

< «a (N_l rot Pim> rot (le)V + a_l (N_l rot d’lma rot ¢zm)v (10 24)
+5 (Nil rot Plim> rot Solm)V + /871 (N71<VX X ¢lm)7 VX X ’lplm)v

< « (N_l rot Pim> rot Solm)V + a_lN*_l (I‘Ot Qplm? rot ’ll’zm)v

+5 (N_1 rot ¢;,,,rot ;. )y + cpt (Y1 Yim)v

avec C' > 0 qui dépend seulement de x et N. En injectant (10.24) dans (10.23), nous obtenons

(N_ert Pim>» rot "le)Q\V + (I‘Ot d’lma rot ’d)lm)Q\V
+(1 — = B)(N_ert Pim>rot Solm)V + (1 - Oz_lN*_l)(I'Ot 'lnblm’ rot ’lﬁ'zm)v (1025)
< C(llrot upmllallemlla + [lrot winllal[tmlla + lrot wimllolPm,llo + 87 4m[13)-

Puisque 1 < N,, nous pouvons choisir a < 1 tel que (1 —a 'N!) > 0. En prenant 0 < 3 < 1 — a,
nous obtenons ’estimation

lrot @i, 1% + [rot by, [ < C (lrot wimllallemmlle + rot wimllalli,llo
+[lrot wimlell i llo + I9im18)-

Ainsi, les suites (rot ¢,,) et (rot,,) sont de Cauchy dans L2(Q). Ceci prouve que (t,, w,) =
(N~'rot ¢,,, rot 1,,) converge dans L?(Q) x L3(Q). ]

Lemme 10.2.8 L’espace X défini en (10.19) s’injecte de facon compacte dans L2(Q) x L%(2). De
plus, Uapplication (p,1) — (||rot ¢||3, + |[rot 1&“522)1/2 définit sur Xo une norme équivalente a la
norme canonique.

Preuve. Soit (¢,,,1,,) une suite bornée d’éléments de X;. Les suites (¢, — ,,) et (@, + ¥,,)
sont respectivement bornées dans V (1; ) et Vp(1; Q). D’apres le théoréme de Weber [150], nous
pouvons extraire de (¢, — ,,) et (@,, + ¥,,) des sous-suites qui convergent dans L?(Q). En
écrivant, @,, = (@, + V) /2 + (P, — Vi) /2 et Y, = (@, + U) /2 — (P, — V1) /2, ceci prouve
qu’on peut extraire de (¢,,,%,,) une sous-suite qui converge dans L?(Q) x L(Q). De plus, puisque
I'application v — |rot v||q définit une norme sur Vy(1; Q) et V(1; ©), nous obtenons la seconde
partie de ce lemme. [

Normes équivalentes sur X,

Dans ce paragraphe, nous donnons une condition suffisante pour que l'application (u,w)
(|lrot w||g + ||rot w||3)"/? définisse sur X une norme équivalente & la norme canonique.

Proposition 10.2.9 Supposons qu’il existe un voisinage V de 0N tel que la fonction N satisfasse
N < NId < Id ou Id < NyJId < N p.p. sur Q N V. Supposons également que ['opérateur B
associé au probléme scalaire (10.15) soit injectif (Vker B = Xo N VS = {0}). Alors Uapplication
(w, w) > (|[rot u||3 + |[rot w||3)'/? définit sur Xo une norme équivalente a la norme canonique.

Définition 10.2.10 Sous les hypothéses de la Proposition 10.2.9, nous notons Cp > 0 la plus petite
constante telle que

lullg + lwlié, < Cp(lrot wlg + [rotwlg), — ¥(u,w) € Xo. (10.26)
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Preuve de la Proposition 10.2.9

11 suffit de prouver que (10.26) est vraie pour un certain C'p > 0. Supposons qu’il existe une suite
(U, wy,) d’éléments de Xy telle que

Ym €N, Juml? 4 [wal =1 et lim [rot w3 + [lrot w3 = 0.

En vertu du Théoréme 10.2.7, nous pouvons extraire de (u;,,w,,) une suite (toujours notée
(W, wy,)) qui converge vers (u, w) € Xo dans L?(Q) xL?(Q). Par construction, on a ||u||3+||w]||3, =
1 et rotu = rotw = 0. Puisque 9 est simplement connexe, on déduit (voir [45, théoréme
8]) qu’il existe un couple (p,%) € S tel que (u,w) = (Vp, V). Nous remarquons alors que
B(V, Vi) = (0,0). Puisque nous avons supposé B injectif, nous déduisons (u,w) = (0,0). Ceci
conduit & une contradiction car nous devons avoir ||u|3 + ||w|/3 = 1. ]

10.2.5 Cas A < A*Id, avec A* < 1, dans un voisinage de la frontiere

Revenons a I’étude de 'opérateur .AkT défini en (10.18), o1, pour le moment, T est un isomor-
phisme abstrait de X. Dans ce paragraphe, nous supposerons qu’il existe un voisinage V de 0f2
tel que A < A*Id p.p. dans V, avec A* < 1. De nouveau, x € €><(Q,[0;1]) désigne une fonction
de troncature a support dans V N et égale & 1 dans un voisinage de 9. Définissons 1'opérateur
T: X — X tel que

T(u,w) = (u — 2yw, —w). (10.27)

C’est un isomorphisme car T o T = Id.

10.2.6 Caractére Fredholm de I'opérateur AY

Lemme 10.2.11 Supposons A < A*Id < Id et N < N*Id < Id p.p. sur QN V. Alors il existe
k =ik, avec k € R, tel que l'opérateur .AkT : Xo = Xo soit un isomorphisme.

Preuve. Montrons que la forme sesquilinéaire a?,‘l est coercive pour un certain x € R. Pour tout
(u, w) € Xy, nous pouvons écrire

a7k ((u, w), (u, w))|
= |[(Arot u,rot u)q + (rot w,rot w)g — 2(Arot u, rot (xyw))q
+ k2 ((Nu,u)q + (w, w)q — 2(Nu, xw)q)| (10.28)
(Arot u,rot u)q + (rot w, rot w)q + k2 (Nu,u)q + (w, w)q)
—2 |(Arot u, rot (xyw))q| — 2% |[(Nu, yw)q| .

v

Mais, pour tout n > 0, a > 0, on a, d’apres 'inégalité de Young,

2|(Arot u, rot (yw))q)|

< 2|(xArot u,rot w)qg| + 2 |[(Arot u, Vx x w)q|
< n(Arotu,rotu)y + 1! (Arot w,rot w)y (10.29)
+a (Arot u,rot u)y + a1 (A(Vx x w), Vx x w)y '
< n(Arotu,rotu)y + n~tA* (rot w,rot w)y
+a (Arot u,rot u)y + Ca™! (w,w)y
avec C' > 0 qui dépend uniquement de y et de A. De méme, pour tout 5 > 0, on a
< -1
2|(Nu, xw)o| < B(Nu,u)y+ 7 (Nw,w)y (10.30)

< /B(Nuv U)V + ﬁilN*(UL w)V'
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Ainsi, en injectant (10.29) et (10.30) dans (10.28), on obtient, pour tout n > 0, o > 0, 8 > 0,

laX (u, w), (u,w))| > (Arotwu,rot u)o\y + (rot w,rot w) o, 3
+r? <(NU7 )y + (w, w)Q\V)
+(1 —n — a)(Arot u,rot u)y + (1 — n~LA*)(rot w, rot w)y

+k2(1 — B)(Nu,u)y + (k2(1 — B~ N*) — Ca™ ) (w, w)y.

(10.31)

Choisissons d’abord 1 > 0 de sorte qu’on ait & la fois (1 —n) > 0 et (1 —n~! A*) > 0 (rappelons
que A* < 1). Puis, prenons a > 0 tel que (1 —n— «) > 0. Enfin, fixons g > 0 tel que (1 —/) > 0 et
(1 — B~ N*) > 0 (rappelons que N* < 1). Il ne reste plus qu’a prendre un  suffisamment grand
(en valeur absolue) pour obtenir

aih((u,w), (u,w))] > e ([wlfiror ) + [wlfrrot )

ou ¢ est une constante indépendante de (u,w) € Xy. Ainsi, pour une valeur de k assez grande,

T est coercive. Avec le théoréme de Lax-Milgram, on peut alors conclure que AL constitue un

isomorphisme de X pour un tel . [

a

Nous déduisons le

Théoréeme 10.2.12 Supposons A < A*1d < Id p.p. sur QNV. Supposons également N < N*Id < 1d
ould < NId < N p.p. sur QNV. Alors pour tout k € C, Uopérateur AY vérifie l'égalité AT = T+Ky,
ou T est un isomorphisme de X indépendant de k, et Iy est un opérateur compact de Xg.

Preuve. Définissons Z : Xy — X l'opérateur satisfaisant, pour tout ((u,w), (v/,w’)) € Xy x Xo,

(I(uv w)v (ul7 w/))H(rot ;)2 — aiﬁ,l/?((ua w)a T(’U/, ’UJ/)>,

avec T défini en (10.27) et
aiml/Z((ua w)a (’U,/, wl)) = (AI‘Ot u, rot u/)ﬂ - (I‘Ot w, rot w,)Q + '%2 ((2_111,, u/)Q - ('wa w,)Q) .

D’apres le Lemme 10.2.11 (remarquer que 27 !Id < Id), nous pouvons choisir x € R tel que Z soit
un isomorphisme de Xg. Puisque, par hypothese, N < N*Id < Id ou Id < N, Id < N p.p. sur 2NV,
le Théoreme 10.2.7 indique que l'injection de Xy dans L?(Q) x L%(Q) est compacte. Ceci prouve
que AkT — 7 constitue un opérateur compact de Xy. [

10.2.7 Caractere discret des valeurs propres de transmission

Sous les hypothéses du Théoreme 10.2.12, grace au théoreme de Fredholm analytique, on dis-
tingue deux possibilités pour la famille d’opérateurs {.AkT}ke(c. Ou bien, pour tout k£ € C, .A;f n’est
pas injectif (cette situation peut se présenter, cf. exemple de la fin du Chapitre 9). Ou bien il existe
k € C tel que AT soit injectif et alors AT est injectif pour tout k € C\.7 ot .% est un ensemble
discret dénombrable du plan complexe.

Théoreme 10.2.13 Supposons A < A*Id < Id et N < N*Id < Id p.p. sur QNYV. Alors l’ensemble
des valeurs propres de transmission est discret dans C.

Preuve. Le Lemme 10.2.11 assure qu’il existe k € R tel que .A;I,; soit un isomorphisme de Xg. Ainsi,
AT est injectif pour tout k € C\.# ol . est un ensemble discret du plan complexe. Pour k € C\.7,
ceci implique que l'unique solution du probléme (10.16) (et par conséquent des problémes (10.11)
et (10.12)) est la solution nulle. ]
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Théoréme 10.2.14 Supposons Ay < 1. Supposons également 'opérateur B associé au probléme
scalaire (10.15) injectif (il suffit pour cela de faire Uhypothése Ny < 1 oul < N_). Alors I’ensemble
des valeurs propres de transmission est discret dans C.

Preuve. En utilisant la preuve du Lemme 10.2.11 avec x = 1, on obtient l'existence de deux
constantes C1, Co > 0 indépendantes de k telles que, pour tout (u,w) € X,

’a'kr((u,w), (u, w))’ > Ci(|[rot ulff, + [lrot w|[) — Calk*(lullg + [|lw]g)-

En utilisant la Proposition 10.2.9 d’équivalence de normes sur X, on déduit que a',f est coercive
sur Xo x X pour |k|> < C1/(CaCp), ot Cp est définie en (10.26). Ainsi, 'opérateur AY est un
isomorphisme de Xy pour de petites valeurs (en module) de k. On peut alors conclure avec le
théoreme de Fredholm analytique. [

10.2.8 Localisation des valeurs propres de transmission

Réutilisons une nouvelle fois I'astuce de la preuve du théoréme 3.6.1 de [102] pour montrer un
résultat de localisation des valeurs propres de transmission.

Théoréme 10.2.15 Supposons A < A*Id < Id et N < N*Id < Id p.p. sur QN V. Il existe deux
constantes positives p et § telles que si k € C vérifie |k| > p et [Rek| < §|Smk|, alors k n’est pas
une valeur propre de transmission.

Preuve. Soit k = ik, k € R. Le Lemme 10.2.11 montre que, pour || suffisamment grand, on a
Iestimation, pour tout (u,w) € Xy,

af (w,w), (u,w))| > Cr(|[rot ullf + [rot wd) + Co k?(||ulf + [wl), (10.32)

ou les constantes Cy > 0, Cy > 0 sont indépendantes de k.
Considérons maintenant k = ix e avec 6 € [—7/2;7/2]. On vérifie que

o (w, w), (w,w)) = o ((w, w), (u,w)| < Cy w1 = 2 (|ullg, + [w]3), (10.33)

avec C3 > 0 indépendante de x. En combinant (10.32) et (10.33), on trouve

|ai; (w, w), (v, w))| > |a§‘;((u,w)7(u,'w))|—C3H2’1—62w (lullg + llwlig)

i 2 2
> Ci(|lrot ullf + [[rot wl|y) + (C2 — Cs {1 — 2 )r2(Jullg + [wlig)-

— &9 < 0y/2, on déduit le résultat.  m

En prenant 6 assez petit pour avoir, par exemple, C3 ’1

10.2.9 Une estimation pour la premiére valeur propre de transmission

Comme pour le probléme scalaire, nous pouvons fournir une estimation pour la premiere valeur
propre de transmission. Précisons que ce genre de résultats peut servir a obtenir des informations
concernant les caractéristiques physiques de l'inclusion lorsqu’on dispose des valeurs propres de
transmission.

Théoréme 10.2.16 Supposons Ay < 1. Supposons également l'opérateur B associé au probléme
(10.15) injectif (il suffit pour cela de faire I’hypothése Ny < 1 ou 1 < N_). Alors si k € C* vérifie
Uestimation |k|? < (A_(1 — /A7))/(Cp max(Ny,1)(1+/N7)), avec Cp définie en (10.26), alors

k n’est pas une valeur propre de transmission.
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Preuve. En reprenant la preuve du Lemme 10.2.11 avec x = 1, on peut écrire, pour tout (u,w) €
X07

lafF ((u, w), (u,w))| = |[(Arotu,rotu)g + (rot w,rot w)g — 2(Arot u, rot w)g
—k? (Nu,u)q + (w,w)q — 2(Nu, w)q)|

> (Arot u,rot u)g + (rot w,rot w)g — 2|(Arot u, rot w)gq|
—|k]? (Nu, u)q + (w,w)q + 2|(Nu, w)q|)
> (1—+/AL)((Arot u,rot u)g + (rot w,rot w)q)

=k + VN (N, u)o + (w, w)a).

Par conséquent, pour k € C tel que |k|? < (A_(1 — /A}))/(Cp max(Ny,1)(1 + /Ny)), la forme
akT est coercive. |

10.2.10 Cas A,Id < A, avec 1 < A,, dans un voisinage de la frontiére

Dans ce paragraphe, nous supposons qu’il existe un voisinage V de 9€) tel que A dd < A
p.p. dans V, avec 1 < A,. De nouveau, x € 4°°(£,[0;1]) désigne une fonction de troncature a
support dans V N Q égale a 1 dans un voisinage de 0. Définissons I'opérateur T : X — X tel
que T(u,w) = (u,—w + 2xu). C’est un isomorphisme car T o T = Id. Comme dans la section
précédente, on prouve successivement les résultats suivants.

Théoréme 10.2.17 Supposons Id < A, Id < A p.p. sur QNYV. Supposons aussi N < N*Id < Id ou
Id < NJId < N p.p. sur QNV. Alors pour tout k € C, lopérateur AkT vérifie égalité AY =T + Ky,
ou I est un isomorphisme de Xg indépendant de k, et Ky est un opérateur compact de Xg.

Théoréme 10.2.18 Supposons Id < A, Jd < A et Id < N, Id < N p.p. sur QNV. Alors l’ensemble
des wvaleurs propres de transmission est discret et dénombrable dans C. De plus, il existe deux
constantes positives p et § telles que si k € C vérifie |k| > p et [Rek| < §|Smk|, alors k n’est pas
une valeur propre de transmission.

Théoreme 10.2.19 Supposons 1 < A_. Supposons également l'opérateur B associé au probléme
(10.15) injectif (il suffit pour cela de faire U’hypothése Ny <1 oul < N_). De plus si k € C* vérifie
Uestimation |k|?> < (1 —1//A_)/(Cp max(Ny,1)(1 +1/\/N_)), avec Cp définie en (10.26), alors
k n’est pas une valeur propre de transmission.

10.3 Quelques questions ouvertes pour le probléme de transmission
intérieur

Tout au long de ce chapitre, nous avons dii supposer A — Id et N — Id positifs ou négatifs
dans un voisinage de la frontiére pour utiliser la technique de T-coercivité. Naturellement, on peut
se poser la question suivante : qu'advient-il lorsque A — Id et/ou N — Id changent de signe ou
s’annulent dans un voisinage de la frontiere? Pour répondre a cette question, nous allons nous
servir de ’analogie entre le probléme de transmission intérieur (Z’r1) et le probléme de transmission
matériau positif/matériau négatif (Zrpn). Rappelons que la frontiere du domaine 9 pour (Fry)
joue le role d’interface ¥ pour (Zrpn).

Tout d’abord, la situation dans laquelle A — Id s’annule dans un voisinage de 92 pour (Zrr)
correspond & un cas de contraste égal a —1 au voisinage de ¥ pour (ZPrpn). Dans cette configu-
ration, nous savons d’apres les résultats du Chapitre 1 que H' ne constitue pas un « bon » cadre
fonctionnel pour poser les probléemes, les opérateurs associés n’étant pas de type Fredholm en
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O I \ ; Probléme de transmission
| SRR B TS S e VR | | matériau positif/matériau négatif

FI1GURE 10.2 — Le probleme de transmission intérieur présente de fortes analogies avec le probleme
de transmission entre un matériau positif et un matériau négatif.

raison de l'existence de singularités localisées sur la frontiere/interface. Dans le prochain chapitre,
nous verrons comment 1’on peut définir un nouveau cadre fonctionnel pour retrouver le caractere
Fredholm pour le probléme de transmission intérieur lorsque A est identiquement égale a I'identité.
Cette démarche, connue depuis fort longtemps pour (1), devrait permettre d’étudier (ZrpN)
dans le cas d’un contraste égal a —1. Cependant, ’adaptation n’est pas si directe. Mais laissons
ce cas de coté et supposons dans la suite de la discussion A # Id. La détermination d’un cadre
fonctionnel pour étudier le probléme de transmission intérieur scalaire lorsque A — Id s’annule sur
une partie non vide de la frontiere mais pas sur tout 92 constitue pour le moment un probléme
ouvert.

Intéressons-nous maintenant & la configuration ot A —Id et/ou N — Id s’annulent ou « passent par
zéro » en un point de la frontiere (voir un exemple sur la Figure 10.2). Dans [106], en utilisant le
critere de Shapiro-Lopatinskii, les auteurs fournissent une condition nécessaire et suffisante pour
garantir Uellipticité du probleme de transmission scalaire associé a (10.2) dans le cas ou A et N
sont réguliéres. La situation ou A — Id change de signe au voisinage de 92 pour (£1p) est analogue
au cas d’un contraste « passant » par —1 pour (Zrpn). Il peut alors apparaitre les singularités
propagatives rencontrées dans les Chapitres 5 et 6. Pour obtenir un probléme bien posé au sens de
Fredholm, nous savons qu’il est nécessaire de modifier le cadre fonctionnel en ajoutant a I’espace
une des singularités propagatives. Cette fois-ci, on peut imaginer utiliser les résultats obtenus lors
de l'étude de (Prpn) pour traiter (F7r1). Malheureusement, la question de 'injectivité pour une
fréquence, essentielle pour appliquer le théoreme de Fredholm analytique, semble difficile a résoudre
dans le cas du probléme de transmission intérieur.

Pour le probleme de transmission intérieur pour les équations de Maxwell, les questions ou-
vertes semblent encore plus nombreuses. En effet, le coefficient N importe également dans le
caractére Fredholm car il détermine si oui ou non la perturbation de l'opérateur principal est
compacte. La détermination d’un cadre fonctionnel adapté a I’étude du probléme de transmission
intérieur vectoriel lorsque A — Id et/ou N — Id changent de signe ou s’annulent dans un voisinage
de la frontiére est loin d’étre claire. Néanmoins, ’analogie entre (ZPrpn) et (F11) demeure vraie
pour les équations de Maxwell.

Terminons par quelques mots concernant la question de 'existence de valeurs propres de transmis-
sion réelles, question qui revét une grande importance pour les applications. Le constat est aussi
simple qu’accablant : nous ne sommes pas en mesure d’y répondre par la méthode de la T-coercivité.
Cette technique permet de retrouver une certaine positivité mais elle présente I'inconvénient majeur
de conduire a une perte de symétrie de la forme sesquilinéaire. Ceci empéche d’utiliser les jolis
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arguments basés sur le principe du min-maz (cf. [60, 37]) pour démontrer I'existence de valeurs
propres de transmission. A I'heure actuelle, il n’existe pas de tel résultat d’existence lorsque A — Id
et/ou N — Id changent de signe ou s’annulent dans un voisinage de la frontiere.
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Introduction

()

ans le chapitre précédent, nous avons introduit le probleme de transmission intérieur qui

apparalt dans la théorie de la diffraction. Ce probleme intervient lorsqu’on cherche a
5 reconstruire le support d’une inclusion noyée dans un milieu homogene a partir de la
mesure de champs lointains a fréquence fixée. On peut le résumer ainsi : pour une fréquence donnée,
existe-t-il un champ incident tel que le champ réfléchi par I'inclusion soit nul 7 Les fréquences pour
lesquelles la réponse a cette question est positive posent probléeme pour les méthodes de recons-
truction. Une question importante dans la théorie consiste donc a prouver le caractere discret de
ces fréquences tres particulieres.

Lorsqu’on écrit la formulation variationnelle associée a ce probleme de transmission intérieur,
il apparalt un changement de signe dans la partie principale. Les techniques spectrales usuelles
sont inopérantes et ’étude de ce probleme n’est pas triviale. Pour faire face a cette difficulté du
changement de signe, nous avons employé la technique de la T-coercivité. L’utilisation de cette
approche se révele trés simple car les deux fonctions mises en jeu dans ce probléme vivent sur le
méme domaine. Il n’est donc pas nécessaire de recourir aux opérateurs de transfert géométriques
comme nous 'avons fait dans le Chapitre 1 relatif a ’étude du probleme de transmission entre un
matériau positif et un matériau négatif. Cependant, le point important du travail que nous avons
mené reste de tout de méme 'analogie forte existant entre le probleme de transmission intérieur
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(P11) et le probleme de transmission matériau positif/matériau négatif (Prpn), la frontiere du
domaine pour (Z11) jouant le role d’interface pour (Zrpy). Pour (Z11), si nous modélisons le
matériau de I'inclusion € par deux coefficients physiques A et n avec € = gon, p = ppA~"L, le
probléme scalaire pour la composante E, du champ électrique est bien posé au sens de Fredholm
lorsque A est plus grand ou plus petit que l'identité au voisinage de 0f). Ceci est équivalent &
imposer un contraste supérieur ou inférieur & -1 dans un voisinage de linterface pour (Zrpn).
Lorsque A —Id s’annule sur un ouvert non vide rencontrant 'interface, le probleme de transmission
intérieur n’est pas bien posé au sens de Fredholm en raison de singularités fortes localisées sur la
frontiere. Ceci empéche d’utiliser le théoreme de Fredholm analytique pour prouver le caractere
discret des valeurs propres de transmission.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cas ou A est identiquement égale & l'identité. Au-
trement dit, nous considérons que le matériau de l'inclusion difféere du matériau de référence
uniquement par sa permittivité et non par sa perméabilité. Ce cas de figure semble pouvoir étre
rencontré en physique et I'intérét de notre probleme n’est pas simplement mathématique méme
si bien entendu, c’efit été suffisant! Lorsque A = Id, pour obtenir un probléme bien posé au sens
de Fredholm, on peut modifier le cadre fonctionnel en écrivant une formulation du quatrieme
ordre pour le champ diffracté dans I'inclusion. Celui-ci est alors cherché dans H3(2), fermeture de
%°(Q) pour la norme H? (cf. Section 11.1). Pour justifier la condition sur la frontiére, rappelons
que le champ diffracté doit étre nul en dehors du support de I'inclusion 2. La partie principale de
I'opérateur associé a cette formulation est égale & A(n — 1)~'A-. Lorsque n est plus petit ou plus
grand que un sur tout le domaine, cet opérateur est elliptique et son étude s’effectue sans difficulté.
Lorsque n — 1 change de signe sur €2, I’on voit apparaitre un nouveau probléme de transmission.
La question du caractere discret des valeurs propres de transmission dans cette configuration est
restée ouverte pendant longtemps. Récemment, dans [146], J. Sylvester a réalisé une jolie avancée
en démontrant ce résultat lorsque n — 1 est positif (ou négatif) dans un voisinage de la frontiere.
Son travail est basé sur une formulation encore différente. Dans ce chapitre, nous souhaitons nous
concentrer sur I’étude du probleme de bilaplacien avec changement de signe dans la partie principale.

Décrivons a présent le plan. Dans la Section 11.1, nous précisons les notations et introduisons
la formulation du quatriéme ordre. Dans un second temps, nous étudions cette formulation. Nous
prouvons que l'opérateur de H3(f2) dans H3(Q2) naturellement associé¢ & cette formulation est
toujours de type Fredholm lorsque n — 1 € L*°(Q) reste positif ou négatif dans un voisinage de la
frontiére et vérifie (n — 1)~ € L>°(Q2). Ceci constitue un résultat surprenant car les hypotheses sont
relativement faibles. En particulier, la quantité n — 1 peut présenter les changements de signe les
plus divers a l'intérieur du domaine. Dans la Section 11.3, en utilisant la T-coercivité géométrique,
nous montrons le caractere discret des valeurs propres de transmission dans des cas ou n — 1 change
de signe dans un voisinage de la frontiére, complétant ainsi [146]. Malheureusement, le critére de
validité de ce résultat n’est pas tres explicite. Dans la derniere section, nous nous intéressons a
un probleme de bilaplacien avec changement de signe avec des conditions aux limites mixtes. Ce
probleme n’est pas en lien avec le probleme de transmission intérieur mais présente des propriétés
mathématiques amusantes.

11.1 Une formulation du quatriéme ordre pour le probléme de
transmission intérieur

Commencgons par introduire les notations que nous utiliserons dans ce chapitre. Considérons
Q c R% d > 0, un domaine borné & frontiere 90 lipschitzienne connexe. De facon générale,
si O est un ouvert de R?, nous notons indifféremment (-,-)o les produits scalaires de L2(O) et
L%(0) := (L*(0))%, ainsi que | - [|o les normes associées. L’espace H3(Q) est défini comme la
fermeture de 6§°(Q2) pour la norme H?. En utilisant le théoréme de Lax-Milgram, on vérifie que
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Papplication (u,v) (u,v)Hg(Q) = (Au, Av)q définit un produit scalaire sur H2(£2). Définissons
HuHH%(Q) := ||Aul|q pour tout u € H3(Q).

Reprenons le probleme de transmission intérieur du chapitre précédent avec A identiquement
égale & l'identité. Notons w le champ incident et u le champ total. Dans €2, on a Au+ k*n(z)u = 0
et Aw + k?>w = 0 ou k désigne le nombre d’onde. Imposons & u de satisfaire les relations physiques
de continuité du champ et de continuité du flux [ullsgo = [v - Vu]lag = 0. Ici, []|sn désigne un
saut sur 0f), arbitrairement fixé. Si w est un champ qui ne rayonne pas, alors on a v = w et
v-Vu—v-Vw = 0 sur 0. Ici, v note la normale unitaire a 9€) dirigée vers I'extérieur de 2. En
résumé, si w est tel que le champ diffracté est nul, le couple (u, w) vérifie le probleme

Au + kE*nu = 0 dans(
Aw + k2w = 0 dans
U —w = 0 surodf (11.1)
v-Vu—v-Vw = 0 sur 9.

Le coefficient n est un élément de L°(Q2) a valeurs réelles tel que n # 1 dans 2. Nous supposons
de plus que (n — 1)~! appartient a L>(Q).

Le probléeme (11.1) est analogue & un probléme de transmission entre un matériau positif et
un matériau négatif dans le cas d’un contraste dans la partie principale égal a —1. Cela vient du
fait que nous avons choisi A = Id. Nous savons que pour ce cas, H' ne constitue pas un « bon »
cadre fonctionnel, les opérateurs associés a ces problemes n’étant pas de type Fredholm. Ceci
empéche 'utilisation du théoréme de Fredholm analytique pour prouver le caractere discret des
valeurs propres. Nous allons donc modifier ce cadre fonctionnel.

Définition 11.1.1 Les éléments k € C pour lesquels il existe une solution non triviale au probléme

Trouver (u,w) € L2(Q) x L2(Q) avec u —w € H(Q) tel que :
Au+Fk*nu = 0 dansQ (11.2)
Aw+kw = 0 dansQ

sont appelés des valeurs propres de transmission.

Remarque 11.1.2 Physiquement, il peut paraitre étrange de travailler avec des champs apparte-
nant a L2(Q) et non a HY(Q). Est-ce simplement un artifice mathématique ? En réalité, les champs
incidents w sont des superpositions d’ondes planes. Ils sont donc trés réguliers. Mais il est possible
de montrer des résultats de densité de cet « espace d’ondes planes » dans H'(Q) et L2(Q). Autre-
ment dit, toute fonction de H'(Q) ou L2() peut étre approchée avec une précision arbitraire par
une superposition d’ondes planes. Par conséquent, si k est une valeur propre de transmission, on
peut toujours trouver une combinaison linéaire d’ondes planes qui rayonne « trés peu », le « trés
peu » pouvant étre choisi aussi petit que l’on veut. Le message important de cette remarque est donc
le suivant. Pour mettre en place les méthodes de reconstruction, il suffit de savoir prouver que les
valeurs propres de transmission forment un ensemble discret dénombrable, lesdites valeurs propres
de transmission étant définies dans un cadre fonctionnel dans lequel ’espace des ondes planes est
dense. Nous renvoyons le lecteur a [01] pour plus de détails concernant ce point.

Ecrivons & présent une formulation du quatriéme ordre pour le probléme (11.2). Considérons (u,w)
un couple d’éléments vérifiant (11.2). Définissons v := u — w. Notons que v n’est rien d’autre que le
champ diffracté dans I'inclusion. Il satisfait la relation Av+ k*nv = k%(1 —n)w dans Q. En divisant
de part et d’autre de 1’égalité par (1 — n) et en utilisant '’équation Aw + k?w = 0, on obtient, au
sens des distributions,

(A + k‘2)%(Av + k*nv) = 0.

n —
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On déduit que si le couple (u,w) satisfait le probleme (11.2) alors v = u — w vérifie le probléme

Trouver v € HZ(Q2) tel que

1
/Q H(Av + k2nw) (Ap + E%p) = 0, Vo € H3(Q).

(11.3)

Réciproquement, on montre (voir [139, lemme 3.1] pour les détails) que si v est solution de (11.3)
alors le couple (u,w) := ((n — 1)7! (Av + k?nv) — k?v, (n — 1)~ (Av + k?nv)) vérifie le probléme
(11.2). Sur H3(2) x H3(€2), définissons la forme sesquilinéaire

ap(v,0) = ((n—1)7H(Av + Env), (Ap + k%p))a, V(v,¢) € HE(Q) x HE(Q).

Avec le théoréme de représentation de Riesz, introduisons 'opérateur continu Ay, : H3(Q) — H2(Q)
associé a ay tel que

(Akv, Pz = ar(v,9),  V(v, ) € H(Q) x H{(Q). (11.4)

Supposons pour un court moment qu’il existe kg € C tel que Ay, définisse un isomorphisme de
H2(Q). Pour tout k € C, il est aisé de prouver que Ay, differe de Ay, d’'une perturbation compacte.
Avec le théoréeme de Fredholm analytique, on conclut alors, puisque Ay, est injectif, que Ay est
un isomorphisme de H3(Q2) pour tout k € C\., ot . est un ensemble discret dénombrable dans
C. Autrement dit, pour montrer que I’ensemble des valeurs propres de transmission est discret dé-
nombrable, il est suffisant de montrer qu’il existe ko € C tel que Ay, soit un isomorphisme de H3(2).

Lorsque n(z) > 1 p.p. sur €, la forme bilinéaire ag est coercive sur H3(2) x HZ(Q) et donc
Ag est un isomorphisme de HZ(2). Dans cette configuration, le raisonnement précédent s’ap-
plique et l’ensemble des valeurs propres de transmission est discret dénombrable. Lorsque
0 < C1 <n(x) < Cy <1, ou Cp,Cy sont des constantes, ce résultat est également vrai car
—ag est coercive sur HZ(Q) x H3(Q2). Ces résultats sont connus depuis [139]. Lorsque n — 1 change
de signe, la forme aj n’est ni coercive ni « coercived-compacte » sur H3(2) x H3(€2). Les valeurs
propres du probléme (11.3) constituent-elles encore un ensemble discret dénombrable dans ce cas
de figure 7

Pour tenter de répondre a cette question, nous allons nous concentrer sur la partie principale
(la partie qui contient les dérivées d’ordre le plus élevé) de l'opérateur Aj. Introduisons la forme
sesquilinéaire

b(v,9) = ((n—1)""Av,Ap)a,  V(v,¢) € HF(Q) x H{(Q)
ainsi que l'opérateur continu B : H3(Q) — H3(Q) associé tel que
(BQ}, QP)H%(Q) = b(U, (P)7 V(’U, 90) € H%(Q) X H%(Q) (115)

Pour simplifier la présentation, nous notons o := (n — 1)1 € L>(Q).

11.2 Etude de la formulation du quatriéme ordre

Avant d’étudier 'opérateur B, intéressons-nous au probléme obtenu en remplagant dans (11.3)
la condition « d,v = 0 sur 02 » par la condition « cAv = 0 sur 9 ».

11.2.1 Une premiére approche

Pour f € (H{(Q2) N H2(Q))*, considérons le probléme

Trouver u € H{(Q) NH2(Q) tel que :
AcAu = f . (11.6)
cAu = 0 sur 99
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Ici, nous imposons des conditions aux limites mixtes : la condition v = 0 sur 9f) est qualifiée
d’essentielle, elle apparait dans I’espace, tandis que la condition cAu = 0 sur 0f2 est dite naturelle.
La trace cAu = 0 est définie au sens faible. Nous dirons que la fonction v € L2() telle que
Av € (H§() NH2(Q))* vérifie v = 0 sur 99 si et seulement si on a

(Av, 0", = /QUAU’, Vo' € HY(Q) NH?(Q),
la notation (-, ), désignant ici le crochet de dualité (H§(Q) N H2(Q))* x H5(Q) N H2(Q). Avec ces
conditions aux limites, nous allons voir qu'il est tres facile de résoudre le probléme (11.6) en deux
étapes. Pour fixer les idées, supposons Q de classe € et donnons-nous f € H™(Q). Il existe un
unique v € H}(2) vérifiant Av = f. Notons ensuite u I'unique fonction vérifiant u € H{(Q) et
Au = o~ 'v. Puisque € est régulier, nous savons que u appartient & H?(£2). Cet élément satisfait
donc le probléme (11.6). Remarquons bien que pour obtenir ce résultat, les seules hypotheses faites
sur o sont o € L*®(Q) et o~ € L*(Q). Ainsi, o peut trés bien changer de signe. Cependant,

ce changement de signe ne semble pas avoir les conséquences du changement de signe de o pour
l'opérateur div (oV-) : H}(Q) — H=1(Q). Précisons 1'étude du probléeme (11.6).

Avec le théoréme de Lax-Milgram, on montre que le produit scalaire (u,v) (U,U)H(Q)(Q) =
(Au, Av)g que nous avons défini sur H3(2) x H3(2) constitue également un produit scalaire sur
H{(Q) N H2(Q) x H{(R2) N H2(R). Introduisons la forme sesquilinéaire

bv,9) = (0Av,Ap)q, V(v,¢) € HY(Q) NH2(Q) x H(Q) N H(Q),
ainsi que I'opérateur continu de H}(Q2) N H(Q) associé, défini par

(Bu, @)y = bv.g),  V(v,p) € HY(Q) NHZ(Q) x HY(Q) NH(Q).

Nous allons voir qu’il est tres facile de construire 'inverse de 'opérateur B.

Théoréme 11.2.1 Supposons louvert 2 de classe €2. Pour tout o € L>°(Q) tel que 0! € L>®(Q),
Vopérateur B constitue un isomorphisme de Hy(2) NH2().

Preuve. Définissons l'opérateur T : H{(2) N H2(Q) — H(Q) N H2(Q) tel que, pour tout u €
H{(Q)NH2(2), Tu est défini comme 'unique solution du probléme « trouver Tu € H(€2) satisfaisant
A(Tu) = 0~ 'Au ». Puisque nous avons supposé 2 de classe €2, Tu est bien un élément de H?().
Pour tout u,v € H{(Q) N H3(Q), nous pouvons écrire

(B(Tu),v)Hg(Q) = (cA(Tu), Av)q = (Au, Av)q.

Par conséquent, 'opérateur BoT est égal a I'identité de H{(Q) NH2(Q). Puisque B est autoadjoint,
on déduit que B définit un isomorphisme avec B~ = T. ]

Proposons une autre preuve de ce résultat, légerement différente, en revenant a la résolution du
probléme (11.6) en deux étapes. Cela constituera un avant goiit de la fin de ce chapitre. Commengons
par démontrer le

Lemme 11.2.2 Supposons l'ouvert Q de classe €2. Alors pour tout f € (Hy(2) NHZ(Q))*, il existe
une unique solution au probléme

Trouver v € L2(Q) tel que :

/QUAU’: (i), W € Hy(Q)NH*(Q) (11.7)

la notation (-,-)q désignant le crochet de dualité (H{ () N H2(Q))* x H{(Q) N H3(Q).
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Preuve. Considérons v € L%(12) tel que [, vAv' = 0 pour tout v' € H(Q)NH?(Q). En testant avec v’
I'unique solution du probleme « trouver v’ € H}(Q2) NH2(Q2) tel que Av' = v », on déduit [, v? = 0.
Ainsi, le probléme (11.7) posséde au plus une solution. Maintenant, considérons f € (H{(Q) N
H2(Q))*. D’apres le théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique F' € Hj(Q) NHZ(Q) tel
que Jo AFAV = (f,v'), pour tout v’ € H}(Q2) N H?(Q). La fonction v = AF € L%(Q) est alors une
solution du probléme (11.7). Ceci termine la preuve. [ |

Preuve du Théoréme 11.2.1 (bis). Considérons u € Hj(2) N H2(2) tel que
/ cAuAY =0, W € HY(Q) nH2(Q).
Q

D’apres le Lemme 11.2.2; on a alors nécessairement cAu = 0 et donc Au = 0. Ceci implique
u = 0 et prouve que le probléme (11.6) posséde au plus une solution. Considérons ensuite f €
(H(Q) N H2(Q))*. D’aprés le Lemme 11.2.2, il existe un unique v € H{(22) N H2(Q) tel que

/QUAU/ =(f,v")q, Vo' € H(Q) N H2(Q).
1

Définissons alors u I'unique solution du probléeme « trouver u € H} () NH2(Q) tel que Au = o~ 1v ».
Cette fonction est une solution du probléme (11.6). |

Remarque 11.2.3 Pour démontrer le Théoréme 11.2.1, nous avons supposé Q de classe €%. Bien
entendu, cette hypothése peut-étre affaiblie. Il suffit en fait que 'ouvert Q soit tel que 'opérateur
Laplacien avec condition de Dirichlet homogéne soit un isomorphisme de Hy(Q)NH2(Q) dans L2(Q).
C’est par exemple le cas lorsque ) est convexe a frontiere lipschitzienne. Par contre, en 2D, lorsque
Q présente un ou plusieurs coins rentrants, le Laplacien avec condition de Dirichlet homogéne
n’est pas un isomorphisme de H(2) N H2(Q). Dans ce cas, nous verrons dans la Section 11.4 que
Vopérateur B : HY(Q)NH?(Q) — H(Q)NH2(Q) ne définit pas toujours un isomorphisme. Un noyau
de dimension finie peut apparaitre.

11.2.2 Caractere Fredholm de 'opérateur

Revenons a ’étude de 'opérateur B introduit en (11.5). Nous allons prouver qu’il est Fredholm
d’indice zéro sous 'hypothése

Supposons o € L*(Q) avec 0! € L>(Q). Supposons de plus que o(x) > C1 > 0 p.p.
() | sur Q\O ou o(z) < Cy < 0 p.p. sur Q\O, ott C1, Cs sont des constantes et O un ouvert
tel que O C Q.

FIGURE 11.1 — La fonction o est supposée uniformément positive ou uniformément négative dans
la région verte Q\O.
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En d’autres termes, nous supposons qu’il existe un voisinage de 9€2 sur lequel on a n > 1 presque
partout ou n < 1 presque partout. Par contre, en dehors de ce voisinage, n — 1 peut changer de
signe. Pour prouver que B définit un opérateur Fredholm d’indice zéro, nous allons construire une
paramétrix a droite pour B, i.e. un opérateur borné T tel que BoT = Z + K ot Z : H(Q) — H3(Q)
est un isomorphisme et K : H3(€2) — H2(Q2) un opérateur compact.

Théoréme 11.2.4 Supposons que o satisfasse U'hypothése (). Alors Uopérateur B : HE(Q) —
H3(Q) vérifiant (Bw, W)Hﬁ(Q) = (0 Av, Ap)q, pour tout (v, @) € HA(Q)xH3(Q), est Fredholm d’indice
z€éro.

Preuve. Présentons la preuve dans le cas ¢ > (7 > 0 dans un voisinage de la frontiere 092. En
travaillant sur I'opérateur —B lorsque o < (s < 0 dans un voisinage de 0f), on peut en effet se
ramener & cette configuration. Introduisons ¢ € %5°(2, [0; 1]) une fonction de troncature égale a
1 sur O. Remarquons que 1 — ¢ est un élément de €°°(Q, [0;1]) qui vaut 1 dans un voisinage de
0. Considérons a présent v un élément de H3(£2). La fonction (1 — ¢)v appartient a H3(f2) et par
définition, on a pour tout ¢ € H3(£2),

(@A((1 = ¢)v), Ap)a = b((1 = (), ) = (B((1 = ¢)v), ©)mz2(0)-
Ceci permet d’écrire, en développant A((1 — ()v),
(1= QoAv, Ap)g = (B((1 = Q)v), p)uz() + (¢(2Ve - VC+vA(), Ap)q. (11.8)

Sur le support de (, il faut procéder un peu différemment car o change de signe. Définissons 1)
I'unique élément de H{(2) tel que Ay = o~ tAv € L?(Q). Les résultats classiques de régularité
intérieure (voir [88, théoréme 2.1.3]) indiquent qu’on a, pour tout x € 65°(), x¥ € H3(Q) avec
Pestimation HXI/JHHg(Q) < Clle~tAv|q < CHUHHg(Q). En particulier, la fonction (¢ appartient a
H2(Q) et dépend continfiment de v. Puisque (cA((v), Ap)g = (B((i/}),cp)H(z)(Q), l'on déduit, en
développant A(C1),

(CAv, Ap)a = (6¢AYD, Ap)a = (B(CY), )uz(a) — (0(2Vi) - VC + PAQ), Ap)q. (11.9)

Définissons l'opérateur T : H3(2) — H3() tel que Tv = (¢ + (1 — ¢)v pour tout v € H3(R).
Avec le théoréme de représentation de Riesz, introduisons les opérateurs Z : H3(2) — H3(Q) et
K : H2(Q) — H3(Q) tels que, pour tout (v, ) € H3(Q2) x H3(Q),

(Zv, o)z) = (C+ (1 =C)o)Av, Ap)q
(Kv, @)mziy = (0(2V(¥ —v) - V(+ (¢ = ) AC), Ap)a. (11.10)

Avec ces définitions, nous avons la relation Bo T = Z + K. On vérifie sans mal que Z : H3(Q2) —
H2(Q) définit un isomorphisme car la forme (v,¢) — ((¢ + (1 — ¢)o)Av, Ap)q est coercive sur
HZ(Q) x H3(2). Le Lemme 11.2.5 ci-dessous indique que K : H3(Q) — HZ(Q) est compact. Par
conséquent, 'opérateur T définit bien une paramétrix a droite pour B. Puisque B est autoadjoint,
nous déduisons que c’est un opérateur Fredholm d’indice zéro. [

Lemme 11.2.5 L’opérateur K : H3(Q2) — H3() défini en (11.10) est compact.
Preuve. Considérons () une suite bornée d’éléments de HZ(2). Montrons qu’on peut en extraire

une sous-suite telle que (Ky,,) converge dans H3(92). D’apres la définition (11.10) de 'opérateur K,
nous pouvons écrire

IKenllfiz) < Cllealza (lonlm @) + 1¥nlm @ ) -
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Ci-dessus « supp( » désigne le support de (. Rappelons qu’en vertu du résultat de régularité
intérieure, on a l'estimation ||¢n|lg2(suppc) < C’HcanHg(Q). Puisque l'injection de H2(Q) (resp.
H2(supp ¢)) dans H'(2) (resp. H(supp ¢)) est compacte, nous pouvons extraire de (¢,) une sous-
suite telle que () et (1,) convergent respectivement dans H'(Q2) et H'(supp () fortement. Défi-
Nissons PYpn = ©m — Yn, pour tout m, n € N. En utilisant ’estimation

H’CSDmnH%{g(Q) <C H‘PmnHHg(Q) (H‘PmnHHl(Q) + menHHl(suppC)) )
nous déduisons que (Kg,,) est une suite de Cauchy de H3(Q). Par conséquent, (Kp,) converge. m

Pour tout k € C, 'opérateur Ay défini en (11.4) difféere de B d’une perturbation compacte. Nous
pouvons donc énoncer le

Corollaire 11.2.6 Supposons que o satisfasse l’hypothése (). Alors pour tout k € C, 'opérateur
Ay défini en (11.4) est Fredholm d’indice zéro.

Remarque 11.2.7 De facon quelque peu surprenante, ces résultats indiquent que l’opérateur AcA-,
contrairement a 'opérateur div (oV-), n'est pas sensible aux changements de signe de o tant que
ceux-ci ont lieu a l'intérieur du domaine 2. Notons que les changements de signe de o peuvent
s’effectuer de fagon trés irréguliere. Ainsi, supposons §2 divisé en deux sous-domaines 2y, Qo avec
Q=0 UQ, (1N =0, o(x) = o1(x) > C1 > 0 p.p. dans Q1 et o(x) = oz(x) < Cy < 0
p.p. dans Qo. Définissons Uinterface ¥ = 0 \ 0 = 0Q9 \ 0. L'opérateur AcA- reste de type
Fredholm méme lorsque ¥ présente des coins ou des « cusps ». Maintenant, considérons un domaine
symétrique par rapport a linterface située, pour fixer les idées, en y = 0. Supposons qu’on ait
o1(z,y) = —oa(x,—y). Dans ce cas, on ne peut utiliser le principe de symétrie pour construire
un noyau de dimension infinie pour lopérateur Ac/A- comme nous 'avons fait pour ['opérateur
div (oV-) (cf. Théoréeme 1.5.1). Le lecteur vérifiera en effet que les conditions de transmission d
Uinterface [u]|ls = [vs - Vu]|s = [cAu]lyx = [vs - V(Au)||z = 0 sont trop « rigides ».

Remarque 11.2.8 Lorsque o change de signe dans tout voisinage de 052, il semble qu’il existe des
configurations pour lesquelles l’opérateur B ne soit pas de type Fredholm en raison de l’existence de
singularités ponctuelles qui « sortent » de H2. Le calcul de ces singularités fait actuellement l'objet
du stage de Jérémy Firozaly.

11.2.3 Etude de l’injectivité en 1D

Dans ce paragraphe, nous souhaitons savoir si le résultat que nous venons d’obtenir est sous-
optimal ou non. Plus précisément, nous avons prouvé que 'opérateur B est Fredholm d’indice 0
lorsque o reste positif ou négatif dans un voisinage de 9. Comme pour Popérateur B, il se pourrait
qu’on ait une propriété plus forte du type : B définit un isomorphisme de HZ(Q2) dés lors que o
reste positif ou négatif dans un voisinage de 9f2. Nous allons voir sur des exemples en 1D pour
lesquels on peut effectuer tous les calculs explicitement que ceci n’est pas vrai.

o EXEMPLE 1. Définissons les domaines 2 =la;b[, 1 =]a;0[, Q2 =]0;b[, avec a < 0 et b > 0.
Introduisons la fonction o telle que o = o1 sur Q1, 0 = o9 sur Q. Ici, o1 > 0 et 09 < 0 sont des
constantes. On s’intéresse au probleme

Trouver u € H3() tel que : (11.11)
AcAu = f € H2(Q). '

En utilisant la preuve du Théoreme 11.2.4, on montre que ’opérateur borné de H%(Q) canoniquement
associé a ce probleme est Fredholm d’indice zéro. Pour savoir si c¢’est un isomorphisme, il est donc
suffisant d’étudier la question de I'injectivité. Considérons donc u un élément de H3(Q2) vérifiant le
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probléme (11.11) avec f = 0. Puisque AAu = 0 de part et d’autre de U'interface, en utilisant les
conditions aux limites u(a) = u(b) = u(V(a) = uM(b) = 0, on peut écrire

ur(z) = A(z—a)® +Bi(z—a)’ pour z € Q1 et wug(x) = As(z —b)® + By(xz — b)? pour = € Qs.
Les conditions de transmission a I'interface u1(0) = u2(0), ugl)(()) = uél)(O), alugz) (0) = Uguéz) (0)
ot o102 (0) = 5ou®(0) i .

14y (0) = oqus ’ (0) imposent :

—(I3Al + CL2B1 = —b3A2 + b2BQ ; 3a2A1 —2aB; = 3b2A2 — 2b2B2 ;
01(—60,141 —I-QBl) = 02(—6bA2 +2BQ) ; 60141 = 609A45.

On trouve qu’il existe une solution non nulle si et seulement si le contraste k, = 09/0; satisfait
K2+ (—4(b/a) + 6(b/a)* — 4(b/a)?) g + (b/a)* =00

On peut vérifier que le déterminant de ce polyndme est toujours positif pour (b/a) € R*. Ainsi,
pour tout (b/a) € R*, il existe deux valeurs du contraste

ko = (2 3(6/a) + 200/ £ 21(6/a) ~ 11/ (/)2 ~ B/a) + 1)) (b/a)

pour lesquelles il existe une solution non nulle au probléme (11.11). Par un calcul de routine, on
montre que ces deux racines sont strictement négatives pour (b/a) € R*. Ceci est plutoét rassurant
car la forme bilinéaire associée au probleme (11.11) est coercive lorsque x, > 0. Dans le cas d'un
domaine symétrique par rapport a Uinterface, i.e. pour b = —a, 'opérateur n’est pas injectif pour
ke = —4 4+ /3. Résumons l'idée apportée par ces calculs : & géométrie fixée, opérateur borné
canoniquement associé au probléeme (11.11) est Fredholm d’indice 0 mais n’est pas toujours injectif.

o EXEMPLE 2. Etudions & présent un probléme plus proche de celui présenté dans le §11.2.2,
avec un changement de signe de o a U'intérieur du domaine. Définissons les ouverts Q =| — 1;1],
Oy =] — 1;—0[U]d; 1], Q2 =] — §; 0], avec 0 < 0 < 1. Introduisons la fonction o telle que o = o7 sur
Q4, o0 = o9 sur {2y. De nouveau, o1 > 0 et 09 < 0 sont des constantes. D’apres le Théoreme 11.2.4,
pour tout contraste x, € R* , I'opérateur borné de H3(f2) canoniquement au probléeme (11.11) est
Fredholm d’indice zéro. En procédant comme dans I’Exemple 1, on prouve que c’est en fait un
isomorphisme si et seulement si

fio & {0°/(6° —1),6/(6 — 1)}.

De nouveau, ceci montre que le résultat du paragraphe précédent n’est pas sous-optimal au sens
ot B n’est pas toujours un isomorphisme de H3(Q2).

o EXEMPLE 3. Reprenons la géométrie de I’Exemple 1 ci-dessus. Intéressons-nous au probléeme

Trouver u € H{ () NH2(Q) tel que :
AcAu = f eH YQ) (11.12)
cAu = 0 surof.

Etudions l'injectivité du probleme (11.12). Considérons u un élément de Hj(Q) N H2(Q) vérifiant le
probléeme (11.11) avec f = 0. En utilisant les conditions aux limites, nous pouvons écrire
ui(z) = Ay(x —a)® + Bi(x —a) pour 2 € Q1 et wug(x) = Ag(x — b)® + Ba(z — b) pour x € Qs.

Les conditions de transmission & Uinterface u1(0) = ug(0), ugl)(O) = uy ' (0), 01u§2) (0) = O'ng) (0)

et alu?) (0) = Ugug)’)(O) imposent :

adA;+aBy = Ay +bB;y; 3a2A; +aB; = 3b%As+bBy ;
601&/11 = 602aA2 N 601A1 = 602A2.
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Ceci implique A1 = As = By = By = 0. Par conséquent le probléeme (11.12) est toujours injectif.
Ceci est cohérent avec le résultat du Théoreme 11.2.1 qui indique que 'opérateur B associé a ce
probléme constitue un isomorphisme.

Pour prouver le caractere discret des valeurs propres de transmission, nous avons besoin de
savoir montrer qu'il existe k € C tel que Popérateur Ay, : H3(2) — H3(Q2) défini en (11.4) constitue
un isomorphisme (rappelons que B = Ap). La technique que nous avons développée dans ce para-
graphe ne permet pas d’obtenir ce résultat. Nous renvoyons le lecteur & [146] pour une preuve basée
sur I’étude d’une formulation équivalente a (11.2). Dans ce papier, 'auteur a besoin de I’hypothese
n — 1 plus grand ou plus petit que zéro dans un voisinage de la frontiere 0f).

Remarque 11.2.9 Pour aller plus loin et montrer qu’il existe k € C tel que Ay soit injectif, sans
hypothése de signe de n— 1, on peut imaginer utiliser la technique d’addition de variable permettant
d’étudier les opérateurs a paramétre (cf. [1] ainsi que les preuves des Lemmes 3.1.11 et 8.3.6). L’idée
consiste a remplacer le parameétre spectral k par une dérivée i0, par rapport a une nouvelle variable
z. En établissant une estimation a priori en 3D, on peut alors prouver le résultat d’injectivité désiré
en 2D. Nous travaillons actuellement sur cette méthode.

Dans la prochaine section, nous allons étudier 'opérateur B en utilisant ’approche T-coercivité
géométrique du Chapitre 1. Cela permettra de prouver facilement l'injectivité pour B et donc
le caractere discret des valeurs propres de transmission. Indiquons également que nous serons en
mesure de démontrer ces résultats dans des configurations pour lesquelles n — 1 change de signe
sur la frontiere. Malheureusement, le critére que nous allons devoir imposer & n — 1 est difficile a
vérifier a priori.

11.3 Utilisation de la T-coercivité géométrique

Supposons 2 divisé en deux sous-domaines Q, s avec Q = Q; U Qq, Q1 N Qy = (. Faisons
I'hypothese o(x) = o1(x) > C; > 0 p.p. dans Qy et o(x) = o2(x) < Co < 0 p.p. dans Qo.
Définissons 'interface ¥ = 9Q; \ 0Q = 09y \ 9Q. Notons I'; := 90 N IN et Ty := 909 N ON.

Introduisons les constantes

o i==supoj; < oo, of :=suploa| <oo, o] ::g1f01>0 et o5 ::ig111f102|>0.
1 2

Ql Q2

91,0'1 >0

FIGURE 11.2 — Exemples de géométries considérées.

Cette fois-ci, nous avons & construire des isomorphismes T de H3(f2) tels que la forme
(v,0) — b(v,Tp) = (cAv, A(Ty))q soit coercive sur H2(Q) x HZ(Q2). Au niveau de l'interface,
les éléments de H3(€2) se raccordent en trace et en trace normale. Plus précisément, si u € H3(Q)
alors on a [ul|lx = [vs - Vullz = 0 ou [-]|s correspond au saut sur X. Ici, vy, désigne le vecteur
unitaire normal & ¥ dirigé, pour fixer les idées, vers Qo. A cause de la condition de raccord de trace
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normale, nous n’allons pas pouvoir utiliser les opérateurs du Chapitre 1.

Pour k£ =1, 2, introduisons 'espace des restrictions des éléments de Hg(Q) aQp
H3 1, (%) = {vlo,, v € HYQ)}.

Nous notons ﬁ(Hg’Fl(Ql),Hg’FQ(QQ)) I'espace des opérateurs bornés de Hg,rl(Ql) dans
HaFQ(Qg). L’espace E(H(Q)ym(ﬂz),H%’Fl(Ql)) est défini de fagon analogue. De plus, si Ry €
Lﬁ(Hg,Fl(Ql),Hg,F2 (Q2)) et Ry € E(Ha r, (£22), Hg,rl(Ql))7 nous définissons

[ Raf := sup [A(R1v)[lo, et ||Ref = sup [A(R2v)l|e, -
vel | (), ]| Av]lo, =1 veH? 1 (22), | Av]o,=1

Introduisons les espaces d’« opérateurs de transfert »
Ry = {Rl S ﬁ(HaFl (Ql)7H(2),F2(QQ)) ’ Rl'l)’Z = U|E et VE‘V(Rl’U)‘Z = I/E‘V’Uk;, Yu € Hg,fﬁ (Ql)},
Ro = {RQ S E(I‘I%71~2(QQ),H(Z)’F1 (Ql)) ’ RQU’Z = ’U|§; et VE'V(RQ’UHZ = VE'V’U|§), Yu € H37F2(92)}.

Remarquons que ces espaces ne sont pas vides. Considérons par exemple l'opérateur Ry qui a
¢ € H3(Q) fait correspondre I'unique solution du probleme

Trouver Rip € H?(Q3) tel que :

AoyA(Rip) = 0 dans Q9

Ryip =0 sur I'y

v-V(Rip) = 0 sur I'y (11.13)
Ry = sur X

vs-V(Rip) = ve-Ve surX.

De la méme fagon, notons Ry l'opérateur qui & ¢ € HZ(2) fait correspondre I'unique solution du
probléme
Trouver Rop € H?(Q) tel que :

AciA(Ryp) = 0 dans

Royp = 0 sur I'q

v-V(Rep) = 0 sur I'y (11.14)
Rop = sur X

vy -V(Rap) = vy-Ve surX.

On vérifie sans mal que R; appartient & R; tandis que Ry constitue un élément de Ro. Maintenant,
pour Ry € R1 et Ry € Ry fixés, définissons les opérateurs

Q -2 Q
Y1 sur L Typ i (il Rops  sur

T = .
1 —po+2R1p1  sur ( V2 sur )y

Pour tout ¢ € H3(Q2), on a [T1¢]|s = [vs - V(T19)]ls = 0 et [T2¢]|s = [vs - V(T2p)]|s = 0. Par
ailleurs, on note que T; o Ty = Tg o To = Id. Ceci prouve que Ty et Ty sont des isomorphismes de
Hg (©). Par conséquent, nous avons les équivalences

[v vérifie b(v, ) = l(¢), Yo € H%(Q)]
& [v vérifie b(v, T1p) = I(T1), Yo € HZ(Q)]
& [v vérifie b(v, T2p) = I(T2¢), Ve € H3(Q)] .

Evaluons & présent b(v, T1v) pour v € H3(Q). Avec I'inégalité de Young, nous pouvons écrire, pour
tout n > 0,

b(v,Tiv) = (0100, Av)g, + (02| Av, Av)g, — 2(|o2|Av, A(Riv))a,

> ((o1 = oF | Ba[*n~ 1) Av, Av)q, + (lo2|(1 = n)Av, Av)q,.

En calculant de la méme fagon b(v, Tev) pour v € H%(Q), nous pouvons alors énoncer le
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Théoréme 11.3.1 Supposons oy /o5 > infg,cr, ||R1|? ou o5 /o > infg,er, || R2|?. Alors B :
HZ(Q) — H3(Q) définit un isomorphisme.

Remarque 11.3.2 Le résultat de ce théoréme est plus riche que celui du Théoréme 11.2.4 car ici,
on obtient également l'injectivité de B. Par contre, bien entendu, les hypothéses sont plus fortes
et surtout, ne sont pas vérifiables a priori car il est délicat d’évaluer les valeurs infgr er, ||[R1||* et
infRQERQ ||R2||2

En remarquant que I'opérateur Ay est inversible pour des k petits en valeur absolue et en utilisant
le théoréeme de Fredholm analytique, on déduit le

Corollaire 11.3.3 Supposons oy /oy > infg,er, |R1]|? ou 05 Joi > infr,er, || Ral|?. Alors len-
semble des valeurs propres de transmission est discret et dénombrable dans C.

Illustrations numériques

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’approcher par une méthode éléments finis la solution,
en supposant qu’elle est définie de fagon unique, du probléme

Trouver u € H(Q)(Q) tel que : (11.15)

AcAu = f.

Nous prenons 2 := {(z,y) €]—5;5[x]—=3;3[}, Q2 := {(x,y) €]—2.5;2.5[x]|—1.5; 1.5[} et 2 := Q\ Q.
Nous fixons le terme source f tel que f = 1 sur Q1 et f = 0 sur Q9. Nous choisissons ¢ vérifiant
olo, = 01 = 1 et o|q, = o2 constant. Rappelons que nous définissons le contraste k, = o03/07.
Introduisons le probléme approché

Trouver up, € Vy, tel que : (11.16)

(cAup, Avy)o = (f,vn), Yun € Vh,

oil V est un espace d’approximation de H2(£2). Nous utilisons ’élément fini de Morley qui est codé
dans le logiciel Freefem++. Nous renvoyons le lecteur a [118, 32] pour une description de cet élé-
ment fini conforme. Pour la visualisation des résultats, nous utilisons les logiciels Matlab et Paraview.

D’aprés le Théoréme 11.2.4, nous savons que l'opérateur B associé au probleme (11.15) est
Fredholm d’indice zéro. Par conséquent, en supposant B injectif, nous savons que le probleme
(11.15) possede une et une seule solution. Mais méme sous cette hypothese, en raison du caractere
non fortement elliptique de 'opérateur B, il n’est pas évident de prouver que le probleme approché
(11.16) est bien posé, y compris pour h suffissamment petit. Nous laissons cette question de la
justification de la méthode d’approximation de c6té et supposons que 'on a bien convergence.
Autrement dit, nous supposons que le probléeme (11.16) est bien posé pour h assez petit et que sa
solution approche la solution du probleme (11.15). Ici, nous souhaitons surtout avoir une idée de
I'influence du changement de signe de o dans le probleme (11.15).

Sur la Figure 11.3, nous représentons la solution u; du probléeme (11.16) dans la configura-
tion 01 = —o9 = 1, i.e. dans le cas ou kK, = —1. Nous n’observons pas de comportement singulier
au voisinage de 'interface contrairement a ce que nous aurions obtenu en discrétisant le probleme
« trouver u € H}(Q) tel que (cVu, Vv)g = (f,v)q, pour tout v € H{(Q) ». Ce résultat est en accord
avec le caractere Fredholm de 'opérateur B. Lorsqu’on observe cette simulation numérique, il n’est
pas évident de retrouver le changement de signe dans 1’équation. Ceci vient du fait que la solution
dans HZ(Q), a l'interface, vérifie les conditions de raccord [u]|s = [vs - Vu]ls = 0. On n’observe
donc pas la « cassure » caractéristique de la solution du probléme « trouver u € Hé(Q) tel que
(oVu, Vv)a = (f,v)q, pour tout v € H§(2) », due & la relation de transmission [ovs, - Vu]|g = 0.
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La Figure 11.4 montre une vue en coupe dans le plan d’équation y = 0 des solutions du probléme
(11.16) pour 01 = —o2 = 1 et 01 = 03 = 1. Il y a bien une différence entre ces deux solutions.

Sur la Figure 11.5, on trace la norme [[Auy|lq de la solution du probléme (11.16) en fonction
du contraste k, = o2/01. Plus précisément, on fixe o1 = 1 et on fait varier 9. On remarque la
présence de pics laissant penser que l'opérateur B n’est pas toujours injectif. Ceci concorde avec
les calculs menés en 1D dans le §11.2.3. Pour nous assurer que le calcul n’est pas completement
faux, nous avons affiché la norme de uj, pour des contrastes positifs (Figure 11.5, en haut). Pour de
telles valeurs de K, le probléeme (11.15) est bien posé et il n’y a pas de pics. La derniére remarque
concerne l'intervalle de contrastes dans lequel se situe les pics. Dans le §11.3, nous avons prouvé
que l'opérateur B est un isomorphisme pour x, << —1 et x;! << —1. Encore une fois, les deux
courbes de la Figure 11.5 sont en accord avec ce résultat.

FIGURE 11.3 — Approximation numérique de la solution du probléme (11.15) pour o1 = —og = 1.

Coupe en y=0

——0,=-0,=1

=)
T

——0,=0,=1

Amplitude de la solution
N w S Ul

[
T

FIGURE 11.4 — Vue en coupe dans le plan d’équation y = 0 des solutions du probléme (11.16) pour
01 = —o03 =1 (en bleu) et 01 = 02 = 1 (en rouge).
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Norme de la solution en fonction du contraste
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FIGURE 11.5 — Approximation numérique de la solution du probléme (11.15) en fonction du contraste
Ke = 03/01. On fixe 01 = 1 et on fait varier o9. En haut, o9 € [—40;20]\{0}. En bas, on fait un
zoom pour oy € [—3;0].
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11.4 Etude du probléme de bilaplacien avec changement de signe
avec conditions mixtes

Revenons a I’étude du probleme de bilaplacien avec conditions aux limites mixtes, posé dans le

domaine Q C R2,
Trouver u € H{ () NH2(Q) tel que :

AcAu = f dans . (11.17)
ocAu = 0 sur N

Pour f € (H§(Q2) N H2(2))*, nous avons prouvé avec le Théoréme 11.2.1 que ce probléme est bien
posé quand (2 est convexe ou de classe €2, et lorsque o € L°°(Q) vérifie 0= € L>°(Q). Nous vou-
lons dans cette partie étudier d’autres configurations, notamment des situations dans lesquelles (2
n’est ni de classe €2 ni convexe. Nous supposons que € C R? est un ouvert a frontiere 92 polygonale.

De nouveau, nous munirons H}(Q) N H2(Q) du produit scalaire (u,v) — (u, ’U)Hg(ﬂ) = (Au, Av)q.
En intégrant par parties, on prouve l'estimation a priori (voir [88, théoréme 2.2.3] ou [96, 110]) :

Jullpzi) < CllAullg,  Vu € Hy(Q) N H?(Q)

ou C est une constante qui ne dépend que du domaine 2. Cette estimation apporte beaucoup
d’informations. Elle montre que 'opérateur A : H}(Q) NH2(Q) — L2(Q) est injectif & image fermée
(c’est un monomorphisme). On peut ensuite caractériser 'orthogonal de 'image de 'opérateur A
dans L2(Q). Le théoréme 2.3.7 de [88] indique qu’il est de dimension finie N out N est le nombre
de sommets de 9€) dont 'ouverture est plus grande que 7. Ainsi, A est un opérateur injectif de
type Fredholm d’indice —N. Lorsqu’il n’y a pas de coin rentrant, i.e. lorsque {2 est convexe, on
retrouve le fait que le Laplacien avec condition de Dirichlet homogeéne définit un isomorphisme de
H{(Q) N H2(Q) dans L2(9).

Dans le paragraphe 11.2.1, nous avons défini la forme sesquilinéaire

b(v,p) = (0Av,Ap)a,  V(v,¢) € Hy(Q) NHA(Q) x Hy(Q) NH(Q)
et 'opérateur continu de H}(Q2) N H2(Q) associé tel que
(Bo, @)y = bo9), V(o,9) € HYQ) NHAQ) x HY(Q) NHA(Q).  (1118)

11.4.1 Le paradoxe de Sapongyan pour le cas ¢ positif

Supposons dans ce paragraphe qu’il existe une constante C telle que ¢ > C > 0 p.p. dans €.
Dans ce cas, la forme b est coercive sur H) () N H2(Q) x H}(Q) N H2(Q) que le domaine Q soit
convexe ou non. D’apres le théoréme de Lax-Milgram, le probleme (11.17) posséde une unique
solution et B constitue un isomorphisme de Hj(Q) N H2(K).

Maintenant cherchons a résoudre en deux étapes le probléme (11.17). Pour simplifier, supposons ici
que f appartient & H-1(Q). Notons vy € H}(Q2) la fonction telle que Avg = f. Introduisons ensuite
up I'élément de H{ () satisfaisant Aug = o~ 1vg. Lorsque Q est convexe, on a ug € Hj(2) N H2(Q).
Dans ce cas, ug vérifie le probleme (11.17). Puisque celui-ci est bien posé, on déduit ug = u. Quand
Q n’est pas convexe, il peut arriver qu'on ait ug ¢ H(Q) N H?(Q). Dans cette situation, on a
AcAug = f dans Q et ug = cAug = 0 p.p. sur 92 mais ug n’est pas la solution du probléeme
(11.17). C’est ce que S.A. Nazarov et G.H. Sweers appellent, dans les articles trés instructifs
[120, 121, 122], le paradoze de Sapongyan. Ce dernier, mathématicien russe du début du XIxieme
siecle, obtenait, grace a des techniques de transformations conformes, une solution qui n’était pas
d’énergie mécanique finie. Puisqu’il n’avait pas d’explication, il a qualifié ce phénomene de paradoxe.
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Néanmoins, et c’est l'objet des articles
[120, 121, 122], il existe un moyen de ré-
soudre le probleme de bilaplacien (11.17)
en deux étapes tout en obtenant bien la 0
solution d’énergie finie, c’est-a-dire celle
dans H}(2) N H2(€2). Pour simplifier, nous
commencgons par supposer que {) ne pré-
sente qu’'un seul coin rentrant O dont
louverture est égale & a €]m;2n| (cf. Fi-
gure 11.6). La méthode consiste a résoudre
de facon intelligente les deux problemes de
Laplacien avec condition de Dirichlet homogene qui apparaissent dans le probléeme (11.17). Avant
d’aller plus loin, nous devons rappeler quelques éléments classiques de la théorie des singularités
pour le probléeme du Laplacien dans un polygone non convexe.

FIGURE 11.6 — Frontiere polygonale non convexe pré-
sentant un seul coin rentrant — N = 1.

Introduisons ( telle que )
((x) =y~ ™/gin (m0/a) + ((x). (11.19)

ott ¢ est 'unique fonction de H(Q) vérifiant AC = 0 p.p. dans Q et { = —r~™/%sin (m0/a) p.p.
sur 0. Ici, (r,6) désignent les coordonnées polaires centrées en O avec = (rcosd,rsinf). Nous
supposons {2 non convexe en O. Ceci impose 0 < 7/a < 1. Par un calcul direct, on montre alors
que x — 7~/ *sin (70 /a) appartient & L2(Q)\H!(Q). Cela prouve que ¢ n’est pas nulle. Résumons
les propriétés vérifiées par ¢. On a ¢ # 0, ¢ € L2(Q)\H'(Q), A = 0 p.p. dans Q et ¢ = 0 p.p. sur
09Q. En fait, ¢ constitue une base de I'espace des fonctions présentant de telles propriétés. Avec le
lemme 2.3.6 de [88], on prouve la

Proposition 11.4.1 Soit ¢ € L2(2) une fonction telle que Ap = 0 p.p. dans Q et o =0 p.p. sur
09). Alors il existe une constante a telle que ¢ = a(.

On déduit que toute fonction v € L2() vérifiant Av = f € H71(Q) et v = 0 p.p. sur 9, admet la
décomposition
v(x) = vo(x) + a((x), (11.20)

avec vy € H§(Q) vérifiant Avg = f € H™1(Q), a constante. Autrement dit, ’ensemble des fonctions
de L2(Q) telles que Av = f € H1(Q) et v = 0 p.p. sur O est un espace affine de dimension un.

Remarque 11.4.2 Pour le domaine particulier @ = {(rcos@,rsinf)|0 < r < R, 0 < 0 < a},
avec R > 0 et o €]m; 2], on a {(x) = (r~™/® — R=2™/2p™/) gin (10 a).

Présentons ensuite un résultat de décomposition en partie singuliere/partie réguliere des éléments
de H}(Q) a Laplacien dans L2(Q).

Proposition 11.4.3 Considérons o € H(2) telle que Ap = g € L2(2). Alors ¢ admet la décom-
position
o(x) = cr™ ®sin (m0/a) + ¢(), (11.21)

avec ¢ € H2(Q). Par ailleurs, le coefficient de singularité ¢ dans (11.21) est donné par l’expression

c= 7(77)_1(.9’ C)Q



11.4. Bilaplacien avec conditions mixtes 273

Remarque 11.4.4 Pour montrer la deuxiéme partie de cette proposition, on travaille exactement
comme dans la Proposition 5.3.3 du Chapitre 5 : on intégre par parties dans (Ap,()q; ou Qs =

O\B(0,9), on utilise la relation A =0 p.p. dans 2, puis on fait tendre § vers 0.

En remarquant que x + r™/sin (76/«) appartient & H'(Q)\H?(Q) (car 7/a < 1), on déduit le

Corollaire 11.4.5 Soit p € H}(Q) telle que Ap = g € L2(Q). Alors ¢ € H2(Q) si et seulement si
(9,¢)a = 0.

Nous disposons maintenant de tous les outils pour résoudre le probleme (11.17) en deux étapes.
Considérons f € H™1(Q) et définissons v € L2(£2) comme en (11.20). D’aprés le Corollaire 11.4.5,
pour que la fonction uy € H{(Q) telle que Aug = o~ v soit dans H?(€2), il faut bien choisir v, grace
au degré de liberté que 'on a dans (11.20). Plus précisément, dans (11.20), il faut prendre a tel que

0=(o""v,¢)a=(0""v,0)a+a(c7'¢,)a

(11.22)
& a=—(0"tv,Oa/(c71¢ Oa.

Résumons le processus pour obtenir la solution dans H}(£2) N H?(2) du probléme (11.17) :

—_——— e — — 4

\ !
} o 1. On consideére vy € H}(€2) la fonction vérifiant Avy = f. }
\ \
} © 2. On introduit v = vy + a{ avec ¢ définie par (11.19) et a constante. }
. ©3. On choisit a = —(¢ g, {)a/(01¢, ¢)q de sorte que (61w, )q = 0. }
‘ \
\ \
‘ \
‘ |
\ \

o 4. La fonction u € H}(Q) telle que Au = o~ 1v est alors la solution de (11.17)
car elle appartient & H2(Q).

11.4.2 Etude dans le cas ol o change de signe

Lorsque o change de signe, la forme sesquilinéaire b associée au probléme (11.17) n’est bien
stir plus coercive. Lorsque le domaine  est convexe ou de classe €2, en utilisant la technique
de la T-coercivité, nous avons montré dans le Théoréme 11.2.1 que le probléme (11.17) est bien
posé. D’autre part, dans la deuxiéme preuve du Théoréme 11.2.1, nous avons prouvé que sous ces
hypotheses, le probleme de bilaplacien (11.17) peut également se résoudre en deux étapes. Nous
souhaitons maintenant étudier le cas ot € n’est ni convexe ni de classe €. Rappelons que nous
avons supposé la frontiere 992 polygonale. Nous allons prouver que le probléme (11.17) est bien
posé au sens de Fredholm. Cependant, et c’est la nouveauté par rapport au cas 2 convexe ou de
classe €2, selon les valeurs de o, il peut apparaitre un noyau (et un conoyau) dont la dimension est
inférieure ou égale au nombre de coins rentrants du domaine.

Frontiére présentant un seul coin rentrant

Pour débuter, nous supposons que 0f) ne présente qu'un coin rentrant situé en O, d’ouverture
o €]m;2n]. Pour nous donner une intuition, étudions le noyau de 'opérateur B. Si u vérifie le
probléme (11.17) avec f = 0, nous savons d’apres la Proposition 11.4.1 qu'il existe une constante
a telle que Au = ao~1¢. Puisque v € H}(Q2) N H2(), en vertu du Corollaire 11.4.5, on a alors
nécessairement la relation

a(o™'¢, (o = 0. (11.23)

Ceci nous ameéne a considérer deux cas : ou bien o est tel que (67¢,()q # 0 ou bien o est tel que

(U_1C7 C)Q =0.
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* ok k k ok

Cas (671¢,¢)a #0

* Kk * K
Supposons d’abord (671¢,()q # 0. On a alors la

Proposition 11.4.6 Supposons que la frontiére de §2 soit un polygone comportant un coin rentrant.
Supposons que o € L>(Q) vérifie o=t € L®(Q) et (671¢,{)a # 0, ot ¢ est définie en (11.19).
Alors pour tout f € H-Y(Q), le probléme (11.17) posséde une unique solution avec l’estimation de
continuité

[ullmz @) < CllFlla-1(

Preuve. x INJECTIVITE. Soit « un élément du noyau de B. Nous venons de voir qu’il doit satisfaire
la relation Au = ac !¢ avec a telle que a(c~1(,)q = 0. Lorsque (671¢,()q # 0, nous déduisons
Au = 0. Puisque opérateur A : H{(Q) N H2(Q) — L2(£2) est injectif, ceci entraine u = 0.

* SURJECTIVITE. En reprenant la démarche du paragraphe précédent, on observe que lorsque
(c71¢,O)a # 0, on peut continuer & exploiter le degré de liberté dans (11.22) pour construire
une solution dans Hj(Q) N H2(2) au probléme (11.17). Plus précisément, pour f € H™1(Q), on
considére vy € H(Q) la fonction vérifiant Avg = f. On introduit v = vg + a{ avec ¢ définie par
(11.19) et a = —(07 vy, )a/(071¢,()q. La fonction u € H§(Q) telle que Au = o~ lv est alors
une solution de (11.17) car elle appartient & H?(£2). On a de plus les estimations suivantes, avec C
constante variant d’une ligne a ’autre,

lullz) < Clle™vla
< C(llvolle + lal)
< (HvoHHlm)H(fflvo, Q/(U’lé,é)n\)
< Clloolly ) < Cllfllu-1
Ceci termine la preuve. [

Pour la forme, montrons ce résultat avec la technique de la T-coercivité.

Proposition 11.4.7 Supposons que la frontiere de 2 soit un polygone comportant un coin rentrant.
Supposons que o € L>(Q) vérifie o7t e L®(Q) et (671¢,)a # 0, ou ¢ est définie en (11.19). Alors
B H{(Q) N H2(Q) — HY(Q) NH2(Q) définit un isomorphisme.

Preuve. Introduisons 'opérateur T qui & u € H}(Q) N H2(Q) associe la fonction Tu € H{(Q) telle
que A(Tu) = o1 (Au+a() avec a = — (01 Au, )/ (071¢, ()q. Puisque (67 (Au+a(),()q = 0,
nous savons que Tu appartient a H2(Q) d’apres le Corollaire 11.4.5. Ainsi, T constitue un opérateur
continu de H§(Q2) N"H2(Q) dans H{(Q) NH2(Q). Pour tout (u,v) € H(Q) NH2(Q) x H{(Q) NH2(Q),

on calcule alors
(B(Tu),v)Hg(Q) = b(Tu,v) = (0 A(Tu),Av)q

(Au+ ag, Av)g
= (Au, Av)g = (u,0)2(0)-

Le passage a la derniére ligne s’obtient en remarquant que (¢, Av)g = 0 car v € H{(Q) N H2(Q)
(Corollaire 11.4.5). Ainsi, nous avons BoT = Id. Puisque B est autoadjoint, nous déduisons que B
constitue un isomorphisme avec B~! = T. [

Remarque 11.4.8 Le résultat de la Proposition 11.4.7 est un peu plus général que celui de la

Proposition 11.4.6 car il indique que le probléme (11.17) est bien posé pour un second membre dans
(H(Q) N H2(Q))*, espace plus gros que H1(Q).
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Arrétons 1a Iétude du cas (071, ()q # 0 et intéressons-nous & la situation (c71¢, )q = 0.

* )k Kk ok Kk
Cas (671¢,¢)a =0

* kK ok ok

Nous n’allons plus pouvoir utiliser ce fameux degré de liberté pour construire une solution au
probléme (11.22) dans H§(Q2) N H2(Q) et il va apparaitre un noyau ainsi qu’un conoyau.
Notons 1) la fonction de H} () satisfaisant

Ay = o7 1¢. (11.24)

Puisque (071¢,¢)q = 0, le Corollaire 11.4.5 indique que 1 appartient & H?(£2). Par conséquent, 1
constitue un élément de ker B. Pour caractériser le conoyau associé au probleme (11.17), introduisons
la fonction ¢ € H{(Q) telle que

(VE,VE g = (07"¢,&)a, ve' € Hy(Q). (11.25)
On a alors la

Proposition 11.4.9 Supposons que la fronticre de £ soit un polygone comportant un coin rentrant.
Supposons que o € L®°(Q) vérifie o= € L°(Q) et (671¢,()q = 0. Alors pour tout f € H-Y(Q), le
probléme (11.17) posséde une solution si et seulement si (f,&)q = 0. Dans ce cas, la solution est
définie a la droite vect(t)) pres.

Dans cet énoncé, les fonctions C, & et ¢ sont respectivement définies en (11.19), (11.25) et (11.24).

Preuve. + NOYAU. Si u appartient & ker B alors, d’aprés (11.23), on a 0 Au = a{ ou a est une
constante. Ainsi, ker B C vect(t)). Comme indiqué précédemment, on a 1) € ker B et donc ker B =
vect(1).

x CONOYAU. Considérons f € H™1(Q) tel que (f,€&)q = 0. Dans ce cas, la fonction vy € H(12)
telle que Avg = f satisfait la relation de compatibilité (0~ 1vg, () = 0. Par conséquent, toujours
en vertu du Corollaire 11.4.5, la fonction u € H{(Q) vérifiant Au = o~ lvy est dans H2(Q) et
constitue donc une solution du probléme (11.17). Maintenant considérons f € H~1(€2) tel que
(f,€)q # 0. Supposons qu’il existe une solution u au probleme (11.17). Alors, on a cAu = vy + a(,
oit vy € HY(Q) satisfait Avg = f et a est une constante. Ceci impose, (¢~ 1vg, ()q = 0. Mais 1’on
a (07 vy, Q)a = (f, ). Nous sommes donc conduits & une absurdité. Ceci montre qu'’il existe une
solution au probleme (11.17) si et seulement si (f, &), = 0. ]

Frontiére présentant plusieurs coins rentrants

FI1GURE 11.7 — Frontiere polygonale non convexe présentant trois coins rentrants — N = 3.

Supposons que la frontiere 92 présente N coins rentrants O; d’ouverture «; €]m;2n[, i = 1... N
(voir Figure 11.7). Nous notons (r;,6;) les coordonnées polaires associées & O;. Commengons par
rappeler quelques résultats de la théorie des singularités pour le probléme du Laplacien dans un
polygone comportant plusieurs coins rentrants.
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Pour i = 1... N, introduisons ¢; € L%(Q)\H!(£2) la fonction telle que

((x) = ri_w/a" sin (10; /i) + Gi(). (11.26)

—7 /oy

ot {; est I'unique élément de H'(Q) vérifiant Aé; = 0 p.p. dans Q et {; = —r; sin (76, /) p-p.
sur 092. Notons que (; # 0, ¢; € L2(Q)\H'(Q2), A¢; = 0 p.p. dans Q et ¢; = 0 p.p. sur 9. Le résultat
suivant généralise la Proposition 11.4.1 au cas ou il y a plusieurs coins rentrants dans la frontiere
9.

Proposition 11.4.10 La famille ((;)Y., constitue une base de lespace {p € L2(Q)|Ap =
0 p.p. dans Q et ¢ =0 p.p. sur ON}.

Preuve. Avec le lemme 2.3.6 de [88], on montre que si ¢ € L?(Q2) est une fonction telle que Ay = 0
p-p- dans et ¢ = 0 p.p. sur 912, alors il existe N constantes a1, ...,an telles que ¢ = Zfil a; G-
Ainsi, (¢;)X, est une famille génératrice de {p € L%(Q) | A¢ = 0 p.p. dans Q et ¢ = 0 p.p. sur IQ}.
D’autre part, si Zﬁil a; ; = 0 p.p. dans €, puisque les fonctions x +— ri_ﬂ/ai sin (76;/c;) ne sont
pas H! localement au voisinage de O;, on déduit a; = --- = ay = 0. La famille (;)X; est donc
libre. [ |

La Proposition 11.4.10 montre que toute fonction v € L?(2) vérifiant Av = f € H™1(Q) et v = 0
p-p- sur 052, admet la décomposition

N
v(®) = vo(x) + ) a;i Gi(). (11.27)
i=1

Ci-dessus, vy € H{(Q) est la fonction vérifiant Avy = f € H™1(2) tandis que ay,...,ay sont des
constantes.

En présence de N coins rentrants dans la frontiere, le résultat de décomposition en partie
singuliere/partie réguliere des éléments de H{(Q) & Laplacien dans L2(Q) devient (cf. théoréme
6.4.4 et paragraphe 6.6.1. de [102]) :

Proposition 11.4.11 Considérons ¢ € H}(Q) telle que Ap = g € L2(2). Alors ¢ admet la dé-
composition

N
o(x) = Z ci r:/ai sin (70; /i) + @i(x), (11.28)
i=1

avec ¢; € H2(Q), i = 1...N. Par ailleurs, le coefficient de singularité c; dans (11.28) est donné
par la formule

ci = —(m) g, G-
En remarquant que x — T‘Z-r/ai sin (m6;/c;) appartient & H(Q)\H?(€2), on déduit le
Corollaire 11.4.12 Soit ¢ € H}(Q) telle que Ap = g € L2(Q). Alors ¢ € H2(Q) si et seulement
si (9,¢i)o=0pouri=1...N.

Nous sommes maintenant en mesure de nous lancer dans I’étude du probleme (11.17). De nouveau,
pour nous faire une idée, considérons u une solution de (11.17) avec f = 0. D’apres la Proposition
11.4.10, on a alors o Au = S-¥  a;¢; ot ay, ..., an sont des constantes. Puisque u € H2(Q), on doit
avoir (Zf\il a; o0 G, (j)o =0 pour j =1...N. Ceci nous conduit & introduire la matrice

(071, ¢)a - (071, Cv)a
M := : : (11.29)
(e %N, Qo - (07N, CN)a

Divisons notre étude en deux cas selon la dimension du noyau de M.
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* % kK %
CAS M INVERSIBLE

* Kk Kk kK

Supposons la matrice M inversible. Construisons une base duale de vect((y, ..., {y) qui nous servira
dans la suite.

Lemme 11.4.13 Supposons o € L>(Q) avec o= € L>®(2). Supposons de plus o tel que la matrice

M soit inversible. Alors il existe N fonctions A\i, i = 1...N, appartenant a vect((y,...,(n), telles
que

(ailki,gj)g = 0ij, pour i, j€{l,...,N}.
Preuve. Soit A 'inverse de M. II suffit de prendre A; := Z{f:l A Cr. [ |

On peut alors prouver la

Proposition 11.4.14 Soit Q un polygone comportant N coins rentrants. Supposons o € L*(Q)
avec o~ € L*®(Q). Supposons de plus o tel que la matrice M définie en (11.29) soit inversible.
Alors pour tout f € HY(Q), le probleme (11.17) posséde une unique solution avec I’estimation de
continuité

lullpz @) < Cllflla-1(0)-

Preuve. = INJECTIVITE. Si w est un élément de ker B, on a ocAu = Zf\il a;C; ou les a;
sont des constantes. Puisque u appartient & H2(Q), les relations de compatibilité impliquent
(Zf\il a;o ! Gi,¢j)a = 0 pour j = 1...N. Ceci implique a; = --- = ay = 0 car la matrice M

est inversible. Ainsi, nous pouvons écrire Au = 0. Une nouvelle fois, on déduit u = 0 car 'opérateur
A H{(Q) NH2(Q) — L23(9) est injectif.

*x SURJECTIVITE. Considérons f € H71(€). Introduisons vg € H}(€2) telle que Avg = f. Définissons
ensuite v := vg — Zfil a; \i avec, pour i = 1... N, a; := (6 v, (;)q. La fonction u € H}(Q) telle
que Au = o~ v est alors dans H?(Q2) car le second membre vérifie les conditions de compatibilité.
Ceci termine la preuve. n

Prouvons ce résultat avec la méthode de la T-coercivité.

Proposition 11.4.15 Soit  un polygone comportant N coins rentrants. Supposons o € L*>(Q)
avec ajl € L>(Q). Supposons de plus o tel que la matrice M définie en (11.29) soit inversible.
Alors B : H} () NH2(Q) — HY(Q) NH2(Q) définit un isomorphisme.

Preuve. Introduisons I'opérateur T qui & u € H(Q) N H?(Q) associe la fonction Tu € H(Q)
telle que A(Tu) = o~ '(Au + YN, a; \;) avec, pour i = 1...N, a; = —(07'Au,(;)q. Puisque
(0" Au+ N a; \),¢)a =0 pour j = 1...N, on a Tu € H*(Q) d’aprés le Corollaire 11.4.12.
Ainsi, T est un opérateur continu de H{(Q) N H2(Q) dans H}(2) N H(Q). On vérifie alors comme
dans la preuve de la Proposition 11.4.7 1’égalité B o T = Id. Ceci montre que B et T sont des
isomorphismes de H{(2) N H?(Q) avec B! =T. |

Remarque 11.4.16 L’hypothése « M inversible » porte uniquement sur les valeurs de o en fonction
de la géométrie du domaine. En effet, les singularités (;, i = 1...N, ne dépendent que de la
géométrie de ).

Remarque 11.4.17 Lorsqu’il n’y a qu’un coin rentrant dans 052, la matrice M, un scalaire dans ce
cas, est inversible si et seulement si (071(1,(1)q # 0. On retrouve ainsi le résultat de la Proposition
11.4.6.
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Remarque 11.4.18 Lorsque ¢ > C > 0, la matrice M est toujours inversible. En effet, si

(a1...an)! € kerM, alors la fonction T := Y1 a;(; vérifie (07 7,¢;)q = 0 pour j = 1...N,

et donc (0 '7,7)q = 0. Cela implique 7 = 0. Puisque la famille (G)N, est libre, on déduit

a; =---=ay = 0. Ceci est cohérent avec le fait que b est coercive sur H§(Q)NHZ(Q) x Hy(Q2)NH2(Q)
lorsque o > C > 0.

* % Kk Kk %
CAS M NON INVERSIBLE

* Kk kK

Supposons a présent que la matrice M définie en (11.29) posseéde un noyau de dimension M >
0. Introduisons by,...,by une base de ce noyau avec by, = (bpi...by,n)! pour m = 1...M.
Définissons ensuite les fonctions

N
=1

Lemme 11.4.19 La famille (B1,...,Bn) constitue une famille libre de vect((q,...,(N).

Preuve. Supposons Ef\il a;B; = 0. Ceci implique

M N N M
0="> ai( Y bi¢;) =D (D _aibiy)¢; = 0.
i=1 =1 j=1 i=1
Puisque la famille (1, ...,(y) est libre, on déduit Ef\il a;b;j = 0 pour j = 1...N. Autrement dit,
on a Zi]‘il a;b; = 0. Puisque b; ... by est une base de ker M, on a nécessairement a; = --- = ap; = 0.
Cela termine la preuve de ce lemme. [
Introduisons alors N — M fonctions 1, ...,vn_a telles que

vect(C1,y ..., () = vect(B, ..., Bar) ® vect(V1, ..., YN—M)-
Prouvons l'existence d’une base duale sur vect(y1,...,Yn-n)-

Lemme 11.4.20 Supposons o € L>°(Q) avec 0= € L*®(Q). Supposons de plus o tel que la matrice
M définie en (11.29) posséde un noyau de dimension M > 0. Alors il existe N — M fonctions \;,
i=1...N — M, appartenant a vect(y1,...,YyN-nm), telles que

(07N, vj)a = dij, pour i, j € {l,...,.N — M}.

Preuve. Définissons la matrice

(c7'vi,v)a oo (7', v—m)a
M := : : :

: : (11.31)
(el yvom, ) oo (0T yN—ML IN—M)0

t

Prouvons que cette matrice est inversible. Pour (ay,...ay_p)! € ker M, définissons la fonction

T = f\;_lM aiy;. Pour tout j = 1...N — M, on a (0~ 17,v;) = 0. Puisque (0~!7, ;) = 0 pour
j=1...M, on déduit (c7'7,¢;) = 0 pour j = 1...N. Ainsi, 7 € vect(B1,...,Bn). Puisque, par
définition, on a également 7 € vect(vyi,...,vn), on déduit 7 = i]i_lM aiyi = 0. Or la famille
(71, - YN M) est libre. Par conséquent, a; = -+ = ay_p = 0. Ceci montre que M est inversible.

Soit alors A l'inverse de M. Il ne reste plus qu’a définir \; := Z]kvz_lM Ay [
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Lorsque la matrice M présente un noyau de dimension M, il va apparaitre un noyau et un conoyau
de dimensions M pour le probléme (11.17).
Pour caractériser le noyau de B, introduisons, pour i = 1... M, la fonction ; € H}(Q) vérifiant

Ay =o' B;. (11.32)

Puisque (0718;,¢;)o = 0 pour j = 1... M, nous savons d’apres le Corollaire 11.4.12 que v; ap-
partient & H?(€2). Par conséquent, 9; constitue un élément de ker B. Pour caractériser le conoyau
associé au probléme (11.17), introduisons, pour i = 1... M la fonction & € H} () telle que

(V&, V)= (07"8i, )0, V¢ € Hy(Q). (11.33)
On a alors la

Proposition 11.4.21 Soit Q un polygone comportant N coins rentrants. Supposons o € L>(Q)
avec 0~ € L*>®(). Supposons de plus o tel que la matrice M définie en (11.29) posséde un noyau
de dimension M > 0. Alors pour tout f € H-1(Q), le probléme (11.17) posséde une solution si et
seulement si (f,&)q = 0 pouri=1...M. Dans ce cas, la solution est définie a vect(v1,...,¢¥n)
PTEs.

Dans cet énoncé, la matrice M et les fonctions &;, 1; sont respectivement définies en (11.29), (11.33)
et (11.32).

Preuve. » NOYAU. Si u appartient & ker B alors, d’apres (11.23), cAu = Zév:l a;¢; ou les

ai,...,ay sont des constantes. Puisque u € H?(Q), on a nécessairement ( ;\/:1 ajo"¢)a =0
pour j = 1...N. Ceci implique (a;...ayn)? € ker M = vect(by,...,bys). Autrement dit, il existe
des constantes ¢;, i = 1... M, telles que (a1 ...an)" = M, ¢;b;. On déduit

N N M M N M
ohu=3 a;G =3 (D ebig)¢ =D a3 bisG) = D_cibs.
j=1 j=1 i=1 i=1  j=1 i=1
On peut alors écrire u = Zi]\il cifBi. Ceci montre la relation ker B C vect(vy,...,¢yr). Puisque,
I'inclusion réciproque est vraie, on déduit ker B = vect(¢1,...,%¥).

x CoNOYAU. Considérons f € H™1(Q) tel que (f,&)q = 0 pour i = 1...M. Introduisons
la fonction vy € H{(Q) vérifiant Avg = f. Définissons ensuite v := vy — ZZ]\; _1M a; A\; avec, pour
i=1...N—M, a; := (07 vy, (). Ona (07 v, ) = 0pour i = 1... N—M. Mais I’on a également
(07, B;)q =0pouri=1...M.En effet, d’'une part, on (c~1vg, B;)a = (Vvo, V&)a = (f,&)q = 0.
D’autre part, (671)j, 8;)q = 0 pour tout i = 1... N — M, j =1... M. Ceci prouve (¢~ v, (;)q =0
pour i = 1...N. La fonction u est donc dans H?(§2) d’apres le Corollaire 11.4.12 et constitue une
solution du probleme (11.17).

Maintenant considérons f € H™1(Q) tel que (f,&;)q, # 0 pour un certain i € {1,..., M}. Supposons
qu’il existe une solution u au probleme (11.17). Alors, on a cAu = vy + Zévzl a;¢; - Ici, vg € HY ()
satisfait Avg = f et les ay,...,ay sont des constantes. On a alors nécessairement (o~ vg, 3;)q = 0
pour i = 1... M. Mais puisque (o~ 1vg, Bi)q = (Vvo, V&)a = (f, &i) g, nous sommes conduits & une
absurdité. Ceci montre qu’il existe une solution au probleme (11.17) si et seulement si (f, &) =0
pouri=1...M. ]

o EXEMPLE. Considérons 'ouvert {2 décrit par la Figure 11.8 qui présente la particularité d’étre
symétrique par rapport a 'axe (Ox). On choisit également de placer les sommets des coins rentrants
sur l'axe (Oz). Dans cette configuration, il est aisé de montrer que les singularités (; et (2 sont
symétriques par rapport a l'axe (Ox). En effet, pour ¢ = 1,2, la fonction G (z,y) — Ci(z,—y)
vérifie ; £ 0, (; € L2(Q)\HY(Q), A =0 p.p. dans Q et §; = 0 p.p. sur 9. La Proposition 11.4.10
et le comportement de CAZ en O; imposent alors fl = ( pour i =1,2.

Par conséquent, lorsque o est antisymétrique par rapport a laxe (Ozx), i.e. lorsque o(z,y) =
—o(z,—y) p.p. dans Q, la matrice M est égale a la matrice nulle. Dans cette situation, le pro-
bléme (11.17) posseéde un noyau et un conoyau tous deux de dimension 2.
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Y

FIGURE 11.8 — Domaine a frontiére polygonale symétrique par rapport a 'axe (Ox). Ici, Q) présente
deux coins rentrants — N = 2.

11.4.3 Résultats en dimension supérieure

Présentons maintenant quelques résultats pour le probléeme (11.17) posé dans le domaine 2 C
R? avec d > 0. Comme nous I'avons vu, la nature de ce probleme dépend de facon cruciale des
propriétés de 'opérateur A : H3(2) N H2(Q) — L2(Q). En 2D, pour un ouvert polygonal, on a les
résultats suivants. Ou bien le domaine © est convexe et alors A : H{(Q) NH?(2) — L2(Q) constitue
un isomorphisme. Ou bien, 2 présente des coins rentrants et alors A : H(Q) N H2(Q2) — L%(Q)
est Fredholm injectif avec un conoyau de dimension finie égale au nombre de coins rentrants. En
dimension d > 0 quelconque, les propriétés de A : H§(Q2) N H2(Q) — L2(9) sont plus variées.

Domaines réguliers en dimension d

Lorsque € est de classe 42 ([83, théoréme 8.12]) ou convexe ([87, théoréme 3.2.1.2]), pour tout
d > 0, l'opérateur A : H}(2) N H2(Q) — L2(Q) définit un isomorphisme. Dans ce cas, avec la
technique de la T-coercivité, on montre comme en 2D la

Proposition 11.4.22 Sup~posons QCRY d>0, de classe €2 ou convere. Supposons o € L>(Q)
avec 0=t € L®(Q). Alors B : H}(Q) NH2(Q) — H(2) NH2(QQ) définit un isomorphisme.

Lorsque  n’est ni de classe €2 ni convexe, les choses se corsent quelque peu.

Pointes coniques non convexes en dimension d

Intéressons-nous d’abord aux « singularités géométriques non convexes » de dimension 0. Autre-
ment dit, nous étudions les domaines comportant des pointes coniques concaves. Pour simplifier la
présentation, nous supposons que § ne présente qu’une telle singularité : Q C R? est & frontiere
09 de classe €2 mis a part en O. En ce point, Q coincide localement avec un cone. Précisons
cette notion en introduisant des notations qui serviront & étudier Popérateur B. Considérons w
un domaine de S?!, la sphére unité de R?. Définissons KF := {r0|0 < r < R, 8 € w}. Nous
supposons qu’il existe R > 0 et w C S%! de classe €2 tels que QN B(R,0) = K[ Ici, nous
définissons B(R,0) := {x € R¢||z| < R}.

Nous savons que le caractére bien posé du probleme (11.17) dépend des propriétés de
A HY(Q) N H2(Q) — L2(22). En vertu du théoréme de Lax-Milgram, cet opérateur est injec-
tif en toute dimension. Le travail se résume donc & obtenir des informations sur son conoyau.
D’apreés [100], nous savons qu'un bon point de départ consiste a déterminer les fonctions non

triviales de la forme
u(z) = r*®(0) (11.34)
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vérifiant le probléme
Au =0 p.p. dans K et u =0 p.p. sur OKS°.

Ici, nous avons noté K° := {r6@|0 < r, @ € w}. Cette recherche de solutions a variables séparées
du probléme homogene s’apparente au calcul des modes dans les guides d’ondes. En coordonnées
sphériques, 'opérateur Laplacien s’écrit formellement

0 d—-10 1 -
A 942
Oor? r or rz2 7’

ott A désigne I'opérateur de Laplace-Beltrami sur la sphére unité. On peut alors obtenir les expres-
sions des exposants de singularité dans (11.34) :

d 2
AfF = -5+ (1—) + g (11.35)

Ici, pg, est la k'™ valeur propre du probleme

~A®(0) = p®(H) dansw (11.36)

®0) = 0 sur Ow ’

et les fonctions ® dans (11.34) sont égales aux fonctions propres du probleme (11.36). L’opérateur
de Laplace-Beltrami est autoadjoint défini-positif. Par conséquent, les valeurs propres du probléme
(11.36) forment la suite

O<puy <pe<uz<... avec pp — oo lorsque k — oo.

Classiquement, la premiére valeur propre p; est simple (cf. [93, théoréme 1.2.5]). Les exposants
positifs de (11.34) vérifient alors

O<AT<A;§A§§... avecA;—>oolorsquek—>oo.

Les exposants négatifs sont eux donnés par A}’ =2 —d — AZ.

Introduisons maintenant des espaces adaptés pour mesurer les singularités (11.34). Notons
G (N0) = {p € €*(Q)|supp(y) N B(O,§) = 0 pour un certain § > 0}. Pour | € N et
B € R, définissons alors I'espace V%(Q) comme la fermeture de €5°(Q2\O) pour la norme

1/2
— 2(8-l+|al)| ger |2 ) 11
lellvyey = (3 | rPe- Dozl da) . (1137)
| <t
Dans la définition ci-dessus, pour le multi-indice o := (aq,...,aq) € N?, nous avons utilisé les
notations |a| := Y%, o et 9% = Ozl ...074. Attention, les « ici n’ont pas de rapport avec

I'ouverture du cone en O. Dans la suite, il n’y aura pas de confusion possible. Pour [ > 1, on peut
définir la trace des éléments de VZB(Q) sur 0L2. Celle-ci n’a aucune raison d’étre nulle. Pour prendre

en compte la condition de Dirichlet homogene, introduisons, pour [ € N* et 8 € R, I'espace VlB(Q),
fermeture de 5°(Q2) pour la norme (11.37).

Pour [ € N* et 5 € R, nous pouvons alors définir les opérateurs

AL VEH @ NVE (@) = VEY(Q)

Co (11.38)
o = Agp =Ap

On a le théoréme fondamental (voir notamment [100, 102, 119, 114, 70, 71]
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Théoréme 11.4.23 Soit A{ défini en (11.35). Pour | € N* et 3 € R, 'opérateur A% : V?Ll(Q) N

\7}34(9) — Vlﬁ_l(Q) constitue un isomorphisme si et seulement si

d
1—A{F<B—l+§<d—1+Af. (11.39)

Plus précisément,

i) siB—1+d/2<1—Af, A/ZB est de type Fredholm injectif mais pas surjectif;

i) si B —1+d/2>d—1+A], Allg est de type Fredholm surjectif mais pas injectif ;

iii) si B—1+d/2=1—A] ousi B—1+d/2 =d—1+AT, lopérateur Alﬁ n’est pas de type Fredholm

car son image n’est pas fermée dans VZB_I(Q).

Ald n’est pas Fredholm Ag n’est pas Fredholm

A/ZB est injectif Alﬁ est surjectif

non injectif

, , B

I +2 I+3

R AZB est un igomorphisme
non surjectif :
1 1

-1 : I+1

1—3 12

I —(d/2—1+A)) l [+ (d/2 — 1+ A7)

FIGURE 11.9 — Propriétés de 'opérateur Alﬁ : VlﬁH(Q) N Véfl(Q) — V/lg_l(Q) en fonction de 3, d
étant la dimension de ’espace.

Pour notre probléme, nous nous intéressons a l'opérateur A}, i.e. All@ avec [ =1 et 8 = 0. En effet,
on remarque que V)(Q) = L2(Q). D’autre part, on peut montrer (voir [121, lemme 3.4]) le

Lemme 11.4.24 On a V3(Q) NV, (Q) = HY(Q) N H2(Q).

Remarque 11.4.25 L’injection V3(Q) N VL (Q) c HL(Q) N H2(Q) est directe. L’autre sens se
montre en utilisant une inégalité de Hardy et Uinégalité de Poincaré sur w C S%1.

* * %k Kk x
POINTES CONIQUES EN DIMENSION d > 4

* Kk kK

Le Théoréme 11.4.23 indique que Popérateur A} : V3(Q2) NV, (Q) — VI(Q) constitue un isomor-
phisme si et seulement si

1-Af <0-1+d/2<d-1+A] & d>4-2A7.

Ceci est toujours vrai en dimension d > 4. En vertu, du Lemme 11.4.24, on déduit que I'opérateur
A HY(Q) N H2(Q) — L%(Q) définit un isomorphisme. En procédant comme dans la preuve du
Théoreme 11.2.1, avec la technique de la T-coercivité, on montre alors sans difficulté la

Proposition 11.4.26 Soit Q C R, d > 4, un domaine dont la frontiére est de classe €% mis a
part en un nombre fini de points ou il coincide localement avec un cone mon convexe. Supposons

o € L®(Q) avec 0~ € L®(Q). Alors B : HY(Q)NH2(Q) — H)(Q)NH(Q) définit un isomorphisme.
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* Kk k& %
POINTES CONIQUES EN DIMENSION d = 3

* Kk Kk kK

En dimension d = 3, on n’a pas nécessairement d > 4 — 2Af. Cela dépend de la valeur de Af,
donc de celle de 1, la premiere valeur propre de I'opérateur de Laplace-Beltrami sur la portion de
sphere w.

La valeur propre puj(w) dépend continiment du domaine w (voir [98, 93]) et, d’apres le prin-
cipe du min-maz si w, C wp, on a pi(wy) > p1(wp). Par conséquent, lorsque € est convexe, on a
pa(w) > 1 (R? x Ry NS?) = 2. Cela implique A > 1. Ainsi, lorsque la pointe conique est convexe,
onad > 4—2A] dés lors que d > 2 et Popérateur A : H{(Q) N H3(Q) — L2(Q) constitue un
isomorphisme. Ceci est en accord avec le théoréme 3.2.1.2 de [87] que nous avons utilisé et qui
indique que A : H}(Q) N H2(2) — L2(Q) est un isomorphisme en dimension quelconque dés lors
que le domaine €2 est convexe. Ce résultat reste vrai quand la pointe conique est non convexe avec
Af > 1/2 & py > 3/4. Ceci permet d’énoncer la

Proposition 11.4.27 Soit Q C R? un domaine dont la frontiére est de classe €> mis a part en un
en point O ot il coincide avec un cone d’ouverture w C S?. Supposons w tel que p1(w), la premiére
valeur propre de l'opérateur de Laplace-Beltrami définie en (11.36), vérifie uy(w) > 3/4. Supposons
o € L2(Q) avec 0= € L®(Q). Alors B : HY(Q)NH(Q) — HA(Q)NHZ(Q) définit un isomorphisme.

Remarque 11.4.28 Ce résultat n’est pas vide ! En effet, il existe des pointes coniques non convexes
pour lesquelles juy (w) > 3/4. Pour se persuader de cela, il suffit de se souvenir que ju1(R?xRNS?) =
2 et que py(w) dépend continiment de w.

Comme indiqué dans le lemme 5.1 de [121], il existe des pointes coniques telles que p;(w) < 3/4.
Ceci implique Dexistence de points coniques pour lesquelles p(w) = 3/4 (cf. [68, 54, 4]). Pour ces
derniéres, d’aprés le Théoréme 11.4.23, 'opérateur A : H}(Q) N H2(Q) — L2(Q) n’est pas de type
Fredholm car son image n’est pas fermée dans L?(Q2). L’on ne peut alors pas utiliser le procédé
de résolution itérative pour montrer que le probléme (11.17) est bien posé. Pour de telles pointes
coniques, ’exemple 5.3.2 de [121] montre que I'opérateur B n’est pas de type Fredholm pour o = 1.
Laissons ces cas de cOté et supposons maintenant € tel que p;(w) < 3/4.

Le lemme 5.2 de [121] indique que A3 > 1. Par conséquent le conoyau de A : Hj(Q)NH2(Q) — L%(Q)
est de dimension égale a un. Nous allons pouvoir remettre en place la démarche qui a permis de
démontrer les Propositions 11.4.15 et 11.4.21.

Introduisons la fonction ¢ telle que
((a) = r 1M Dy(0) + (=), (11.40)

ot ¢ est I'unique élément de H'(Q) vérifiant AC = 0 p.p. dans Q et { = —T_I_A1+<I>1(0) p-p. sur 0f).
Considérons ensuite la fonction ¢ € H{(Q) telle que

Ay = o7 1¢. (11.41)

Lorsque o change de signe, il peut arriver que (67 '¢,{)q = 0. Dans ce cas, on montre comme en
2D que ¢ € H2(Q) et donc ¢ € ker B. De plus, dans cette situation, le probléme (11.17) posséde un
conoyau. Pour caractériser ce dernier, introduisons la fonction ¢ € H{(2) telle que

(V& VE)a=(071¢, N, VE € Hy(Q). (11.42)

Nous pouvons énoncer a présent la
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Proposition 11.4.29 Supposons le domaine Q@ C R3 de classe €? mis a part en un point O o il
coincide avec un cone d’ouverture w C S%. Supposons w tel que p1(w), la premiére valeur propre de
lopérateur de Laplace-Beltrami définie en (11.536), vérifie pi(w) < 3/4.

Si o € L®(Q) vérifie o' € LO(Q) et (67¢, () # 0. Alors B : H}(Q) N H2(Q) — HL(Q) N H2(Q)
définit un isomorphisme.

Si o € L) vérifie o1 € L®(Q) et (671, ()q = 0. Alors pour tout f € H™Y(Q), le pro-
bleme (11.17) posséde une solution si et seulement si (f,&)q = 0. Dans ce cas, la solution est
définie a la droite vect(y)) pres.

Dans cet énoncé, les fonctions ¢, £ et 1 sont respectivement définies en (11.40), (11.42) et
(11.41).

o EXEMPLE. Introduisons les coordonnées sphériques définies par les relations (x,y,z) =
(rcosf,rsinfcosp,rsinfsing). Pour R > 0 et 0 < a < 7 considérons le domaine

Q:={(rcosf,rsinfcosp,rsinfsing), 0 <r< R, 0<0<a,0<p<27}.

Pour a €| /2; 7], on a ((x) = r_l_Af(Pl(O) RI-AT (T/R)Affbl(@) Appelons a, > 7/2 la
valeur de « pour laquelle on a p;(w) = 3/4.

1YY

Lorsque 0 < a < a, l'opé- Lorsque a = «, I'opé- Lorsque o« > ag, si o vé-
rateur A : H{(Q) N H2(Q) — ratear A : H{(Q) N rifie (67'¢, ) # 0, B est
L2(Q) définit un isomorphisme. H2?(Q2) — L2(Q) n’est un isomorphisme. Si o vérifie
Par conséquent, B : H{(Q) N pas de type Fredholm. (o71(,()q = 0, (11.17) pos-
H2(Q) — H{(Q)NH2(Q) consti- Par conséquent, méme séde une solution si et seule-
tue un isomorphisme. pour ¢ = 1, B n’est pas ment si (f,&)q = 0. Dans ce

de type Fredholm. cas, la solution est définie a

vect(¢)) pres.

Arétes non convexes en dimension d = 3

Le cas des « singularités géométriques non convexes » de dimension supérieure ou égale a 1 pré-
sente des difficultés supplémentaires. La Figure 11.10 montre des arétes en dimension 3 (singularités
géométriques non convexes de dimension 1). Effectuons quelques remarques concernant cette confi-
guration. Dans une telle géométrie, I'opérateur injectif A : H3(2) N H2(2) — L2(Q) n’est pas de
type Fredholm. Pour faire court, cela vient du fait que les coefficients devant les singularités sont
remplacés par des fonctions. Le conoyau de A, égal a vect((y, ..., x) en 2D (cf. Proposition 11.4.10)
est maintenant un espace fonctionnel de dimension infinie. Lorsque o = 1, dans [120], les auteurs
parviennent tout de méme & montrer que le probléeme (11.17) est bien posé en étendant 'idée du
cas 2D. Cette fois-ci les relations de compatibilité sont écrites contre des espaces fonctionnels tout
entier. On peut imaginer dérouler la méme démarche pour étudier le probléeme (11.17). On obtien-
drait un résultat du type : le probléeme (11.17) est bien posé si o vérifie une infinité de relations
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d’« orthogonalité ». Lorsque ce n’est pas le cas, on peut penser qu’il existe des configurations pour
lesquelles l'opérateur B associé au probléme (11.17) n’est pas de type Fredholm.

FIGURE 11.10 — Arétes non convexes (en rouge).

11.4.4 Probléme posé dans H}(A)

Jusqu’a présent dans cette section, nous avons imposé de facon faible la condition cAu = 0 sur
0N en travaillant avec la formulation

Trouver u € H{ () NH2(Q) tel que :
[ oduse =(fielg, Vo€ HY®) NHAQ).
Q

Notons que cette formulation variationnelle a encore un sens, pour un terme source suffisamment
régulier, lorsque les fonctions u, ¢ sont choisies dans I'espace des éléments de Hj(€2) dont le Laplacien
appartient & L2(£2). Dans ce paragraphe, nous souhaitons étudier une telle formulation. Dans cette
optique, introduisons H}(A) := {p € H{(Q) | Ap € L2(Q)}. D’apres le théoréme de Lax-Milgram,
on a Hg0||H(1)(Q) < C||Apllq pour tout ¢ € Hi(A). Par conséquent, (u,v) — (u,v)Hg(Q) = (Au, Av)q
définit un produit scalaire sur H}(A). Pour f € H3(A)*, considérons le probléme

Trouver uf € HY(A) tel que :

11.43
Fhe) = (oo Ve e HHA) ()
avec
V(o.p) = (0A0,Ap)a, V(1) € H§(A) x HH(A).
Introduisons I'opérateur continu de Hj(A) associé tel que

On a alors la

Proposition 11.4.30 Supposons 0 € L®(Q) avec o~! € L>(Q). Alors B* : H}(A) — H}(A)
définit un isomorphisme.

Preuve. Introduisons 'opérateur T qui & v € H{(A) associe la fonction Tv € H{(A) telle que
A(Tv) = 0 ! Av. La continuité de T ne souffre d’aucune contestation. Pour tout (v,¢) € H(A) x
Hi(A), on a

(BH(Tv), ©)mz (e = b (T0, ) = (0A(T0), Ap)o = (Av, Ap)q.

Par conséquent, nous avons BfoT = Id. Puisque B* est autoadjoint, nous déduisons que B* constitue
un isomorphisme d’inverse égal a T. ]
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Intéressons-nous & la régularité de la solution u* du probleme (11.43). On a HL(2) N H2(Q) C
H{(A) € HY(Q) et donc H-H(Q) € HY(A)* C (H§(Q2) NH2(2))*. Considérons f € Hi(A)*. Réécri-
vons le probleme (11.17).

Trouver 4 € H}(2) NH2(Q) tel que :

b(a,p) = (f,¥)q, Vo € Hy(2) N H2(Q). (11.45)

Nous voulons comparer u & la solution @ du probléme (11.45) lorsque cette derniere est bien définie.

Dés lors que le domaine € est tel que l'opérateur A : H{(Q) N H2(Q) — L%(Q) constitue un
isomorphisme, on a H}(A) = H}(Q2) NH2(Q). Dans ce cas, par exemple lorsque  C R? est convexe,
de classe €2 ou égale & une pointe conique en dimension d > 4, on a uf = .

Etudions maintenant une situation dans laquelle, HJ(A) # H{(2) N HZ(Q). Plagons-nous en
dimension 2, dans un domaine €2 présentant, pour fixer les idées, un seul coin rentrant situé en
O. Réintroduisons la fonction ¢ définie en (11.19) vérifiant ¢ # 0, ¢ € L2(Q)\H(Q), A = 0
p.p. dans Q et ¢ = 0 p.p. sur 9. Comme en (11.24), définissons 1) € H}() la fonction telle que
Ay = o~ 1¢. Puisque ¢ € L2(Q), on a ¢ € H{(A) et donc b (uf, 1)) = (f,1)q- Ceci s’écrit également
(Auf, Q) = (f,)q. Ainsi, en vertu du Corollaire 11.4.5, on a uf € H}(2) N H2(Q) si et seulement
si (f,v)q = 0. Distinguons alors deux cas.

e Si (671¢,¢)q # 0, alors le probléeme (11.45) est bien posé d’aprés la Proposition 11.4.7. Par
conséquent, la solution @ du probléme (11.45) est définie de fagon unique.
~ Si (f,9)gq = 0, alors u* vérifie le méme probléme que @. On déduit u* = @ dans cette
configuration.
~ Si (f,¥)q # 0, alors u* ¢ H2(Q) et donc u* # 4. Plus précisément, puisque (cA(@ —
uf), Ap)q = 0 pour tout ¢ € H(Q) N H(Q), on déduit A(u* — @) = ao'¢, ot a est
une constante. En multipliant par {, en intégrant sur €2 et en utilisant le fait que o €
H(Q) NH2(Q), on déduit a = (Au,¢)/(071¢, Oa = (f, V)g /(071¢, O)q. Ainsi, dans cette
configuration, on a
(071¢, Qe
e Si(071¢,()q = 0, alors, d’aprés la Proposition 11.4.9, le probléme (11.45) posséde une solution
si et seulement si (f, &), = 0, en supposant pour simplifier f € H~1(Q). Supposons donc cela
vérifié. On a alors uf € H(Q) NH2(Q). Expliquons pourquoi ¢ appartient & ker B mais pas &
ker Bf. Pour constituer un élément du noyau de B, il suffit de vérifier (¢ A1), Ap)q = 0 pour
tout o € H{(Q) NH2(Q). Puisque (cA), Ap)g = (¢, Ap)q, on a bien 9 € ker B. Par contre,
W € ker B? si et seulement si on a (0 A, Ap)q = 0 pour tout ¢ € Hj(A). En testant avec ¢
tel que A = ¢, on voit que ¥ n’est pas un élément de ker BY. Bien siir, un tel ¢ n’appartient
pas & H{(Q) N H2(Q) car (¢,()q # 0.



CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Nous commencerons par exposer les questions découlant naturellement de 1’étude que
nous avons menée. Dans un second temps, nous tacherons de prendre un peu de hauteur
en décrivant quelques perspectives plus générales.

(“(i\-g\'-) erminons ce travail en présentant quelques points qui paraissent intéressants a développer.
C

)

Q‘g\-;o

Conclusions

Dans la premiere partie de ce mémoire, nous avons étudié le probléme scalaire auquel on peut
réduire les équations de Maxwell lorsque la géométrie et les données présentent une invariance
dans une direction. La question du caractére Fredholm de l'opérateur associé & ce probléeme est
maintenant claire en 2D. En 3D, cependant, en raison du nombre important de configurations,
les résultats sont moins limpides. Il serait intéressant de pouvoir calculer les singularités pour
certaines géométries (pour la pointe conique et le coin de Fichera notamment) pour savoir si le
critére obtenu de fagon variationnelle est optimal ou non. D’autre part, pour les intersections
d’arétes, mis a part pour le coin de Fichera, nous n’avons aucune méthode pour déterminer le
« bon » opérateur de transfert permettant de construire I'isomorphisme T de la T-coercivité. Dans
ce travail, nous ne nous sommes pas réellement penchés sur la question de 'injectivité du probléme
lorsque celui-ci est bien posé au sens de Fredholm. Nous avons élucidé ce point pour la cavité
en 2D et en 3D mais dans le cas général, nous n’avons pas de résultat si ce n’est une condition
abstraite. Peut-on trouver un critére liant le contraste et la géométrie du domaine (probablement
le rapport du volume du domaine occupé par le matériau positif sur le volume du domaine occupé
par le matériau négatif) pour assurer que l'opérateur associé a ce probléme scalaire constitue un
isomorphisme ? Il y a sans doute des choses & faire en utilisant les outils de ’analyse complexe.
Dans le Chapitre 2, nous nous sommes intéressés a des questions d’approximation de la solution du
probléme scalaire lorsque celui est bien posé. Nous avons montré que les méthodes usuelles utilisant
les éléments finis de Lagrange convergent lorsque le maillage respecte certaines hypotheses. Ces
dernieres sont-elles nécessaires 7 En pratique, lorsqu’on réalise les expériences numériques pour des
maillages quelconques, il n’apparait pas de probleme majeur. Nous avons réfléchi a la question
mais pour le moment, nous nous cassons les dents. Dans le Chapitre 3, nous avons effectué une
étude de régularité de la solution du probléme scalaire en reprenant les résultats de [72, 26, 138].
Nous avons été confrontés a un probléme qui n’avait pas été souligné outre mesure. En raison du
changement de signe du coefficient de 'opérateur, il n’est pas évident de déterminer la longueur
des chaines de Jordan dans le calcul permettant d’obtenir la décomposition des solutions en partie
réguliére /partie singuliere. Nous nous en sommes sortis en 2D par un calcul explicite dans une
géométrie particuliere. En 3D, cela sera sans doute impossible a réaliser.

Dans un second temps, nous avons défini un nouveau cadre fonctionnel pour le probleme scalaire

lorsque celui n’est pas bien posé dans H' en raison de 'existence d’une « singularité propagative »
au niveau du coin. Nous nous sommes concentrés sur le cas d’un coin extérieur. Il faudrait écrire
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completement la démarche pour le cas d’un coin intérieur pour vérifier qu’il n’y a pas d’entour-
loupe. Pour aller plus loin, nous pourrions étendre ces résultats a des configurations 3D, 'objectif
étant toujours de pouvoir traiter les équations de Maxwell a l'intérieur de lintervalle critique.
On pourrait commencer par étudier le cas de la pointe conique qui devrait se traiter comme le
coin 2D. On pourrait également travailler sur le cas de I'aréte. Cette étude-la constitue par contre
une étape technique supplémentaire. En effet, le coefficient devant la singularité en 2D devient
une fonction de singularité pour 'aréte. En quelque sorte, il y a un coefficient de singularité en
chaque point de 'aréte. Plus épineuse encore serait 1’étude de ces questions pour une géométrie
présentant une intersection d’arétes (coin de Fichera par exemple). Nous ne savons pas si c’est
réalisable. Par ailleurs, il existe de nombreuses questions originales d’approximation de la solution
dans ce nouveau cadre fonctionnel. Nous renvoyons le lecteur au §5.7 pour plus de détails. Dans le
Chapitre 6, nous avons étudié la question de la dépendance de la solution du probleme, lorsqu’elle
existe, par rapport & un petit arrondi du coin. Nous nous sommes intéressés a la situation la plus
compliquée lorsque le probleme limite n’est pas bien posé dans H!. Sur une géométrie particuliere,
nous avons mis en évidence une instabilité par rapport a ’arrondi. Il nous reste a prouver un
résultat d’existence du phénomene de valeur propre clignotante pour une géométrie quelconque.
Ce probleme n’est pas évident car en raison du changement de signe du parametre physique, on
ne peut pas utiliser les résultats classiques de type inf-sup. Dans les perspectives de travail, nous
pouvons mentionner ’extension de ces résultats au cas des équations de Maxwell. C’est sans doute
un programme ambitieux et probablement extrémement technique.

La troisieme partie de ce mémoire est consacrée aux équations de Maxwell. Dans le Chapitre
7, nous avons exhibé une originalité du cadre fonctionnel pour ces équations lorsque les problémes
scalaires associés sont bien posés au sens de Fredholm mais avec un noyau non trivial. Quels sont
les conséquences de cette bizarrerie d’'un point de vue numérique 7 Si I’on met en place les méthodes
usuelles, observe-t-on un probléme de convergence 7 une convergence vers la mauvaise solution ? Si
les approches classiques ne fonctionnent pas, peut-on en définir une nouvelle? Dans le Chapitre
8, nous avons démontré un résultat d’injection compacte de 1’espace des champs électriques dans
L2(Q) x L2(Q) en effectuant une étude de régularité. Ce résultat est essentiel dans I'analyse des
équations de Maxwell. La démarche est-elle transposable en 3D 7 Pour traiter le probleme dans
Iintervalle critique, il semble indispensable de pouvoir passer par la. Dans le Chapitre 9, nous
avons prouvé que les équations de Maxwell 3D sont bien posées des lors que les problemes scalaires
associés sont bien posés. Peut-on montrer que les équations de Maxwell ne sont pas bien posées
dans ’espace des champs d’énergie finie lorsque les problemes scalaires ne sont pas bien posés dans
H' ? Comment nous l’avons déja mentionné & plusieurs reprises, un travail intéressant consisterait
a définir un nouveau cadre fonctionnel pour ces équations lorsque les problémes scalaires sont
bien posés dans l'espace prenant en compte la singularité propagative. Cela devrait conduire a
manipuler le gradient de cette fonction. Notons que celui-ci n’appartiennent pas a L2. Une premiére
étape consistera sans doute a traiter le cas d’une géométrie pour laquelle I'interface présente une
pointe conique. Indiquons qu’il s’agit d’un travail difficile car méme pour un matériau positif, la
compréhension des phénomenes liés aux singularités pour les équations de Maxwell consitue une
question délicate (cf. [62, 27, 63, 64, 91, 65, 111, 112]). D’un point de vue de I'approximation nu-
mérique de la solution, tout reste a faire. Peut-on justifier la convergence des méthodes d’éléments
finis d’arétes classiques? A-t-on besoin d’hypothéses sur le maillage? Il est fort probable qu’on
puisse exploiter la méthode d’approximation utilisant la dissipation. Il reste cependant a écrire le
raisonnement entierement.

Enfin, dans une quatriéme et derniére partie, nous nous sommes concentrés sur le probleme
de transmission intérieur qui apparait dans la théorie de la diffraction. Dans le Chapitre 10, nous
avons prouvé le caractere discret dénombrable de ’ensemble des valeurs propres de transmission
pour une formulation du second ordre. Pour obtenir ce résultat, nous avons été contraints d’effectuer
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des hypotheses sur les coefficients. Peut-on les affaiblir ? Le lecteur désirant une description plus
précise des questions ouvertes dans ce domaine est invité a consulter le §10.3. Dans le Chapitre 11,
nous avons travaillé sur un probléme de transmission du quatrieme ordre présentant un changement
de signe. Nous avons montré que 'opérateur AcA- associé a ce probléme possede des propriétés
tres différentes de celles de 'opérateur div (6V-). Nous avons effectué la démonstration lorsque o
reste uniformément positif ou uniformément négatif dans un voisinage de la frontiere. Qu’advient-il
lorsque cette derniere hypothese n’est pas satisfaite ?

Perspectives

Ces résultats indiquent que les problémes de transmission entre un matériau positif et un matériau
négatif en régime harmonique ne sont pas toujours bien posés dans les cadres fonctionnels classiques.
Qu’est-ce que cela signifie en pratique ? Il n’est pas évident de répondre a cette question. On peut
d’abord nier le probleme en arguant que dans la nature, il y a toujours de la dissipation et les coins
sont toujours arrondis. Néanmoins, cette position n’est pas complétement satisfaisante. En effet,
nous avons vu que le comportement d’un matériau peu dissipatif ou présentant un coin tres légere-
ment arrondi dépend de fagon cruciale du probléme limite. Nous avons déja mentionné le fait que le
métamatériau n’est pas un matériau homogene mais une structure périodique complexe. On peut
légitimement imaginer qu’il apparait des phénomeénes compliqués au niveau des interfaces entre
ces structures périodiques et les matériaux homogenes positifs, notamment au niveau des coins.
Lorsque les problemes sont mal posés, il est probable que les équations de Maxwell sur lesquelles
nous travaillons ne modélisent pas bien les phénomeénes électromagnétiques réels. C’est un peu ce
qui a motivé le projet ANR METAMATH coordonnée par S. Fliss. Dans ce projet, nous cherchons a
comprendre ce qui a été perdu lors du processus d’homogénéisation. Pour les métaux, il y a de quoi
étre circonspect. En effet, ce ne sont pas des matériaux homogénéisés. Que se passe-t-il au voisinage
des coins lorsque le contraste est situé dans l'intervalle critique 7 La question de 'existence de cette
singularité propagative en pratique présente assurément un intérét pour les applications. Avec S.N.
Chandler-Wilde, nous sommes récemment allés rendre visite a ’équipe du physicien A. Zayats
basé a King’s College, a Londres, pour discuter de la pertinence du développement de méthodes
de calcul pour simuler les plasmons de surface. A. Zayats est a la téte d’un projet de recherche
impressionnant, regroupant trois des plus prestigieuses universités du Royaume-Uni, dont I’'objectif
est de développer les technologies nanoplasmoniques pour les applications. Il nous a expliqué qu’il
utilisait ces interfaces présentant des géométries singuliéres pour stocker de ’énergie. Il a manifesté
un intérét certain pour de nouvelles méthodes numériques permettant de traiter les singularités.
Nous lui avons parlé de cette singularité propagative et il a rapidement imaginé des applications
potentielles. Mais peut-on réellement observer ce trou noir ? L’étude que nous avons réalisée pour
le coin arrondi n’est pas treés rassurante. En effet, dans cette configuration, il semble que le champ
électromagnétique soit tres instable par rapport au petit arrondi. Ce point est un peu déroutant. En
effet, si 'on souhaite approcher le champ dans une structure présentant un coin légérement arrondi,
il faut étre capable de mesurer la géométrie avec une infinie précision. C’est bien str impossible.
Cela signifie que dans ce cas, l'on est incapable d’approcher le champ électromagnétique ? Pour
pouvoir utiliser le phénomeéne de trou noir, on peut également chercher a le stabiliser de fagon
artificielle. Pour ce faire, on peut imaginer ajouter autour du coin arrondi un matériau bien choisi
jouant un réle de PML. Est-ce réalisable ?

Dans le Chapitre 4, nous sommes revenus aux équations de Maxwell en régime temporel pour
effectuer un bilan énergétique. Par contre, dans tout le reste de ce mémoire, nous avons travaillé
en régime harmonique. Pour cela, nous avons supposé qu’il existait un régime harmonique. Est-ce
bien vrai? Autrement dit, pour les matériaux négatifs, le principe d’amplitude limite est-il encore
valable ? Récemment, V. Vinoles, P. Ciarlet et P. Joly ont commencé a étudier cette question. Il
semblerait que l'atteinte d’un régime stable dans un matériau négatif seul (sans interface donc)
puisse prendre un certain temps. Il serait sans doute tres intéressant de poursuivre les investigations
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dans cette direction.

Pour le moment, les principales recherches des physiciens portent sur les métamatériaux en
électromagnétisme. Toutefois, I’on voit apparaitre petit a petit quelques résultats concernant les
métamatériaux en élasticité. Il est donc fort probable qu’il y ait du pain sur la planche et des
problemes nouveaux tres rapidement ...
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302 Echauffement

Nous proposons ci-dessous une solution a 1l’exercice d’échauffement présenté au
début de ce document.

Etape 1. On construit une paralléle d a la droite (AB) et un carré D'E'F'G’ dont I'un des
cotés est inscrit dans d.

ed F

D F

A B

Etape 2. On trace les paralleles & (AC) et (BC') passant respectivement par G’ et F’. Les sommets
du triangle ainsi construits sont notés A’, B’ et C".

C

Cl
el F

A/
/ DB B/\
A B

Etape 3. On trace le sommet de I’homothétie J# qui transforme le triangle ABC en triangle
A'B'C'.
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Titre : Etude de quelques problémes de transmission avec changement de signe. Application aux métamatériaux.

Résumé : Dans cette theése, nous étudions quelques opérateurs présentant un changement de signe dans leur
partie principale. Ces opérateurs apparaissent notamment en électromagnétisme lorsqu’on s’intéresse a la propaga-
tion des ondes dans des structures constituées de matériaux usuels et de matériaux négatifs en régime harmonique.
Ici, nous appelons matériau négatif un matériau modélisé par une permittivité diélectrique et/ou une perméabi-
lité magnétique négative(s). En raison du changement de signe des coefficients physiques, on ne peut utiliser les
outils classiques pour étudier ce probleme. Dans la premiere partie de ce mémoire, nous nous concentrons sur
le probleme de transmission scalaire auquel on peut réduire les équations de Maxwell lorsque la géométrie et les
données présentent une invariance dans une direction. Avec la technique de la T-coercivité, basée sur des argu-
ments géométriques, nous établissons des conditions nécessaires et suffisantes pour prouver le caractere bien posé
de ce probléeme en domaine borné dans H'. Nous montrons également comment on peut utiliser cette approche
pour justifier la convergence des méthodes usuelles d’approximation par éléments finis. Dans un deuxieme temps,
au moyen de techniques différentes, issues de ’étude des équations elliptiques dans des domaines & géométrie
singuliére, nous définissons un nouveau cadre fonctionnel pour recouvrer le caractere Fredholm lorsque celui-ci est
perdu dans H!. Il apparait alors un phénomeéne surprenant de trou noir. Tout se passe comme si des ondes étaient
aspirées en un point. Nous réalisons ensuite une étude asymptotique par rapport a une petite perturbation de
I'interface entre le matériau positif et le matériau négatif dans ce cadre fonctionnel. Au cours de notre analyse,
nous mettons en évidence un curieux phénomene de valeur propre clignotante. La troisieme partie de ce document
est consacrée a l'étude des équations de Maxwell. Nous travaillons d’abord sur les équations de Maxwell 2D en
exploitant les résultats obtenus pour le probléme scalaire. Puis, nous nous intéressons aux équations de Maxwell
3D. Nous montrons qu’elles sont bien posées deés lors que les problémes scalaires associés sont bien posés. Enfin,
dans une quatriéme partie, nous étudions le probléme de transmission intérieur apparaissant en théorie de la dif-
fraction. L’opérateur pour ce probleme présente également un changement de signe dans sa partie principale. Nous
abordons son étude en utilisant ’analogie existant avec le probléme de transmission entre un matériau positif et
un matériau négatif. Certaines configurations pour ce probleme de transmission intérieur conduisent a considérer
un probleme de transmission du quatrieme ordre avec changement de signe. Nous prouvons que cet opérateur
présente des propriétés étonnamment différentes de celles de 'opérateur scalaire du second ordre.

Mots-clés : Problémes de transmission, milieux négatifs, équations de Maxwell, métamatériaux, T-coercivité,
problemes d’interface.

Title: Investigation of some transmission problems with sign-changing coefficients. Application to metamaterials.

Abstract: In this thesis, we study various operators that present a sign-changing in their principal part. These
operators appear in particular in electromagnetism when studying wave propagation in structures made of usual
materials and negative materials. Here, we say that a material is negative when it is modeled by a dielectric
permittivity and/or a magnetic permeability that take(s) negative values. Due to the change of sign of the phy-
sical parameters, we can not use the classical tools to study such problems. In the first part of the thesis, we
focus on the scalar transmission problem which is obtained from Maxwell’s equations when the geometry and the
data are invariant in one direction. Using the T-coercivity technique, based on geometric arguments, we establish
necessary and sufficient conditions to prove well-posedness for this problem in a bounded domain in H'. We also
show how this approach can be used to justify the convergence of the usual finite element method to approximate
the solution. In a second step, using different techniques coming from the study of elliptic equations in domains
with singular geometry, we define a new functional framework to recover Fredholmness when it is lost in H'. This
leads to a surprising black hole phenomenon. Everything happens like if some waves were sucked into a point. We
then perform an asymptotic analysis with respect to a small perturbation of the interface between the positive
material and the negative material in this functional framework. In our analysis, we observe a curious phenomenon
of blinking eigenvalues. The third part of this thesis is devoted to the study of Maxwell’s equations. We first work
on Maxwell’s equations in 2D using the results obtained for the scalar problem. Then, we proceed with the 3D
Maxwell’s equations. We show that they are well-posed as long as the associated scalar problems are well-posed.
Finally, in the fourth section, we investigate the interior transmission problem that arises in scattering theory.
The operator for this problem also presents a sign-changing in its principal part, and therefore can be studied
relying on the analogy with the transmission problem between a positive material and a negative material. For
this interior transmission problem, some configurations lead to consider a fourth-order transmission problem with
sign-changing coefficients. Our analysis shows that this latter operator has strikingly different properties from
those of the second order scalar operator.

Keywords: Transmission problems, negative materials, Maxwell’s equations, metamaterials, T-coercivity, inter-
face problems.
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