
Exercice 6.4 -

Soit f(x) =

{ |x|
x

√
|x| si x 6= 0

0 si x = 0
.

Pour simplifier certains calculs à venir on peut écrire:

f(x) =

 −
√
−x si x < 0

0 si x = 0√
x si x > 0

.

(1)
lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

√
x = 0

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

−
√
−x = 0

Donc:

lim
x→0−

f(x) = 0

(2)

•
∀x > 0, f est continue
∀x < 0, f est continue
lim
x→0−

f(x) = lim
x→0+

f(x) = 0 = f(0)

⇒ f est continue sur R.

•
∀x ∈ R, f(−x) =

{ |−x|
−x

√
| − x| si x 6= 0

0 si x = 0

=

{ |x|
x

√
|x| si x 6= 0

0 si x = 0
= f(x)

Donc f est impaire sur R.

(3) On utilise la définition d’une fonction croissante et non l’étude du
signe de la dérivé pour éviter le problème de la dérivation en 0.

Soient x1, x2 ∈ R+.
0 ≤ x1 < x2 ⇔ 0 ≤

√
x1 <

√
x2 car x→

√
x est croissante.

⇔ f(x1) < f(x2)
Donc f est croissante sur R+.
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On montre de même que f est croissante sur R− donc on conclut
que f est croissante sur R− ∪ R+ = R.
Ainsi f est bijective de R vers f(R) = R.

(4) f est bijective de R dans R donc:

∀x ∈ R,∃!f−1|(f−1 ◦ f)(x) = x

Vérifions que f−1(x) = x · |x| est cette fonction.
• Pour x = 0: (f−1 ◦ f)(0) = f−1(f(0)) = f−1(0) = 0 · |0| = 0.

Donc
(f−1 ◦ f)(0) = 0

• Pour x 6= 0: (f−1 ◦ f)(x) = f(x) · |f(x)|
= |x|

x

√
|x| ·

∣∣∣ |x|x√|x|∣∣∣
= |x|

x · |x|
= x

|x| · |x| car x
|x| = |x|

x

= x

.

Donc ∀x ∈ R∗, (f−1 ◦ f)(x) = x.

Donc ∀x ∈ R, (f−1 ◦ f)(x) = x.
Ainsi,

∀x ∈ R, f−1(x) = x · |x|

• Tracé des courbes:

’-’: courbe représentative de f
’-’: courbe représentative de f−1

’-’: y=x
On vérifie bien que Cf−1 et Cf sont symétriques par rapport à la

droite d’équation y = x.
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