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Exercice 1 :
1. Soit g(z) = e 5"+ = exp(—e - bz 4 7).
En vous aidant de son tableau de variation, montrer que : Vo > 0,g(z) > 1.
La fonction g est de classe C? sur D, =|0; +o0.
Donc Vo € D, : ¢'(z) = [...] =< -(In(z) — 1) - g(=).
Comme Vz € Dy, 2? > 0 et g(z) > 0, ¢'(x) est du signe de In(z) — 1, ainsi :
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Donc Vz > 0, g(z) > g(e) = 1.

2. Etudiez la continuité et la dérivabilité, en x =0 et x =1, de :

|z| Va2 —22+1
(@)={ =1 TF]
1 ,xr=1

Vo # 1, f() = IR = el

z—1
— Continuité :
— [ est continue en 0 comme produit de fonctions continues.
— Pour z > 1: ( D
x-(x— )
f(@) = ——5— =wdonc limf(z) =1 = (1)
z>1
Pour 0 <x < 1:
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fa) = S =D L1 done lim f(x) = —1 £ £(1)
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Donc f n’est pas continue en x = 1.
— Dérivabilité :



— Ona:

f@) = fO) _ @) _ ol Jp=1] 2l
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Car au voisinage de + =0, z — 1 < 0 donc |z — 1| = —(z — 1).

Or
lim £(z) = lim ) - (—1) = im—% - (=) =1 € R
fimf(z) = == - (=) = im—=- (=1) = 1 €
z<0 <0 <0

Mais 2]
. . |T .t
limf(z) = lim=>-(-1) =lim—-(-1) = -1 €R
x>0 >0 <0

Donc f n’est pas dérivable en z = 0 car lim f(z) # lim f(z)
z—0 z—0
>0 z<0
— f n’est pas continue en x = 1 donc ne peut pas étre dérivable en x = 1.

3. (a) Factoriser le trinome : z* +x — 6
?4+r—6=(x+3) (z—2)
(b) En utilisant le a. et en faisant apparaitre un tauz d’accroissement, calculer :
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24+1-6 (243)-(2—-2) (2—2) (2+3)-(z—2) (z—2) z+3

La fonction h : x — h(z) = e est dérivable sur R donc en x = 2 et

2
et —e
R'(2) = e* = lim
r—2 r — 2
Donc
ez 2 x 62 1 62

Exercice 2 : (& 11 points)

Soit la fonction f définie par :
f(z) = [In(z)]* = 2 In(z) — 1

1. Justifier que la fonction f est de classe C* sur Dy =]0; +o0.
cf cours

2. (a) Calculer f'(z) pour tout x € Dy.
Ve >0, fl(z) =222 .2 =2 . (Ing — 1)

(b) En déduire l'unique point critique de f.
flz) =0 her=1<x=ec



3. (a) Calculer lirr(l)f(x)
T—
On peut écrire : f(z) = In(z)

lim Inz = —oo donc @ lim In(z) — 2 —

z—0t z—0t

Ainsi, lim f(x) = +oo.
xz—0t
(b) Calculer lim f(x)

T—+00
L)

(In(z) -2 - 75)

1

m——oo.

: Ly
zl—lgloo In(z) - (In(z) — 2 — m) = +00.

4. Ecrire le tableau de variation de f. En déduire le minimum global de f sur Dy.

T 0 e +00
f@) | I = 0 +
+00 +00
f(z) N /
fle) = =2

5. (a) Trouver les ensembles sur lesquels f est convexe, concave.

f est C? sur |0; +oo et :

Donc

f convexe (:)f”(:v)é()(:)Q—lanO(:)xée

et

f convexe <:>fﬁ(x)<0<:>2—lnx<0<:>x2e

(b) En déduire que :

p (2—1Inx)

2

2

i. au voisinage de x =1 : f(x) > =2z +1
L’équation de la tangente a Cy en z = 1l est y = f'(1) - (x — 1) + f(1). Comme
[ est convexe sur |0; €] et 1 €]0;e?] donc :

ii. au voisinage de x = €*

flz) > —2x+1

cf(z) < Sz -2

L’équation de la tangente & Cy en x = e® est y = f/(e3)- (x —e3) + f(e?). Comme
[ est concave sur [e?; +o00[ et €3 € [e?; 00| donc :

fl) < S -2

6. Montrer que sur |e; +oo[, ["équation f(x) = 2 admet une unique solution .

Déterminer .

f est strictement croissante sur [e;

+o00[ & valeurs dans [—2; +o00[, donc f est une bijection

de [e; 4o00[ dans [—2;4o00[. Donc Vyy € [—2; 400, 3lzg € [e; +00[| f(x0) = yo.
Comme 2 € [—2;+o0], il existe un unique Z € [e; +oo tel que f(Z) = 2.

flx)=2 <

teee

Comme 7 € [e; +00],

In(z)]? =2 -In(z) —1=2
In(z)]* —2-In(z) —3=0
X?2-2-X-3=0, ouX =lnx
X=mh(zr)=3o0uX=hzr=-1
r=e’ouz=e!
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