
INTEGRATION : Cal
ul Dire
tCorre
tion de quelques exer
i
esEx 3 : Cal
ul par integration par parties(h) √x. ln(x) :
∫ √

x. ln(x)dx = 2
3
x

3

2 . ln(x) − 2
3

∫

x
3

2
1
x
dx + K

= 2
3
x

3

2 . ln(x) − 2
3

∫
√

(x)dx + K

= 2
3
x

3

2 . ln(x) − 4
9
x

3

2 + K

= 2
3
x

3

2 (ln(x) − 2
3
) + Koú K ∈ R.(j) excos2(x) :

∫

excos2(x)dx =
∫

e
x

2
dx + 1

2

∫

excos(2x)dx
= e

x

2
+ 1

2
Ioú K ∈ R.

I =
∫

excos(2x)dx
= excos(2x) + 2

∫

exsin(2x)dx
= excos(2x) + 2exsin(2x) − 4

∫

excos(2x)dx
= ex(cos(2x) + 2sin(2x)) − 4 IDon
, I = e

x

5
(cos(2x) + 2sin(2x) + K.Ainsi, ∫

excos2(x)dx = ex

10
(5ex + cos(2x) + 2sin(2x)) + K, K ∈ R.(k) sin(ln(x)) ;

∫

sin(ln(x))dx =
∫

x. 1
x

sin(ln(x))dx
= −x cos(ln(x)) +

∫

cos(ln(x))dx
= −x cos(ln(x)) + J

J =
∫

cos(ln(x))dx
=

∫

x. 1
x

cos(ln(x))dx
= x.sin(ln(x)) −

∫

sin(ln(x))dxDon
,
∫

sin(ln(x))dx = I = −x cos(ln(x)) + x sin(ln(x)) − I.Ainsi, I = x

2
(sin(ln(x)) − cos(ln(x))) + K, K ∈ R.
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Ex 4 :1. ∫ 1

0
t2etdt :

∫ 1

0
t2etdt = [t2et]10 − 2

∫ 1

0
tetdt

= [t2et − 2tet]10 + 2
∫ 1

0
etdt

= [t2et − 2tet + 2et]10
= 2.(e − 1)2. ∫ π

2

0
cos t. ln(1 + cos t)dt :

∫ π

2

0
cos t. ln(1 + cos t)dt = [sin t ln(1 + cos t]

π

2

0 +
∫ π

2

0
sin t sin t

1+cos t
dt

= 0 +
∫ π

2

0
1cos

2
t

1+cos t
dt

=
∫ π

2

0
1 − cos tdt

= [t − sin t]
π

2

0

= π

2
− 13. ∫ 2

1
ln(1+t)

t2
dt

∫ 2

1
ln(1+t)

t2
dt =

∫ 2

1
ln(1 + t) 1

t2
dt

= [− ln(1+t)
t

]21 +
∫ 2

1
1
t

1
1+t

dt

= [− ln(1+t)
t

]21 + I

I =
∫ 2

1
1

t+t2
dt

=
∫ 2

1
2t+1−2t

t2+t
dt

=
∫ 2

1
2t+1
t2+t

− 2 1
t+1

dt

= [ln(t2 + t) − 2 ln(1 + t)]21Don
,
∫ 2

1
ln(1+t)

t2
dt = [− ln(1+t)

t
+ ln(t2 + t) − 2 ln(1 + t)]21

= ln(5) − 5
3
ln(3) + 2 ln(2)Ex 5 :

I =
∫

e

1
cos(π ln x)dx

=
∫

e

1
1.cos(π ln x)dx

= [xcos(π ln x)]e1 +
∫

e

1
πsin(π ln x)dx

= 1 − e + πJ
J =

∫

e

1
1.sin(π ln x)dx

= [xsin(π ln x)]e1 − π
∫

e

1
cos(π ln x)dx

= 0 − πI (1)Don
 : I = 1 − e − π2IAinsi, I = 1
1+π2 (1 − e)Et , J = π

1+π2 (e − 1), d'aprés (1). 2



Ex 8 :
I =

∫

π

0
x sin x

3+sin2 x
dxChangement de variable :

t = π − x, don
 :
x = π − t
sin x = sin(π − t) = sin t
dx = (−1)dt
x : 0...π ⇒ t : π...0Don
,
I =

∫ 0

π

(π−t)sin t

3+sin2 t
.(−1)dt

=
∫

π

0
(π−t)sin t

3+sin2 t
dt

=
∫

π

0
πsin t

3+sin2 t
dt − IEt ainsi : I = π

2

∫

π

0
sin t

3+sin2 t
dtComme 3 + sin2 t = 4 − cos2 t = (2 − cos t)(2 + cos t), on peut é
rire :

I = π

2

∫

π

0
sin t

(2−cos t)(2+cos t)
dtEt en dé
omposant en éléments simples, on a :

I = π

8

∫

π

0
( sin t

2−cos t
+ sin t

2+cos t
)dt, qu'on peut é
rire :

I = π

8

∫

π

0
( sin t

2−cos t
− −sin t

2+cos t
)dt pour faire apparaitre les dérivés logarithmiques...Finalement : I = π

8
[ln |2 − cos t| − ln |2cos t|]π0 = π

4
ln(3).N.B. : La dé
omposition en éléments simples n'est pas naturelle, mais a priori, la seule
han
e de trouver une primitive et d'e
rire sin t

(2−cos t)(2+cos t)
sous la forme : a.sin t

2−cos t
+ b.sin t

2+cos t
et
omme la vie est bien faite, on trouve : a = b = 1/4.Ex 9 :(e) : ∫

t x3+2
x2+3x+2

dx

x
3+2

x2+3x+2
= x

3+3x
2+2x+2−3x

2
−2x

x2+3x+2

= x − 3x
2+2x−2

x2+3x+2

= x − 3x
2+9x+6−7x−8

x2+3x+2

= x − 3 + 7x+8
(x+1)(x+2)

= x − 3 + 1
x+1

+ 6
x+2Don
 les primitives re
her
hées sont de la forme :

t2

2
− 3x + ln |t + 1| + 6 ln |t + 2| + K, K ∈ R.
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(f) : ∫

t 2x−5
x(x−1)(x+3)

dx
2x−5

x(x−1)(x+3)
= 5

3
1
x
− 3

4
1

x−1
− 11

12
1

x+3Don
 les primitives re
her
hées sont de la forme :
5
3
ln |x| − 3

4
ln |x − 1| − 11

12
ln |x + 3| + K, K ∈ R.Ex 11 :Soit In =

∫ 1

0
(1 − t2)ndt.1. .

In =
∫ 1

0
(1 − t2)(1 − t2)n−1dt

=
∫ 1

0
(1 − t2)n−1dt +

∫ 1

0
t

2n
.(−2nt)(1 − t2)n−1dt

= In−1 + [ t

2n
(1 − t2)n]10 − 1

2n

∫ 1

0
(1 − t2)ndt

= In−1 − 1
2n

InDon
, In = 2n

2n+1
In−1 (1)2. D'aprés (1), on déduit :

In =

n
∏

k=1

2k

2k + 1
∗ I0.Et I0 = 1, don
 :

In = 2n (n − 1)!

n
∏

k=1

1

(2n + 1)!
.3. Pour 
al
uler In, on peur aussi e
rire :

In =
∫ 1

0
(1 − t2)ndt

=
∫ 1

0

n
∑

k=0

Ck

n
1n−k(−t2)kdt

=
n

∑

k=0

Ck

n
(−1)k

∫ 1

0

t2kdt

=
n

∑

k=0

Ck

n
(−1)k

1

2k + 1On 
on
lut que : n
∑

k=0

Ck

n
(−1)k

1

2k + 1
= 2n (n − 1)!

n
∏

k=1

1

(2n + 1)!
.
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Quelques 
onseils :� Pour 
al
uler la primitive d'une fon
tion qui est le produit d'une exponentielle etd'une fon
tion trigo, on fait 2 integrartions par parties et on se ramene à une équa-tion à résoudre. (
f ex 3).� pour les 
hangements de variables : u = f(x) :
du = f

′

(x)dx ou alors dx = (f−1)′(u)du� Fon
tions rationelles :Se ramener à qq
h de la forme : f(x)=A(x) + N(x)
D(x)

. A(x) est un polynome et il yautant de fra
tions N(x)
D(x)

que ne
essaires.Il faut simplement que : deg(N(x)) < deg(D(x)).
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