INTEGRATION : Calcul Direct
Correction de quelques exercices

Ex 3 : Calcul par integration par parties

(h) z.In(x) :

J vz In(x)dx 2p2.n(e) — 2 [arlde + K
= 2r2.In(z) - 2 [ /(a)dz + K
= %x% In(z) — %x% + K
222 (In(z) — 2) + K

ou K € R.
(j) e®cos*(x) :

| e*cos?(z)dx [ Sdx+ 1 [ e cos(2x)da

x

11‘
%+§
ou K € R.

I = [e“cos(2x)dx
= ¢%cos(2z) + 2 [ e*sin(2x)dx
= ¢%cos(2x) + 2e"sin(2z) — 4 [ ecos(2x)dx
= €"(cos(2z) + 2sin(2z)) — 47

Donc, T = % (cos(2z) + 2sin(2z) + K.
Ainsi, [ e"cos®(x)dx = 55 (5e” + cos(2x) + 2sin(2x)) + K, K € R.

(k) sin(In(z));

[ sin(In(z))dz = [z.1sin(In(z))dz
= —zcos(In(z)) + [ cos(In(z))dx
= — cos(ln( )+ T

J = [cos(ln(z))dx

[ 2.2 cos(In(z))dx
= z.sin(In(z)) — [ sin(In(z))dz

Donc,
[ sin(ln(z))dz =T = —x cos(In(x)) + z sin(ln(z)) — Z.
Ainsi, Z = §(sin(In(z)) — cos(In(x))) + K, K €R.



Ex 4 :
1. fol t2etdt
[ tetdt = [t%et]s — 2 fol tetdt
= [t%e" — 2te']) + 2 f etdt

= [t%e! — 2te! +26]
= 2.(e—1)

2. fog cost.In(1+ cost)dt

fog cost. In(1+ cost)dt = [Smtln(1+cost +f0 sin t—sint_ gy

1+cost
1505 t
0 + fOQ 1+costdt
f 1 — costdt

[t — sin t]og

2

2 In(1+¢
3. [0 gy

[l gy = f21n(1+t)l2t

o 1n(1+t 2 21
= by g

_ [ ln(lth)]%_‘_I

t
T = [ =d
- f1 t+t2 ’
_ f2 24412t 1y

_ 2 2tf1+t 91 ¢
- J1en T f
= [In(t*+t) —2In(1 +¢)]?
Donc,
SRR = [-RUE (s 4 ) — 20n(1+ 1)
= ln(5) —2In(3) + 2In(2)
Ex 5:

T = [{cos(rln z)dx
J{ Lcos(mIn z)dx
[zcos(mIn x)|§ + [ wsin(mIn z)dx
= l1l—e+nJ
J = [{Lsin(rln z)dx
= [zsin(rIn 2))§ — 7 [{ cos(rIn z)dx
= 0—17Z (1)
Donc : I—l—e—wQI
Ainsi, T = 75(1—e)
Et,J = 1-|——7r(6 1), d’apreés (1).



Ex 8 :

T x sinx
3-+sin? m

Changement de variable :
t=m—ux,donc:

r=m—1
sinz = sin(m —t) = sint
dr = (—1)dt
rz:0..tr=t:7.0
Donc,
T = [)Uleit (1)dt
_ T (w—t)sint t
O Shent
= fO 3+sm2tdt -1
Et ainsi : Z = sint_ Jt

2 0 3+sin?t

Comme 3 + sint = 4 — cos*t = (2 — cost)(2 + cost), on peut écrire :

in t
o g fO (27cosstl)?2+cos t) dt

Et en décomposant en éléments simples, on a :

_ _sint sint ) PP .
= 8 0 2 v —2+Cost)dt, qu’on peut écrire :
sint —sint

=3 )o T — 2+Cost)dt pour faire apparaitre les dérivés logarithmiques...

Finalement 1 Z = g[In|2 — cost| —In|2cost||f = § In(3).

N.B. : La décomposition en éléments simples n’est pas naturelle, mais a priori, la seule

.. s . sint . a.sint b.sint
chance de trouver une primitive et d’ecrire @ —cos 1) (2 reos ) SOUS la forme cost T 2icost €0

comme la vie est bien faite, on trouve : a = b= 1/4.

Ex9:
e
_xo42
(e) f :1:2+3$+2
2342 _ 234322 42042-322—2z
243x+2 z2+4+3x+2
_ g Bt
- 2243x+2
- — 32249246728
- 2243x+2
— — 3+ _ Tx+8
(961+1)(x+26)

Donc les primitives recherchées sont de la forme :
£ —3x+n|t+1/+6lnft+2[+K, KeR.



(f) : f PR i+3 dx

2x—5 _
z(x— 1)(x+3) 3x

11

§L__L
dz—-1  122+3

Donc les primitives recherchées sont de la forme :

Infz|—2In|z -1 - Fnjz+ 3|+ K, K € R.

Ex 11 :

Soit I, = [,/ (1 —¢*)"dt.

I, = fol 1—2)(1— t2)”*1dt
= i1 —) 1dt+f0 el 2nt)(1 )"t
= [nfl + [2n(1 fO ndt
L1 — 51

Donc, I, = 22111 (1)

2. D’aprés (1), on déduit :
2k
1 x 1.
" H 2% +1 °
Et IO = 1 donc :

- 1
Li=2(n— [ —n.
(n=1) H(2n+1)!

3. Pour calculer [,,, on peur aussi ecrire :
L, = [/(1—)"dt

= fOZCklnk —t*)kdt
— ch /t%dt
- Yk

i 2k+1

On conclut que : Z CF(—

k=0

1

1

1) LTSN | [
T Sk H(2n
k=1

+1)!



Quelques conseils :

— Pour calculer la primitive d’une fonction qui est le produit d’une exponentielle et
d’une fonction trigo, on fait 2 integrartions par parties et on se ramene a une équa-
tion & résoudre. (cf ex 3).

— pour les changements de variables : u = f(x) :
du = f'(z)dx ou alors dz = (f~') (u)du

— Fonctions rationelles :
Se ramener & qqch de la forme : f(x)=A(x) + 2@ A(z) est un polynome et il y

autant de fractions % que necessaires.

Il faut simplement que : deg(N(x)) < deg(D(x)).




