Exercice 1.69: Extrema liés

(1)

(2)

(3) f(z,y) = 2° + ¢’ sous la contrainte g(z,y) = 2> + y* =1

Dy = D, = R? ensemble ouvert.
f et g sont des fonctions de classe C? sur Dy.

e Recheche des points critiques de deuxieme espece:
On cherche les points (x,y) tels que:

B :132—1—3/2:1 x2+y2:1
(51){%(x(§);io© 2.2=0 &{ 2=0
gy = 2.y=0 y=0

Contradicion car 0? +0% # 1. Donc il n’existe pas de points critiques
de deuxieme espece.

e Recheche des points critiques de premiere espece:
Soit La(z,y) = f(z,y) — A+ g(x,y) [+A].

Le coefficient +\ n’est pas indispensable.

On cherche les points (x,y) tels que : Vg(x,y) #0

) (m7 ):1
ot : (52){ %L;(/x’y) -

7

g(z,y) =1
(S2) & 9 %(%y)=0
a_yA(xay):O
2?4yt =1

& 322 -2 =0
3y — 2 \y =0
22+t =1

S L x-(Br—2)0) =0
y-(3y—22) =0

N/




Lo=x=0o0u3z—2\=0:
esix=0:
Li=13y"=1=y=1ouy=—1. Donc
—siy=1:L3=3-22 =0=\=3.
Donc P, = (0,1) est un point critique de premiere espece
associé a \| = %
—Siy:—lzL3$—3—2)\:O$)\:—%.
Donc P, = (0, —1) est un point critique de premiere espece
associé a \y = —%.
osi3x—2)\:Odonc)\:%-x.
L=y -Bx—-3y)=0=3y-(r—y)=0=y=0o0uzx=uy.
—siy=0:
Li=2>=1=z=1ouxz=—1. Donc
xsiz=1:Ly=3-2A=0=\=3.
Donc Py = (1,0) est un point critique de premiere espece
associé a \3 = %
xsiz=—-1:L3=-3-22=0= = —3.

Donc P, = (—1,0) est un point critique de premiere
espece associé a Ay = —%.
—slx =1y
L1:>2m2=1:>x:§oux:—§. Donc
C L V2 — V2
* sl x = 5= @ alors y = 5=,

RPN RN . . .\
Donc P5 = (%,%") est un point critique de premiere
espece associé a A5 = % V2.

= V2. — V2
* sl x = —5° :alors y = =5

Ly= 3L -2\ =0=\=-3.,2

Donc Py = (—\/75, —\/75) est un point critique de premiere

espece associé a \g = —% V2.



Récapitulatif: 6 points critiques:

P1=(O,1), Al = 5 —)f(Pl)Zl
P, = (O, —1), Ay = —% — f(PQ) =—1
P3:(10), )\3:% —)f(P3>=1
Py =(-1,0), Ag=—3 — f(P) =—1
Py = (%2, 4), As=3V2 o () =%
Py= (=, =%), de=—3V2 = f(P) = —F

e Nature des points critiques de premiere espece:

La contrainte 2?4+ y* = 1 représente la boule B((0,0), 1) qui est un
compact, donc il existe un maximum global et un minimum global.

Comme:

f(P) = f(Py) < f(Bs) < [(Bs) < f(Ps) = f(P1)
f(P) et f(P,) sont des mimima globaux de f sous la contrainte

g(z,y) = 1.
f(P) et f(Ps) sont des maxima globaux de f sous la contrainte

g(a:,y) = 1.

— Nature de f(P5) et f(F5):
Comme f et g sont de classe C? sur R?,

63:—2)\ 0

2 2 _
\V/(:L‘,y) e R ) ‘D L/\( )| 6y— 2\

= (62 —2) - (6y —2)
Ainsi,

oen Py = (2 ¥2) et \y = 3V/2:
P Ls(Py) =3Y2 > 0.

Donc f(P5) = % donne un minimum local de f sous la contrainte

g9(x,y) =1
ecn Py = (—g \@) et \g = 4 2:
DLy (Py)| = 92 > 0 et 21 (Py) = —3¥2 > 0.
Donc f(Fs) = \f donne un maximum local de f sous la con-
trainte g(z,y) =



(4) f(z,y) = z+ 2y sous la contrainte g(z,y) = 2*+zy+y*+y— 2 =0

D; = D, = R? ensemble ouvert.
f et g sont des fonctions de classe C? sur Dy.

e Recheche des points critiques de deuxieme espece:

On cherche les points (z,y) € Dy tels que: (5) { g(x,y) =0

Vy(r,y) =0
_ 20+y=0 y = —2x
OrVg(:C,y)—()(:){x+2y+1:o@{x:% '
Donc Vg(3,—32) = 0, mais g(3, —3) = —4 # 0 donc il n’existe pas

de points critiques de deuxieme espece.
¢ Recheche des points critiques de premiere espece:
Soit La(z,y) = f(z,y) — A~ g(z,y).
On cherche les points (z,y) tels que : Vg(z,y) # 0

x,y) =20
ot : (SQ){ gV(L;(Ji,y) e

.

g(z,y) =0

(Sh) < %(x,w:o

| F2(z,y) =0

g(z,y) =0

S C1-=22x—-y=0
2—/\56—2)\:1/—)\:0 L3—2L2
g(z,y) =0

S 1-22x—-)\y=0

| A (Bz—1)=0

Donc soit A = 0, soit 3x — 1 = 0.
e Si A =0 alors Ly = 1 =0 donc A # 0.

¢ Sid3z—1=0,ie z=g3:

(P +3y— 5 =0

3 9

() & ¢ 1=2X - y=0
vl

0

v+ 97 = (2

S C1=-22x—-Ay=0

1

(T =3
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Ainsi,
A= (%, %), A4 = 2 est un point critique de premi”’re espece
et f(A) =2.

—Sly+§:§,1e,y: alors
Ly=1+3A=0=X=-2
Ainsi,
B = (%, —2),A\p = —% est un point critique de premi’re

espece et f(B) = —4.

e Nature des points critiques de premiére espece:
Remarque: La contrainte ne définit pas un ensemble convexe.
Comme f et g sont de classe C? sur R?,

=2\ =X

2 2 _
V(az,y) € R7, |D LA(:L' y)‘ I N —92)\

‘:3-% >0

oEnA (5,2, a=2,|D’Ly,| =3 >0 taLAA(A):_Q.AA:
—5 < 0. Donc A donne un maximum de f en f ( )
oEnBZ(%,Q),/\B—_‘ |D?L el =7 > (B) =
Ap = % > (0. Donc B donne un minimum de f en f( ).

(5)

(6)

(7) ATTENTION: Ce n’est pas exactement la méme fonction.....
f(z,y) = 2x — y sous la contrainte g(x,y) = 2> + a2y —y? — 1 =0



D; = D, = R? ensemble ouvert.
f et g sont des fonctions de classe C? sur Dy.

e Recheche des points critiques de deuxieme espece:
On cherche les points (x,y) tels que:

2?4+ay—y*—1=0 P +ry—1y>—1=0 T

g(x,y) =0 ) Y
(S51) Vg(z.y) = 0 S 2r4+y=0 S y=—2x Sy
I\T,Y) = x—2y=0 r+4r =0 x

Contradicion car 024+0-0—0? —1 # 0. Donc il n’existe pas de points
critiques de deuxieme espece.

e Recheche des points critiques de premiere espece:
Soit Ly(w,y) = f(x,y) — A~ g(x,y).
On cherche les points (x,y) tels que : Vg(x,y) #0

) (m7 ):0
ot : (52){ %Lkzx’y) o

g(z,y) =0

(SQ) SR %(x,y)zo

Fo(z,y) =0

2> +ay—y*—1=0

~ < 2—2)\$—>\y:0 Lo <> Ly — 214
P +ary—1y> —1=0

&S < 4-=5y=0

| A (By —4x) =0

N/

Ly=X=0ou3y—4z =0:
esi\=0:
Ly = 4 = 0. Impossible donc A\ # 0.

osiSy—4x:0alorsy:%a:.



Le systeme Sy devient ainsi:

(g:nz—l:()

(SQ) S < 4-5My=0
\y:%x
’x:—i—%oux:—\%
& A= cary #0 daprés Ly et Ls

3 4 1 _ 2
A=(g ) M= 2 IA =5
B:(—jg,—Tg), AB ~7 %f(B):—jg

e Nature des points critiques de premieére espece:
Remarque: La contrainte ne définit pas un ensemble convexe.
Comme f et g sont de classe C? sur R?,

—2\ =)

2 2 _
V(z,y) e R*, |D LA(CI?,y)\—‘_)\ 2\

|:—5->\2

VA € R? |D?Ly(x,y)| < 0 donc D?Ly n’est ni convexe ni concave,
on ne peut donc pas conclure a ce niveau.

Donc linéarisation de la contrainte en ces 2 points:
— (3 4 — L.
oenA—(\/g,\/g),)\A—\/g.
On étudie le signe de:

2 2 2
ALy, (h, k) = ———=h? — —hk + —k?
pall k) = =h” = e+

sachant que h et k sont tels que:< (h, k) ; Vg(A) >=0.
Clest & dire: 24/5-h — /5 - k = 0 donc tels que: k=2-h.
Ainsi, sous cette condition:

2
d*Ly,(h,k) = d’Ly,(h,2h) = 7 h? >0

Donc L), est localement convexe en A et donc A donne en f(A)
un minimum local de f sous la contrainte g(z,y) = 0.



een B = (—\%, —\%),AB = —\/Lg:
C’est la méme méthode.

On étudie le signe de:

2 2 2
d*Ly,(h, k) = —=h® + —=hk — —=k”
ol ) = Rl JEhk =

sachant que h et k sont tels que:< (h, k) ; Vg(B) >= 0.
C’est a dire tels que: k=2 h.
Ainsi, sous cette condition:

2
d*Ly,(h,k) = d®Ly,(h,2h) = ———= -h* <0
/\B( ) )\( ) \/g =~

Donc L), est localement concave en B et donc B donne en f(B)
un minimum local de f sous la contrainte g(x,y) = 0.

_ 1,1 : 111
(8) f(x,y)—g—l-gsous la contrainte g(a:,y)_ﬁ+y_2_§

D; = D, =R* x R* ensemble ouvert.
f et g sont des fonctions de classe C? sur Dy.

e Recheche des points critiques de deuxieme espece:

On cherche les points (z,y) tels que: (S7) { gv(gx(’g)ng 0

_2
Or Vg(z,y) = ( oy ), donc Vg(z,y) = 0 n’a pas de solutions.

Donc il n’existe pas de points critiques de deuxieme espece.

e Recheche des points critiques de premiere espece:

Soit Ly(z,y) = f(z,y) — X~ g(z,y) [+35- Al

Le terme —I—% - A n’est pas indispensable car indépendant de z et y.
On cherche les points (z,y) € R* x R* tels que :



/\(xay):
(g(z,y) =1
(S2) & < %(x,y)zo
| 2 (@,y) =0
(11 _1
x2 y2 T2

=0 Ly— —a3-Lycar 2> #0

_|_

L +2)- -

_?%JFQ)\.ng:o Ly — —y3 - Ly car 3 # 0
_|_

N7
|-

>y1—2 1: 1

T Ie T2
S o =2

y =2\

>>\:10u)\=—1
&S =2

y =2\

\
On obtient ainsi 2 points critique de premiere espece:

A=(22) =1 = f(A) =1
B=(-2-2),Ag=—1 — f(B) = —1

e Nature des points critiques de premiere espece:
ecn A=(2,2)et \y = 1:
V(z,y) e R* X R*, Ly, (v,y) =1+ — s — oz +3 et

y ooty
2 _ 6

D20y, (z,y)| = 633 5 4 | n'est pas de signe constant

vyt
donc A ne donnera pas un extremum global de L ,.
1
. -3 0 1 %L 1
Mais, |D*Ly, (A)| = | 1= > Oet 554(A) = —§ <0

donc A = (2,2) donne un maximum local pour f sous la con-
trainte g(z,y) = 3 qui est f(A) = 1.
ecn B=(-2-2)et A\p=—1:

V(z,y) € R* x R*, Ly, (z,y) = % +

S |
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244
0 5t
donc B ne donnera pas un extremum global de L),.

1 2
Mais, |D?Ly,(B)| = ‘ 8 (l) 882,;3(3) = ¢ > 0donc
8

D20y, (z,y)| = n’est pas de signe constant

_ 1
=~ & >0et

B = (=2, —2) donne un minimum local pour f sous la contrainte
g(z,y) = 3 quiest f(B) = —1.

(9) f(x,y) = 22 +y? sous la contrainte g(x,y) = 22 +1y>*+2y—22—6 =0

D; = D, = R?* ensemble ouvert.
f et g sont des fonctions de classe C? sur Dy.

e Recheche des points critiques de deuxieme espece:

On cherche les points (z,y) tels que: (S7) { gv(ggg)ng 0

T Mais :g(1,—1) = —8 # 0 donc il

1
Onan(:U,y):()(:){y:_l

n’existe pas de points critiques de deuxieme espece.

e Recheche des points critiques de premiere espece:

Soit L(z,y) = f(z,y) — A~ g(z,y).
On cherche les points (x,y) tels que : Vg(z,y) # 0

et : (S9) { g(z,y) =0

VL)\(xay) = O .
( ggr,y) =0
(S2) < < 8575(3379):0
| Fo(z,y) =0

2>+ 4+ 2y —22—6=0
S 2 2r—y—Adr+N)=0
(2 2y—2—-Ay—A)=0

L2+L3:>(x+y)-(1—)\):0.
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esil—\A=0alors A\ =1:

(A=1
(SQ) & K y—x—le
| 9(z,y) =0
A=1
S L y=v+1
4+ (x+1)P24+2-(z+1)—22—6=0

\

L3 = 222 + 22— 3 =0.

donc:
—14+V7 —1— /7
=——our=——+—
2 2
On obtient ainsi 2 points critique de premiere espece:
A= (FBYE ) N 1 () =5

B = (55150) \p =1 — f(B) =5

X

esiz+y=0,alors y =—xz: Ainsi: g(z,y) =0< g(z,—x) =0&
2? — 22 —3=0.
Donc: x = —1 (etdonc y = 1) ou x = 3 (et donc y = —3).
Deplus Ly =2y —xz — Ay — A= 0.
Donc:

Pour C = (-1,1), 2y —z— Ay — A =0= X = X\ = 3. Et
f(C)=6
Pour D = (3,-3), 2y —z—Ay—A=0= X=)\p =3 Et

£(D) = 54

e Nature des points critiques de premiére espece:
La contrainte z? + y?> + 2y — 2 — 6 = 0 peut s’écrire:

(z— 1%+ (y+1)? =8 = (2v2)?

donc elle définit le cercle de centre (1, —1) et de rayon 2v/2 qui est
un ensemble compact. Ainsi, il existe au moins un minimum absolu
et un maximum absolu.

Or: f(A) = f(B) < f(C) < f(D), donc f(A) et f(B) sont des

minima absolus et f(D) est un maximum absolu.

Il reste a déterminer la nature de f(C).
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Comme f et g sont de classe C? sur R?,

4 — 2\ —2'

2 2 _
V(z,y) € R, |D°Ly(z,y)| = _9 4 — 9\

Donc |D?Ly.(C)] = -3 <0
Donc linéarisation de la contrainte en C: On étudie le signe
de:

1 1
d*Ly.(h, k) = §h2 — 2hk + 5/&
sachant que h et k sont tels que:< (h, k) ; Vg(C) >= 0.
C’est a dire: —4h + 4k = 0 donc tels que: k = h.
Ainsi, sous cette condition:
d*Ly.(h,k) = d*Ly,(h,h) = —h* <0

Donc L), est localement concave en C' et donc C' donne en f(C') un
maximum local de f sous la contrainte g(x,y) = 0.



