
Exercice 1.63: fonctions de 2 variables: Convexité

(1) f(x, y) =
√
x + 3 lnx− 2ex+y

sur U = {(x, y) ∈ R2 | x > 0, y > 0} = R+∗ × R+∗.

• la fonction f1 : x→
√
x est de classe C2 sur R+∗ et

f ′′1 (x) = −1

4
· x−

3
2 < 0 ∀x ∈ R+∗.

Donc f1 est concave sur R+∗.
Donc d’aprés le lemme d’extension, (x, y)→

√
x est concave sur

R+∗ × R donc sur R+∗ × R+∗.
• la fonction f2 : y → ln y est de classe C2 sur R+∗ et

f ′′2 (y) = −1

y

2

< 0 ∀y ∈ R+∗.

Donc d’aprés le lemme d’extension, (x, y)→ ln y est concave sur
R× R+∗ donc sur R+∗ × R+∗.
• la fonction f3 : u→ −2eu est de classe C2 sur R et

f ′′3 (u) = −2eu < 0 ∀u ∈ R.
Donc f3 est concave sur R.
La fonction (x, y)→ x + y est une fonction affine donc par com-
position avec une fonction concave, (x, y)→ −2ex+y est concave
sur R+∗ × R+∗.

Ainsi, par combinaison linéaire à coefficients positifs de fonctions
concaves sur R+∗ × R+∗:

f(x, y) =
√
x + 3 lnx + (−2ex+y)

est concave sur R+∗ × R+∗.

(2) g(x, y) = x2 + y4 sur R2.

• la fonction g1 : x → x2 est de classe C2 sur R et g′′1(x) = 2 >
0 ∀x ∈ R. Donc g1 est convexe sur R.
Donc d’aprés le lemme d’extension, (x, y) → x2 est convexe sur
R2.
• la fonction g2 : y → y4 est de classe C2 sur R et g′′2(y) = 4y2 >

0 ∀y ∈ R. Donc g2 est convexe sur R.
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Donc d’aprés le lemme d’extension, (x, y) → y2 est convexe sur
R2.

Ainsi, par combinaison linéaire à coefficients positifs de fonctions
convexes sur R2:

g(x, y) = x2 + y4

est convexe sur R2.

(3) h(x, y) =
√

2x + 3y sur V = {(x, y) ∈ R2 | 2x + 3y > 0}.

Comme démontré en (1), la fonction h3 : u →
√
u est concave sur

R+∗.
La fonction (x, y) ∈ V → 2x + 3y est une fonction affine à valeurs

dans R+∗ donc par composition avec h3, fonction concave sur R+∗,
h(x, y) est concave sur V .


