Chapitre 6

Effet dynamo

L’origine du champ magnétique terrestre constitue I'un des probleémes les plus
étonnants de la physique moderne. Depuis les travaux du physicien W. Gilbert
en 1600, on sait que le champ magnétique détecté par une boussole est d’origine
terrestre, mais la compréhension précise de la génération de ce champ (avec le
bon régime de parametres) reste encore un sujet largement étudié. La génération
du champ magnétique terrestre par des courants ¢lectriques a 'intéricur de notre
plancte a été proposée par Ampere tres peu de temps apres la célebre expérience
d’Orsted de 1820 (un fil transportant un courant électrique est capable de faire bou-
ger l'aiguille d'une boussole). Ces courants parcourent le noyau externe de la Terre
qui est constitué essentiellement de fer en fusion a quelques milliers de degrés. S'ils
n’étaient pas entretenus, ces courants disparaitraient en quelques milliers d’années
par dissipation ohmique. Pour expliquer la présence d’un champ magnétique de
grande échelle sur Terre depuis plusieurs millions d’années; il faut donc nécessaire-
ment identifier un processus générateur : c’est ’effet dynamo. Plus largement,
I'effet dynamo est également a 'origine des champs magnétiques solaire et stellaires.
C’est Sir J. Larmor en 1919 qui suggéra le premier que le champ magnétique solaire
pouvait éetre entretenu par ce qu’il appela la dynamo auto-excitée, théorie pouvant

expliquer la formation des taches solaires.

6.1 Dynamo-disque

Le modele le plus simple de dynamo auto-entretenue est la dynamo de Bullard
de la Fig. 6.1 : elle est constituée d'un disque conducteur que 'on met en rotation

dans un champ magnétique axial Bg. Un fil électrique faisant le tour de I'axe est relié
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FIGURE 6.1 — Dynamo de Bullard proposé¢ par son auteur en 1955.

d'une part a I'axe et d’autre part au bord du disque (dans ce dispositif, les contacts
¢lectriques ne bloquent pas la rotation). A cause de la force de Lorentz une différence
de potentiel est induite entre le centre et le bord du disque. La force électromotrice
induite e; engendre un courant ¢; dans cette boucle qui va en retour générer un
champ magnétique axial By qui se superpose au champ excitateur. Finalement,
la force de Laplace agissant contre l'effet dynamo, le champ magnétique généré
va saturer. Dans ce dispositif, le sens de la rotation du disque est fondamental
puisqu’une rotation contraire a celle de la Fig. 6.1 produit un effet anti-dynamo. En
d’autres termes, on voit que la topologie des courants est essentielle. Il est facile de
la contraindre par un dispositif de ce type; on peut imaginer que c’est beaucoup
plus difficile dans le cas d’un fluide conducteur. En pratique, nous verrons qu’il n’y

a pas de solution simple a la dynamo MHD.

On peut complexifier le dispositif en couplant le premier disque avec un deuxieme
disque comme sur la Fig. 6.2 : c¢’est la dynamo de Rikitake. Dans ce cas, le champ

magnétique induit ¢, produit par le disque 1 va agir sur le disque 2 wvia son champ
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FIGURE 6.2 — Haut : dispositif de la dynamo de Rikitake (1958). Bas : évolution
temporelle du champ magnétique (adimensionné) dans un des disques.

magnétique induit et vice-versa. La principale nouveauté est que ce systeme — pour-
tant tres simple — introduit du chaos dans ce sens que les champs magnétiques
peuvent s’inverser au cours du temps (ce qui n’est pas le cas avec le dispositif de
Bullard) : comme dans le cas de la Terre, de longues périodes sans inversion avec de
faibles variations du champ magnétique alternent avec des périodes beaucoup plus

agitées ol le systeme s’inverse tres souvent.

La production en laboratoire d'une dynamo fluide, avec du sodium liquide, n’a
été réalisée pour la premiere fois qu’en 2000 : ce sont les expériences de Riga en Let-
tonie et de Karlsruhe en Allemagne. Dans le premier cas, on impose un mouvement
hélicoidal au liquide placé dans un cylindre : cette géométrie reproduit la solution

analytique d'une dynamo cinématique proposée en 1973 par Ponomarenko. Dans le
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second cas, I'expérience consiste en un assemblage de 52 tuyaux en série dans lesquels
circule du sodium. Le mouvement du fluide correspond a un pavage périodique de
cellules en mouvements hélicoidaux alternés (les sens de rotation et de translation
sont inversés d'une cellule a l'autre). Ce dispositif correspond a la solution d’une
dynamo cinématique proposée par Roberts en 1970. Ces deux expériences ont donc
mis en évidence pour la premiere fois 'effet dynamo a partir non pas d’un solide,
mais d'un liquide conducteur. La faiblesse de ces expériences est que le liquide est
tres contraint dans ses mouvements. Afin de palier a ce défaut, 'expérience francaise
VKS (Fig. 6.3) a été montée a Cadarache : dans ce dispositif, les 150 litres de so-
dium liquide sont mis en mouvement par deux rotors. Les mouvements turbulents
du liquide relativement libre ont permis pour la premiere fois en 2007 de produire
I'effet dynamo avec des inversions quasi-périodiques (ou chaotiques) de la polarité

du champ magnétique.

FIGURE 6.3 — Dispositif expérimental VKS a Cadarache.
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6.2 Dynamos naturelles

Nous savons depuis pres de 2000 ans que l'aiguille de la boussole indique le
Nord. En fait, le champ magnétique terrestre existe depuis des centaines de millions
d’années : il forme ce que 'on appelle la magnétosphere. Le champ magnétique a
une dynamique a la fois sur des temps relativement courts que l'on peut observer
par exemple a l'aide de sondes spatiales, mais aussi sur des temps tres longs. En
effet, le paléomagnétisme nous informe que le champ magnétique terrestre s’inverse

chaotiquement, la derniere inversion ayant eu lieu il y a environ 780 000 ans (voir la
Fig. 6.4).
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FIGURE 6.4 — Haut : la magnétosphere terrestre. Bas : variation temporelle de la
polarité du champ magnétique terrestre sur ’échelle du million d’années (les zones
sombres correspondent a la polarité actuelle).
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Dans le cas du Soleil, nous avons aussi des informations sur le champ magnétique
via par exemple le calcul du nombre de taches solaires ou 1’étude de la migration
de ces taches. La Fig. 6.5 nous montre qu'une périodicité de 11 ans apparait avec
une régularité remarquable. L’autre aspect remarquable est que ces taches migrent
systématiquement vers 1’équateur (on parle du diagramme papillon) avant de dis-
paraitre et de laisser place a un Soleil calme. Cette dynamique nous informe donc
sur l'effet dynamo a 'intérieur du Soleil qui a tendance a faire émerger des boucles

magnétiques a des latitudes moyennes.
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FIGURE 6.5 — Haut : Migration des taches solaires vers ’équateur. Bas : Variation
temporelle du nombre de taches et mise en évidence d’une périodicité de 11 ans.

Il existe bien d’autres exemples astrophysiques ou I'effet dynamo joue un role im-
portant pour maintenir un champ magnétique dynamique : citons les magnétospheres
des autres planetes du systeme solaire (voire des satellites comme Ganymede), les
étoiles possédant une zone convective (dont 'activité magnétique croit avec la vi-
tesse de rotation) ou les galaxies (voir Fig. 6.6). La présence d’'un champ magnétique
galactique pose le probleme de sa croissance : en effet, cela signifie que la dynamo ga-
lactique doit étre suffisamment efficace pour arriver a engendrer un champ cohérent
aux échelles aussi grandes que la galaxie. La nécessaire existence d’un germe initial

est une autre question qui se pose aussi bien pour les galaxies que les étoiles.
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FIGURE 6.6 — Galaxie M51 : superposition de la lumiere (ondes radio a 6 cm) et de
sa polarisation qui nous informe sur la direction du champ magnétique. Un champ
magnétique cohérent a ’échelle galactique est manifeste (taille de 'image : 28 x 34
kpc?; distance : 9.6 Mpc; 1 pc ~ 310 m ~ 210° UA).

6.3 Théoremes anti-dynamo

Le probleme de la dynamo est difficile car il n’existe pas de champ de vitesse
simple capable d’amplifier un champ magnétique. En pratique, cela signifie que le
systeme étudié ne doit pas avoir un degré de symétrie trop élevé. Dans cette section,
nous allons démontrer qu’il ne peut exister de dynamo purement axisymétrique.
C’est le premier théoreme anti-dynamo. Ce théoreme anti-dynamo — trouvé par

Cowling en 1953 — s’énonce ainsi :

Dans le cadre de la MHD incompressible, un champ magnétique axisymétrique

ne peut étre entretenu par un champ de vitesse axisymétrique.

La démonstration de ce théoreme consiste a montrer que si les champs u et B

sont axisymétriques, alors le champ magnétique décroit inconditionnellement. En



72

coordonnées cylindriques, un champ magnétique axisymétrique s’écrit :

10A 10A
B= (-2 B -2 6.1
(r oz r 87‘) ' (6.1)
out A est lié a la composante toroidale du potentiel vecteur (A = —rAy) et B est la

composante toroidale du champ magnétique. En utilisant la composante toroidale
de I'équation d’induction pour le potentiel magnétique et en supposant que tous les

vecteurs sont axisymétriques, on obtient :

%—j{ ‘I’ Ur@rA ‘I’ Uz@zA = % + u - VA - TT]MO’]G . (62)

Bien que le potentiel magnétique soit défini a un gradient pres, la contribution de ce
gradient n’intervient pas pour la composante toroidale. L’utilisation du Laplacien
vectoriel ! en coordonnées cylindriques nous donne finalement :

0A 20

Cette équation signifie que A est uniquement advecté et diffusé au cours du temps.
Aussi A va tendre asymptotiquement vers zéro et done seule la composante toroidale
B du champ magndétique restera a priori non nulle. Dans ces conditions, en partant
de I'équation d’induction on peut montrer (I'hypothese d’incompressibilité est uti-

lisée) :

OB 1
S ru-V(B/r) = (A—T_—Q)B. (6.4)

Cette équation est de meéme nature que la précédante ce qui signifie que B tend
aussi asymptotiquement vers zéro. En conclusion, quel que soit le champ de vitesse
axisymétrique choisi, un champ magnétique axisymétrique ne peut que décroitre au

cours du temps.

Ce théoreme fait partie d’'un ensemble de théoremes anti-dynamo qui tendent
a démontrer qu’aucune solution simple n’est admise pour produire l'effet dynamo.
Parmi ces théoremes, on peut citer qu'un écoulement bidimensionnel ne peut main-
tenir un champ magnétique, ou bien encore, aucun champ magnétique indépendant

d’une coordonnée d’espace ne peut étre entretenu.

1. Le Laplacien appliqué a un vecteur ne doit pas étre confondu avec le Laplacien appliqué a
un scalaire dont I'expression est beaucoup plus simple.
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6.4 Dynamo de Ponomarenko

L’écoulement de Ponomarenko — obtenu par 'auteur en 1973 — est le premier
exemple d’écoulement susceptible de produire un effet dynamo. Dans cette configu-

ration, le champ de vitesse fortement contraint est donné par :

u=Qrey+Ue,, 1 <a, (6.5)
u=0, r >a, (6.6)

dans un fluide infini et incompressible. On constate que cet écoulement est axi-
symétrique (d’on l'utilisation des coordonnées cylindriques); le champ de vitesse
ainsi défini correspond a un vortex hélicitaire. Par conséquent, le champ magnétique
entretenu ne pourra pas étre également axisymétrique en vertu du premier théoreme
anti-dynamo. La résolution du probleme n’est pas trivial est fait intervenir comme

nous allons le voir les fonctions de Bessel.

Puisque la vitesse est donnée, la scule équation dynamique utile est ’équation
d’induction :
0B
pour laquelle on va chercher des solutions de la forme :

B(r, 60, 2,t) = B(r) exp(i(mb — kz) + ~t) . (6.8)

L’objectif est de vérifier qu’il est possible d’obtenir un taux de croissance positif,
i.e. Re(v)> 0 (c’est fondamentalement une étude d’instabilité sur laquelle nous
reviendrons plus largement dans la partie suivante). La projection de 1’équation

d’induction sur les composantes r et § donne respectivement ? :

, d*B, 1dB, (m*+k*r*+1) 2im
vB, = —i(mQ—kU)B, +n ( 72 + T = B, — = By |,
, d*By  1dBy (m?+ k*r? +1) 2im
vBy = —i(mQ —kU)By+1n ( 2 T ] By + = B,
dQ
—DB,. 6.9
+r 0 (6.9)

Dans le probleme considéré, €2 est constant mais sa dérivée est non nulle en r = a;

cette information sera utilisée ultérieurement. Il n’est pas nécessaire de projeter sur

2. 1l faut prendre garde de bien exprimer l'opérateur V en coordonnées cylindriques. Pour
cela, il est plus facile d’'utiliser 'opérateur rotationnel dans 1’équation d’induction plutot que le
développement du rotationnel d'un produit vectoriel.



74

z puisque la condition de divergence nulle du champ magnétique peut nous donner

I’expression en z. En introduisant les notations suivantes :

By = B,+iBy, (6.10)
r
- - 6.11
T = (6.11)
2
a
S 6.12
n p (6.12)
¢ = Ka®+m+i(mQ—kU)T,, (6.13)
s = ka*+9m,, (6.14)

nous obtenons pour z < 1 :

d*B dB
2 + + 2 2,.2 _
T +:17dm —((m:l:l) +q:r,)Bi—0, (6.15)
et pour x > 1:
d*B dB
2 + + 2 2,2 _
AR — ((m+1)*+s%%) B+ = 0. (6.16)

On reconnait des ¢quations de Bessel modifiées d’ordre m 4+ 1 dont les solutions

sont :
[mil(qm)
Bi(z) = C,mE <, 6.17
:t( ) + ]m:tl(q> ( )
~ Kmil(SIL')
Bi(z) = — ., x>1. 1
i(L) Oi Kmil(s) , XL > (6 8)

Les solutions peuvent étre contraintes par les conditions de bord. Par exemple,

en imposant la continuité du champ By en x = 1, on obtient trivialement :
Cy=0CL. (6.19)

Une deuxieme contrainte est obtenue en intégrant les équations autour de r = a. En

partant de 'expression (6.9), on obtient 3.

) ate d?B, ate ()
0= ll_I)I(l) [n /a_6 I dr + /a_6 T%Brdrl : (6.20)
ce qui donne :
dB@ a+e
OB, =n|— . 21
o5 =0 || (621

3. On voit ici I'intérét d’avoir gardé le terme rdS)/dr B, dans I’équation (6.9).



Chapitre 6 : Effet dynamo 75

Ce résultat induit finalement la condition de bord :

dB.1"™™ | /B, +B_

y=1_

La combinaison des solutions (6.17)—(6.18) et des conditions de bord (6.19)—(6.22)

nous donne la relation de dispersion :

(6.23)

G.G_ =iQr, <M) ,

2

avec

La(lg)  Ku(s)
G =q-"= — g—mELTL 6.24
* q]m:l:l((J) Km:l:l(5> ( )

ol ’ signifie le signe dérivatif. C’est cette relation de dispersion qui peut nous donner

la condition d’existence d'une dynamo, c¢’est-a~dire la condition pour avoir Re(y)> 0.
Dans le cas le plus général, il n’est pas possible d’obtenir cette condition analytique-
ment ; une estimation est cependant possible par le calcul numérique. En revanche,
dans la limite des petites échelles (limite des grands nombres d’onde, i.e. ka > 1) ou
d’'une petite résistivité (7, > 1), il est possible d’exprimer simplement la condition

d’existence d'une dynamo. Dans ces limites, nous avons asymptotiquement :

VIerl(z) = exp(z) (1—47”27‘1), (6.25)

8z
2 4m? — 1
ZZRn(2) =~ exp(—2) (1+m—), (6.26)
T 8z

ou |arg(z)| < m/2. Ainsi, nous obtenons l'estimation suivante :
Gi~qg+s+(m?/2+m+3/8)(1/q+1/s), (6.27)
ce qui nous permet de réduire la relation de dispersion a :
(g + s)gs = imQr, . (6.28)

En négligeant la partie imaginaire pure de g, nous trouvons :

0 2/3
YTy (mQT”) oxp(in/3) — k2a?, (6.29)

ce qui signifie, en particulier, que la solution implique des oscillations. Un effet
dynamo peut étre obtenu si :
Re(v) >0, (6.30)
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et done si :
4y/2(ka)?

Qr, >
K m

(6.31)

Clairement, on voit que l'effet dynamo se produit d’autant plus facilement que
le fluide tourne rapidement et/ou que la résistivité magnétique est faible. Cette
condition s’exprime de maniere plus pertinente a 1’aide du nombre de Reynolds
magnétique qui se définit comme :

Tn

Ry = -1, (6.32)

Tnl

ou le temps non-linéaire typique vaut pour ce probleme :

a
Tl = ———— . 6.33
VR 1 2 (6.33)
La condition pour avoir la dynamo de Ponomarenko est donc :
U 2 k 3
Rar > Rare = 4v/24/1 + (-) (ka)”. (6.34)
Qa m

Lorsque m = 0, la condition ne peut pas étre satisfaite : on se retrouve alors
avec un champ magnétique axisymétrique qui ne peut pas étre entretenu d’apres le
premier théoreme anti-dynamo. Dans le cas général, le calcul numérique montre que
le nombre de Reynolds magnétique critique se situe autour de 20 : cette dynamo
correspond a un choix judicieux de m et k qui minimalise les valeurs de Q2 et U. Par
conséquent, plus le nombre de Reynolds est élevé, plus on peut exciter de modes a

des échelles petites.

6.5 Dynamo turbulente

Nous avons vu que pour produire un effet dynamo, il est préférable d’avoir un
champ de vitesse de faible symétrie. On peut se convaincre facilement que si ce
champ est turbulent, alors nous avons de bonnes chances d’obtenir I'effet dynamo.
Il se trouve que les dynamos naturelles présentées en introduction sont toutes a
base d’écoulements turbulents. La derniere partie de ce cours sera consacrée a la
turbulence. Sans étre des spécialistes du sujet, nous pouvons néanmoins aborder

quelques notions pour faire émerger des propriétés de la dynamo turbulente.
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6.5.1 Théorie cinématique de champ moyen

Afin d’étudier le role de la turbulence, nous allons décomposer les champs en une
partie moyenne (de variations lentes en espace et temps) et une partie fluctuante

(de variations rapides en espace et temps) :
b=B+b, (6.35)

u="U,+u, (6.36)

ou Uy = (u) et By = (b). Les fluctuations étant de nature turbulente, elles sont
supposées etre de faible amplitude. L’insertion de ces décompositions dans I’équation

d’induction moyennée donne :

0B
6—)}’ — V x [Uy x Bo] + V x (0’ x b') + nABy. (6.37)
On voit que la turbulence a petite échelle intervient dans I’évolution du champ
magnétique moyen a travers le second terme de droite. L’équation pour la partie
fluctuante donne par ailleurs :
ob’
ot

=V x[Uyxb +u xBg|+V x[u xb —(uxb)]+nAb’. (6.38)

Cette équation est linéaire en b’ (on suppose que la vitesse est indépendante du
champ magnétique). En particulier, on voit que le second terme de droite agit comme

une source pour les fluctuations magnétiques.

Supposons maintenant qu’initialement b’ = 0. La linéarité en b’ de I’équation
(6.38) nous assure que les fluctuations magnétiques sont alors aux premiers instants
linéairement dépendantes de By. Par conséquent, il en est de méme pour le terme
(u" x b’) de I'équation (6.37). Cette remarque nous suggere de modéliser ce terme
par :

(W' xb'); ~ a;; By (6.39)

ol y; est un tenseur inconnu. Dans le cas d'une turbulence homogene et isotrope,

nous avons :
Qi = (1/52‘]' s (640)

ce qui nous permet de réécrire 'équation (6.37) sous la forme :

B
% — V % [Uy x Bo] + aV x By + 1AB . (6.41)
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L’effet au premier ordre de la turbulence est donc d’introduire un nouveau terme
dans I’équation moyenne d’induction : ¢’est ce que nous appelons I’effet o *. Comme
nous allons le voir plus loin, 'effet v permet la génération de champ magnétique

sans rétro-action de celui-ci : c’est la dynamo cinématique.

6.5.2 Effet alpha

L’effet alpha est important car il explique comment la turbulence a petite échelle
peut produire efficacement du champ magnétique. Pour illustrer cela, nous allons
considérer le cas d’'un champ-sans-force en présence d’effet alpha. On supposera une

vitesse moyenne nulle, ce qui donne :

Soit, :
By = By(r) exp(\t), (6.43)

avec V x By = KBy (champ-sans-force). Nous obtenons la relation de dispersion :
A=aK —nK?*, (6.44)

qui démontre que si @« > nK le champ magnétique est amplifié.

Pour conclure ce court chapitre sur la dynamo, on peut noter que l'effet dynamo
est constitué de deux régimes : le premier est le régime cinématique dont nous avons
discuté un exemple a travers l'effet «. Le second est le régime nonlinéaire pour
lequel les fluctuations ne peuvent plus étre considérées petites. Une saturation du
champ magnétique est alors observée (a I'instar de la dynamo de Bullard discuté en
introduction). Ce deuxieme régime est beaucoup plus difficile a aborder d'un point

de vue analytique et le recours aux simulations numériques est indispensable.

4. L’origine de cette appellation est directement liée a la notation utilisée dans I'article original
de Steenbeck et al. (1966).
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FIGURE 6.7 — Croissance exponentielle, puis saturation de I’énergie magnétique dans
une dynamo turbulente. En régime stationnaire, une équipartition entre les énergies
cinétique et magnétique est obtenue. Résultats produits par simulations numériques
directes des équations de la MHD incompressible (Schekochihin et al., 2004).
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