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1 Introduction

La méthode MBTT est utilisée par Chavent-Plessix [4] pour inverser des don-
nées réelles en sismique marine et est présentée dans ce cours par R.E. Plessix.
Dans leur approche, ils modélisent le probleme direct par une approximation de
Born + rais et 'objectif de ce cours est de présenter en détail cette modélisation.
Un deuxieme point sera abordé dans I'exposé oral et nous renvoyons aux notes
de cours de R.E. Plessix pour une présentation écrite: il s’agit du calcul de la dé-
rivée des temps de parcours, par la méthode de 1’état adjoint, qui est nécessaire
pour déterminer le gradient de la fonction cott. Le champ de pression calculé
qu’on doit comparer au champ observé en plusieurs récepteurs vérifie ’équation
des ondes. Dans la premiere partie, on présente ’approximation de Born qui est
une linéarisation de 1’équation des ondes autour d’un milieu de vitesse régulier.
La deuxieme partie est consacrée a la présentation de la méthode de rayons. Elle
s’appuie sur le comportement asymptotique haute fréquence de la solution et est
bien adaptée dans le cas d’un milieu de propagation lisse, ce qui est le cas apres
avoir fait la linéarisation de Born.

Dans un premier temps, on fera des rappels sur la représentation de la solution
dans le cas homogene. Puis on présentera ’approximation dans le cas hétérogene.
La solution est essentiellement caractérisée par deux termes: la phase (ou encore
temps de parcours), solution de I’équation Eikonale, et I'amplitude, solution d’une
équation de transport. On verra enfin comment utiliser cette approximation pour
déterminer le champ de pression aux récepteurs.

2 Approximation de Born

Cette approximation permet de ramener le calcul de la solution de 1’équation
des ondes dans un milieu de vitesse donné a un calcul dans un milieu de référence
qu’on peut alors choisir régulier en considérant la différence entre les deux milieux
comme une perturbation.

On considere 1’équation des ondes

1 9%u

1 —
—V.(=Vu) = F(x,t)
P
ot K est relié & la vitesse par la relation K = pc?. Pour simplifier on supposera

que la densité du milieu p est constante et égale a 1 et on définit la lenteur v = —.

c
L’approximation de Born consiste a linéariser 1’équation des ondes autour d’un
milieu régulier caractérisé par K :

(2.2) L

= 1ok
KK "

la perturbation 0k représentant alors la partie rugueuse de la vitesse qui crée
I’onde diffractée. On notera u; 'onde "incidente” se propageant dans le milieu



régulier

2
(2.3) L 0wy

K, 0t?

et up = éu = u — uy 'onde diffractée due a la perturbation 6k. En injectant (2.2)

— Auy = F(a,t)

dans I’équation (2.1), 'onde totale u vérifie I’équation suivante

1 0%*u 0%u
2.4 — —Au=F Py
(24) K, o~ Aus et = okgs
ce qui donne pour le champ diffracté
1 62uD 82
2. — A Yy
(2:5) K, o TP T T op

On peut remarquer que le champ inconnu u apparait au second membre de (2.5).
Avant d’introduire ’approximation de Born, on va exprimer ces solution a
I’aide de la solution élémentaire du milieu régulier et définir "opérateur de Born

(voir Lambaré [9]).
Solution élémentaire : (G,

C’est la solution de I’équation des ondes dans le milieu régulier due a une
force ponctuelle en espace et en temps:

1 0°G,
K, o?

(2.6) — AG, = 6(x)d(t)

On donnera dans le paragraphe suivant son expression en 2D et en 3D. Toute
solution de ’équation des ondes dans le milieu régulier est la convolution de la
solution fondamentale et du second membre, ce qui donne en particulier pour les
champs w, uy et up les expressions suivantes :

e d*u
(2.8) wp(z,t) = (GS S0
82
(2.9 up(e, 1) = (G, % (RS D), 1)

L’expression (2.7) exprime la solution en fonction de la perturbation mais elle fait
apparaitre I'inconnue dans le terme de droite, ce qui conduirait, pour en déduire
le champ, a une équation intégrale difficile a résoudre.



Opérateur de Born

L’expression (2.9) peut se réécrire, en explicitant le produit de convolution,
sous la forme
2

up(e,t) = — /V /R Gyl — o't — t’)ék(x’)%(x’,t’)dt’dx’

(2.10)
_ /V §k(2")By (x, 2’ 1) da’

ou Bj est la fonctionnelle de l'opérateur de Born définie par

0*u
(2.11) Bi(z, ' 1) / Gy(x — o’ t—t)at2 (', ")dt’
Jusqu’ici toutes les expressions obtenues sont exactes. L’approximation de Born
consiste a supposer que les perturbations sont assez petites pour qu’on puisse
ne tenir compte que du terme du premier ordre. L’expression (2.10) exprime
linéairement ’onde diffractée par rapport a la perturbation.

82

Au premier ordre, on peut alors remplacer le champ — 52 apparaissant dans la

2

fonctionnelle de Born par le champ incident ce qui donne ’approximation

de Born:
’ ’ ’ ’ aQUI 1IN gt
(2.12)  up(z,t) _/de §k(2") (—/RGS(x—x,t—t) o (:z;,t)dt)

Remarque 1 - [] est facile de voir a partir de (2.12) que le champ diffracté est
alors solution de ’équation linéarisée

1 2 2
Oup _ Aup = _‘%aatuz[

us
ot?’

(2.13)

3 Approximation haute fréquence: rais

Dans ce paragraphe on s’intéresse a 'approximation haute fréquence de la
solution u de I’équation des ondes

2 0%u
(3.1) (@) 28— Au= fe)ile = z.)
avec des conditions initiales nulles (u(x,0) = du/0t(x,0) = 0). Elle est basée sur
une représentation de la solution sous la forme

(3.2) u(z,t) = As(x)S(t — 75(z))

oi 7°(z) représente le temps de parcours de la source S au point z et Ag(z)
I'amplitude. En fréquences, ¢a revient a décomposer la solution en une partie
fortement oscillante, la phase 7°, et en une partie plus lisse, 'amplitude :

(3.3) iz, w) = Ag(2)e™™ (") §(w)
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Dans cette partie, nous rappelons tout d’abord quelques résultats en milieu ho-
mogene. Dans ce cas la représentation de la solution se fait a ’aide de la solution
fondamentale et en particulier en 3D elle est exactement de la forme (3.2) avec des
expressions simples de 'amplitude et du temps de parcours. Nous verrons ensuite
comment obtenir dans le cas hétérogene les équations caractérisant le temps de
parcours (équation eikonale) et 'amplitude (équation de transport). Les ouvrages
auxquels on peut se référer pour cette partie sont bien sir nombreux, et on se
contente ici d’en citer quelques uns [1, 2, 3, 5, 7, 11].

3.1 Quelques rappels en milieu homogéne

On suppose dans ce paragraphe que la lenteur v est constante. Notons G, (x, 1)
la solution fondamentale vérifiant

,0°G,

(3.4) v 52

— AG, = 6()o(x)
qui correspond dans le domaine fréquentiel a 7, (x,w) solution de
(3.5) — WG, — AG, = §(x)

3.1.1 Expressions de la solution fondamentale

— Dans le domaine temporel

1 H(t—v|z])

2m (12 — v?|z|?)1/?
1

——6(t—v|z|) en 3D

4|

en 2D

(3.6) Gy(x,t) =

— Dans le domaine fréquentiel

¢

4Hél)((,uz/|ac|) en 2D

(3.7) Gy(x,w) = )

wy|z| 3D
Tl e en

3.1.2 Représentation du champ u

La solution u de (3.1) s’exprime alors simplement en fonction de la solution
fondamentale :

— dans le domaine temporel

u(z,t) = (G, *° f()o(x —as))(x,t)



ou encore, en remplagant (7, par son expression (3.6):

1/(H(T—1/|:1;—:1?S|) f(t —7)dr en 2D

o T2 — 12a — wg|?)V/?

(3.8)  wu(ax,t)= .

drle — x|

flt —v]jx —xs|) en 3D

— dans le domaine fréquentiel

i(ew0) = (G, ¥ fw)é(e - s)(2)
(3.9) )
= Gu(x - xsvw)f(w)
EH(E )(wl/|:1;—:1;5|)f(w) en 2D
(3.10) (e, w) = ] ' A
762‘””'1’_1’5']6(@) en 3D
drle — x|

3.1.3 Approximation haute fréquence dans le cas homogeéne

Cette approximation revient a chercher une solution de (3.1) de la forme (3.2)
c’est a dire comme une amplitude Ag(a) multipliée par un potentiel retardé.

e en 3D

En 3D, la solution s’exprime exactement sous la forme (3.2), c’est a dire
comme une amplitude Ag(x) multipliée par un potentiel retardé. Les expressions
de I'amplitude Ag(z), du temps de parcours 7°(x) et du signal S sont alors
particulierement simples :

B drle — x|
(3.11) (z) =v|r — x|

S =1

Le signal se propage dans ce cas sans déformation.

e en 2D

Dans le cas 2D par contre la solution n’est pas un potentiel retardé, mais on
va voir que 'approximation haute fréquence de sa transformée de Fourier donne
une solution de la forme cherchée (3.2). Cette solution approchée s’obtient a par-
tir de 'approximation haute fréquence de la solution fondamentale.



* Approximation de la solution fondamentale 2D

On applique "approximation

2 o= 1 .
HP () = ,/;em—z)u +0()) si 7 — oo

a la fonction de Green (), ce qui donne

(3.12) G (2, w) = %,/QVIMV/_LMJW'“”'(I + 0(|i—|))

soit en temps

1 1 H(t—v|z|)

(3.13) G, t) o o RISz
(3.14) i ZF@)[@]

* Approximation du champ v en 2D

On approche la solution élémentaire par sa limite donnée par (3.12) et on
obtient finalement

1 1 T .
1 S — wrlz—zg]

cest a dire

A

iz, w) = Ag(2)e™™ ") §(w)

avec
As(2) 1 1 1
s(z) = —
2\/277\/;,/|:1;—:1;5|
(3.16) (z) =v|r — x|

Sw) = )
Soit en temps
ulz, 1) = As(x) S(t = 77(x))
Remarque 2 - Le terme (—iw)'/? s’interpréte comme une dérivée en temps frac-

tionnaire, d’ordre 1/2. La relation entre la source f et le signal S s’exprime donc
en lemps comme :

(3.17) S = (1)
On peut aussi Uexpliciter grace a (3.14):
s = =" )

(3.18)

S
—

m
]

L



Remarque 3 - Lapprozimation de G, par Uexpression (3.13) en temps est une
bonne approximation de la solution pres du front d’onde c¢’est a dire lorsque t —
vle| << 1. En effet, dans ce cas on a

(12 = 2J2)? =y 20e|\Jt — vlal.

3.2 Théorie des rayons

Revenons a ’équation des ondes en milieu hétérogene (3.1) qui devient I’équa-
tion de Helmholtz dans le domaine fréquentiel :

N

(3.19) — WA (2)i(r,w) — Atz w) = f(w)é(z — s).
Par analogie avec le cas homogene, on cherche une solution sous la forme
(3.20) iz, w) = Ag(z,w)S(w)e™ @

ou "amplitude est représentée par un développement asymptotique

(3.21) As(a,w) = ij:o (/iki(j))k

Remarque 4 - L'ansatz (3.20) a été utilisé par Keller en 1958 [8] et fournit
une bonne approximation loin des caustiques. Depuis d’autres ansatz ont €té
proposés,[6, 10]..., en particulier pour approcher la solution au voisinage des caus-
tiques.

En pratique, on ne retiendra que le terme d’ordre 0, Ag(x), qu’on notera par
la suite Ag(x), ce qui redonne la forme annoncée (3.2).
Dans (3.20), le terme source S(w) dépend encore de la dimension et est défini
par
S(t) = f(t) en 3D
SOty = f(t) en 2D
ce qui peut se résumer par :
SU=I(t) = f(t)
avec

1 en 3D

1/2 en 2D

En injectant (3.20) et (3.21) dans I"équation de Helmholtz (3.19) et en identifiant
les termes de méme ordre en w, on obtient

(3.22) V75> = v Equation eikonale

(3.23) 2V As.V71° 4+ AsAt% =0 lere Equation de transport



(3.24) AAp =2V A V7% — A A5 =0, k>0

Comme on I’a annoncé, on ne conserve que le terme d’ordre 0 de 'amplitude qui
est régi par I’équation (3.23).

Notons que I’expression approchée (3.20) de la solution fait apparaitre deux
temps caractéristiques : le temps de parcours 7°(x) et le temps caractéristique de
la source < t >= %T [’approximation haute fréquence est valable si wr®(z) >> 1,
sinon il apparait des interférences entre le signal source et le milieu.

On va s’intéresser maintenant plus en détail a la résolution de 1’équation
eikonale (3.22) puis de I’équation de transport (3.23).

3.2.1 Equation eikonale: calcul de la phase

L’équation eikonale (3.22) régit les temps de parcours de la source S a un
point = ou encore les fronts d’onde (ou surfaces d’équiphase: 7°(z) = cte). La
premiere approche pour la résoudre consiste a déterminer la propagation des
fronts d’onde dans le temps. Cette approche est assez couteuse et ne permet pas
de déterminer I’amplitude. La deuxieme approche est le tracé de rais qui sont les
trajectoires orthogonales aux fronts d’ondes. On peut aussi les interpréter comme
les bicaractéristiques de I’équation eikonale. Cette deuxieme approche permet en
plus d’obtenir assez simplement une bonne estimation de ’amplitude.

Supposons le rai paramétré a 'aide de 'abscisse curviligne s et soit x(s) la

- dx
position d’un point du rai d’abscisse s. La tangente unitaire au rayon t = —

ds

est par définition orthogonale au front d’onde donc parallele & V7°. On définit
le vecteur lenteur p= V7°. On a donc

(3.25) v _1;
' ds ¥
puisque p vérifie I’équation eikonale |p] = v. L’équation (3.25) caractérise 1’évolu-
tion de la tangente au rai, mais ne peut pas étre résolue seule. On a besoin aussi
de connaitre I’évolution de la dérivée du vecteur lenteur. On dérive donc (3.25):

W _d [ de
ds  ds Vds

Par ailleurs, par définition de p, on a aussi

dﬁ . d S . S dw _ 1 S2
= (Vr(e(s) = V(Vr) = = V(IV7P)
et en utilisant ’équation eikonale :
di
(3.26) d—i =V

Cette équation régissant I’évolution normale du rai est appelée équation de cour-
bure. Les équations régissant 1’évolution du rai forment donc un systeme différen-
tiel en la variable (x(s), p(s)) et permet de déterminer en méme temps le temps



de parcours, en remarquant que

dr®  d ; ¢ S 1,
T (T (:1;(3))) =Vr’.— = pop=v.

Le systeme a résoudre est finalement le suivant :

i1
ds l/p
(3.27) v _ Vv
ds
i _
ds v
avec des conditions initiales
z(0) = xg
(3.28) p(0) = ps
dTS(O) =0

en supposant que ’abscisse s = 0 correspond au point source et que la direction
initiale du rayon est donnée par le vecteur ps.

3.2.2 Equation de transport: détermination de ’amplitude

Pour déterminer completement I’approximation haute fréquence de la solution
ulz, 1) = As(2)S(t = 77())

on doit connaitre 'amplitude As(x) qui satisfait I’équation de transport (3.23)
qu’on peut réécrire de la fagon suivante:

(3.29) div(AZVT5) =0

Si on integre (3.29) sur une surface fermée ¥ en 2D ou sur un volume fermé ¥
en 3D, on obtient
A2V qido = 0
E)>
On va choisir une surface (ou volume) particuliere liée au tracé de rais: un tube
de rais. Le calcul est d’abord expliqué en détail en 2D, et on se contentera de
donner le résultat en 3D, le raisonnement étant analogue.

Amplitude en 2D

On considere un rai central issu du point S défini par (xz(s),p(s)) entouré
de rais infiniment voisins obtenus a partir de variations infinitésimales des pa-
rametres du rai. On suppose que 'angle délimitant les rais extrémes est 6¢. On
définit S7 (resp. S3) la courbe formée des points ayant pour abscisse curviligne
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Fic. 3.1 - faisceau de rais issu de S

s1 (resp. sg) et I'y, 'y les bords latéraux du faisceau de rais, délimités par S et
Sy (voir figure 3.1).

Etant donné que p = V7° est tangent au rai, la contribution des courbes I'y
et I'y a 'intégrale est nulle. Il reste:

/ Apidl + / AZG.idly = 0
Sl S2

On introduit « I'angle entre la direction du rayon et la normale a la courbe S et
on suppose que les variations sont suffisament petites pour approcher la fonction
dans l'intégrale par sa valeur au rai central :

A%(s1)v(s1)cosardS) = A%(s2)v(sz)cosaqdS,
ce qui donne

(3.30) As(ss) = As(sl)J

v(s1)cosardSy

v(s2)cosandSy

Ceci peut étre exprimé en fonction de la divergence géométrique Jop = cosadS/d¢

a1 ) = A 223, 2t

L’amplitude dépend donc de la maniere dont le tube s’élargit ou se rétrécit.

Afin d’obtenir une expression approchée de ’amplitude en un point donné, on
suppose que le point s; se trouve dans un voisinage de la source et que le milieu

11



est homogene dans ce voisinage. On connait alors I’expression de I'amplitude en

s1 (voir (3.16))
As(Sl) =

1 1
2\/ 27 A /1/(31) S1
et les rayons étant droits dans ce voisinage, 57 est une portion de cercle, ay = 0
et dS7 = s16¢. En remplacant dans (3.31) on obtient donc

1 1 Voo
2@ \/ \/]2D (s2) 2@ \/ \/cosa2d52

Remarque 5 - La longueur cosaydSy correspond approzimativement a la section
du tube par le front d’onde en s,.

(3.32)  As(sy) =

Remarque 6 - Si on approche la divergence géométrique en sy par la valeur
qu’elle aurait en miliew homogeéne Jyp(s2) ~ s, on obtient une approximation de
Uamplitude (assez grossiére) :

1 1 1
2V2r \/1/(:1;) \/|:1; — x|

(3.33) As(z) =

Amplitude en 3D

Le raisonnement est le méme qu’en 2D mais ici le faisceau de rais est un
volume, 'angle ¢ désigne ’angle solide du faisceau et on obtient :

530t = o 2 o [

ou dS" désigne la surface de la section du tube par le front d’onde en s et J3p(s) =

dS’(s)/6¢. On prend maintenant de nouveau s; tres proche de la source ce qui
permet d’expliciter Ag(s1) = ﬁ (voir (3.11)), dS} = sid6¢, Jap(s1) = si et
d’obtenir

(3.35) As(sa) = = ’/(31)

82 \/JSD 32

Remarque 7 - Une premiére approzimation de amplitude peut de nouveau étre

obtenue en approchant la divergence géométrique par sa valeur en miliew homo-
gene

L | v(xs) 1

(3.36) Ag(sy) ~ —

4\ v(z) |z — xs|

Remarque 8 - On peut regrouper les cas 2D et 3D :

1 (1/(:1;5))5_1/2 1

(3.37) As(x):2(27r)5 (@) [Js(x)
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4 Application de 'approximation de Born +
rais au calcul du champ de pression

La plupart des notations de cette partie sont identiques a celles du cours
de R. E. Plessix. Le probleme direct qu’on cherche a résoudre est celui de la
détermination du champ de pression u di a un signal émis par la source S. Ce
champ vérifie I’équation des ondes

0*u
4.1 Vi— —Au= f(t)é(x —x
(4.0 T Au= (D)8 - )
On décompose la lenteur v en la somme d’une lenteur réguliere v, et d’une partie
rugueuse ov

v=uv,+ ov

et le champ de pression en la somme d’un champ incident u; et d’un champ
diffracté up

U=ur+up
obtenus par approximation de Born (voir (2.3) et (2.13)) et solutions des équa-
tions

282u1 _ B _
(4.2) v 52 Auy= f(t)o(x — xs)
82uD 62u1
(4.3) v? 52 Aup = —2v,bv 52

On suppose que les perturbations de lenteur sont reliées a la réflectivité par la
relation suivante 5

v
(4.4) 2— = ZTM5($—$M)

ve 4
ou rp représente la réflectivité au point M et les perturbations sont donc lo-
calisées en un ensemble de points M. L’équation (4.3) sur le champ diffracté se
réécrit donc

2 82u1

62uD
(4.5) v? ET Aup = —%1/5 (J}M)TMW5($ — xp)

L’approximation haute fréquence du champ incident est alors
(4.6) ur(x,t) = As(2)S(t — 75(x))
oit 77 est solution de Iéquation eikonale (voir section 3.2.1)

V(@) = 2

5?7

Ag est 'amplitude (voir section 3.2.2) donnée par

1 (1/5(:1;5))5_1/2 1
22m)° (ws(@))'? [ig(2)

As(l') =

13



et le signal S(?) est relié a la source par

SU(t) = f(1)

avec s = 1/2 en 2D et s =1 en 3D.
On applique de nouveau I’approximation haute fréquence a la solution de (4.5)
qui provient de sources aux points diffractants xp;:

(4.7) up(x,t) = — Z v ra An(2) F(t — TM(:L'))
M
ot ™ est le temps de parcours du point M au point x, Ay est amplitude

donnée par
1 (v(xp))=2 1

22m)° (ws(@)'? ()

AM(J}) =

et le signal F' est défini par

3y a2u as-l—lu
FO-(0) = Zil(ean, 1) = Fl1) = ot

(a1, t)
ou encore compte tenu de (4.6)

F(t) = As(@a) SCTV(t = 75(2ur)) = As(ear) (= 75(2ur)
d’ou finalement

(4.8) up(x,t)=— % Z/SQ(J}M)TMAM(J})As(J}M)f(QS)(t — TS(:L'M) — TM(:L'))

Les expressions (4.6) et (4.8) sont le point de départ de la modélisation du
probleme direct utilisée par Chavent et Plessix [4].
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