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1 IntroductionLa m�ethode MBTT est utilis�ee par Chavent-Plessix [4] pour inverser des don-n�ees r�eelles en sismique marine et est pr�esent�ee dans ce cours par R.E. Plessix.Dans leur approche, ils mod�elisent le probl�eme direct par une approximation deBorn + rais et l'objectif de ce cours est de pr�esenter en d�etail cette mod�elisation.Un deuxi�eme point sera abord�e dans l'expos�e oral et nous renvoyons aux notesde cours de R.E. Plessix pour une pr�esentation �ecrite : il s'agit du calcul de la d�e-riv�ee des temps de parcours, par la m�ethode de l'�etat adjoint, qui est n�ecessairepour d�eterminer le gradient de la fonction coût. Le champ de pression calcul�equ'on doit comparer au champ observ�e en plusieurs r�ecepteurs v�eri�e l'�equationdes ondes. Dans la premi�ere partie, on pr�esente l'approximation de Born qui estune lin�earisation de l'�equation des ondes autour d'un milieu de vitesse r�egulier.La deuxi�eme partie est consacr�ee �a la pr�esentation de la m�ethode de rayons. Elles'appuie sur le comportement asymptotique haute fr�equence de la solution et estbien adapt�ee dans le cas d'un milieu de propagation lisse, ce qui est le cas apr�esavoir fait la lin�earisation de Born.Dans un premier temps, on fera des rappels sur la repr�esentation de la solutiondans le cas homog�ene. Puis on pr�esentera l'approximation dans le cas h�et�erog�ene.La solution est essentiellement caract�eris�ee par deux termes : la phase (ou encoretemps de parcours), solution de l'�equation Eikonale, et l'amplitude, solution d'une�equation de transport. On verra en�n comment utiliser cette approximation pourd�eterminer le champ de pression aux r�ecepteurs.2 Approximation de BornCette approximation permet de ramener le calcul de la solution de l'�equationdes ondes dans un milieu de vitesse donn�e �a un calcul dans un milieu de r�ef�erencequ'on peut alors choisir r�egulier en consid�erant la di��erence entre les deux milieuxcomme une perturbation.On consid�ere l'�equation des ondes1K @2u@t2 �r:(1� ~ru) = F (x; t)(2.1)o�u K est reli�e �a la vitesse par la relation K = �c2. Pour simpli�er on supposeraque la densit�e du milieu � est constante et �egale �a 1 et on d�e�nit la lenteur � = 1c .L'approximation de Born consiste �a lin�eariser l'�equation des ondes autour d'unmilieu r�egulier caract�eris�e par Ks :1K = 1Ks + �k:(2.2)la perturbation �k repr�esentant alors la partie rugueuse de la vitesse qui cr�eel'onde di�ract�ee. On notera uI l'onde "incidente" se propageant dans le milieu2



r�egulier 1Ks @2uI@t2 ��uI = F (x; t)(2.3)et uD � �u = u�uI l'onde di�ract�ee due �a la perturbation �k. En injectant (2.2)dans l'�equation (2.1), l'onde totale u v�eri�e l'�equation suivante1Ks @2u@t2 ��u = F (x; t)� �k@2u@t2(2.4)ce qui donne pour le champ di�ract�e1Ks @2uD@t2 ��uD = ��k@2u@t2(2.5)On peut remarquer que le champ inconnu u apparâ�t au second membre de (2.5).Avant d'introduire l'approximation de Born, on va exprimer ces solution �al'aide de la solution �el�ementaire du milieu r�egulier et d�e�nir l'op�erateur de Born(voir Lambar�e [9]).Solution �el�ementaire : GsC'est la solution de l'�equation des ondes dans le milieu r�egulier due �a uneforce ponctuelle en espace et en temps :1Ks @2Gs@t2 ��Gs = �(x)�(t)(2.6)On donnera dans le paragraphe suivant son expression en 2D et en 3D. Toutesolution de l'�equation des ondes dans le milieu r�egulier est la convolution de lasolution fondamentale et du second membre, ce qui donne en particulier pour leschamps u; uI et uD les expressions suivantes :u(x; t) = (Gs (x;t)� (F � �k@2u@t2 ))(x; t)(2.7) uI(x; t) = (Gs (x;t)� F )(x; t)(2.8) uD(x; t) = �(Gs (x;t)� (�k@2u@t2 ))(x; t)(2.9)L'expression (2.7) exprime la solution en fonction de la perturbation mais elle faitapparâ�tre l'inconnue dans le terme de droite, ce qui conduirait, pour en d�eduirele champ, �a une �equation int�egrale di�cile �a r�esoudre.3



Op�erateur de BornL'expression (2.9) peut se r�e�ecrire, en explicitant le produit de convolution,sous la forme8>>><>>>: uD(x; t) = � ZV ZRGs(x� x0; t� t0)�k(x0)@2u@t2 (x0; t0)dt0dx0= ZV �k(x0)B1(x; x0; t)dx0(2.10)o�u B1 est la fonctionnelle de l'op�erateur de Born d�e�nie parB1(x; x0; t) = � ZRGs(x� x0; t� t0)@2u@t2 (x0; t0)dt0(2.11)Jusqu'ici toutes les expressions obtenues sont exactes. L'approximation de Bornconsiste �a supposer que les perturbations sont assez petites pour qu'on puissene tenir compte que du terme du premier ordre. L'expression (2.10) exprimelin�eairement l'onde di�ract�ee par rapport �a la perturbation.Au premier ordre, on peut alors remplacer le champ @2u@t2 apparaissant dans lafonctionnelle de Born par le champ incident @2uI@t2 , ce qui donne l'approximationde Born :uD(x; t) ' ZV dx0�k(x0) � ZRGs(x� x0; t� t0)@2uI@t2 (x0; t0)dt0!(2.12)Remarque 1 - Il est facile de voir �a partir de (2.12) que le champ di�ract�e estalors solution de l'�equation lin�earis�ee1Ks @2uD@t2 ��uD = ��k@2uI@t2(2.13)3 Approximation haute fr�equence : raisDans ce paragraphe on s'int�eresse �a l'approximation haute fr�equence de lasolution u de l'�equation des ondes�2(x)@2u@t2 ��u = f(t)�(x� xs)(3.1)avec des conditions initiales nulles (u(x; 0) = @u=@t(x; 0) = 0). Elle est bas�ee surune repr�esentation de la solution sous la formeu(x; t) = AS(x)S(t� �S(x))(3.2)o�u �S(x) repr�esente le temps de parcours de la source S au point x et AS(x)l'amplitude. En fr�equences, �ca revient �a d�ecomposer la solution en une partiefortement oscillante, la phase �S, et en une partie plus lisse, l'amplitude :û(x; !) = AS(x)ei!�S(x)Ŝ(!)(3.3) 4



Dans cette partie, nous rappelons tout d'abord quelques r�esultats en milieu ho-mog�ene. Dans ce cas la repr�esentation de la solution se fait �a l'aide de la solutionfondamentale et en particulier en 3D elle est exactement de la forme (3.2) avec desexpressions simples de l'amplitude et du temps de parcours. Nous verrons ensuitecomment obtenir dans le cas h�et�erog�ene les �equations caract�erisant le temps deparcours (�equation eikonale) et l'amplitude (�equation de transport). Les ouvragesauxquels on peut se r�ef�erer pour cette partie sont bien sûr nombreux, et on secontente ici d'en citer quelques uns [1, 2, 3, 5, 7, 11].3.1 Quelques rappels en milieu homog�eneOn suppose dans ce paragraphe que la lenteur � est constante. Notons G�(x; t)la solution fondamentale v�eri�ant�2@2G�@t2 ��G� = �(t)�(x)(3.4)qui correspond dans le domaine fr�equentiel �a G�(x; !) solution de� �2!2G� ��G� = �(x)(3.5)3.1.1 Expressions de la solution fondamentale{ Dans le domaine temporelG�(x; t) = 8>>>><>>>>: 12� H(t� �jxj)(t2 � �2jxj2)1=2 en 2D14�jxj�(t� �jxj) en 3D(3.6){ Dans le domaine fr�equentielG�(x; !) = 8>>>><>>>>: i4H(1)0 (!�jxj) en 2D14�jxjei!�jxj en 3D(3.7)3.1.2 Repr�esentation du champ uLa solution u de (3.1) s'exprime alors simplement en fonction de la solutionfondamentale :{ dans le domaine temporelu(x; t) = (G� (x;t)� f(t)�(x� xS))(x; t)= (G�(x� xS; :) (t)� f(:))(t)5



ou encore, en rempla�cant G� par son expression (3.6) :u(x; t) = 8>>>><>>>>: 12� Z H(� � �jx� xSj)(� 2 � �2jx� xSj2)1=2f(t� � )d� en 2D14�jx� xSjf(t� �jx� xSj) en 3D(3.8){ dans le domaine fr�equentiel8>><>>: û(x; !) = (G� (x)� f̂(!)�(x� xS))(x)= G�(x� xS ; !)f̂(!)(3.9)ou encore û(x; !) = 8>>>><>>>>: i4H(1)0 (!�jx� xS j)f̂(!) en 2D14�jx� xSjei!�jx�xS jf̂ (!) en 3D(3.10)3.1.3 Approximation haute fr�equence dans le cas homog�eneCette approximation revient �a chercher une solution de (3.1) de la forme (3.2)c'est �a dire comme une amplitude AS(x) multipli�ee par un potentiel retard�e.� en 3DEn 3D, la solution s'exprime exactement sous la forme (3.2), c'est �a direcomme une amplitude AS(x) multipli�ee par un potentiel retard�e. Les expressionsde l'amplitude AS(x), du temps de parcours �S(x) et du signal S sont alorsparticuli�erement simples : 8>>>>>><>>>>>>: AS(x) = 14�jx� xSj�S(x) = �jx� xSjS(t) = f(t)(3.11)Le signal se propage dans ce cas sans d�eformation.� en 2DDans le cas 2D par contre la solution n'est pas un potentiel retard�e, mais onva voir que l'approximation haute fr�equence de sa transform�ee de Fourier donneune solution de la forme cherch�ee (3.2). Cette solution approch�ee s'obtient �a par-tir de l'approximation haute fr�equence de la solution fondamentale.6



? Approximation de la solution fondamentale 2DOn applique l'approximationH(1)0 (r) = s 2�rei(r��4 )(1 + 0(1r )) si r ! +1�a la fonction de Green G� , ce qui donneG�(x; !) = 12�s 12�jxjs ��i! ei!�jxj(1 + 0( 1jxj))(3.12)soit en temps G�(x; t) ' 12�s 12�jxj H(t� �jxj)(t� �jxj)1=2(3.13)car s ��i! = F(t)[H(t)pt ](3.14) ? Approximation du champ u en 2DOn approche la solution �el�ementaire par sa limite donn�ee par (3.12) et onobtient �nalement̂u(x; !) = 12�s 12�jx � xSjs ��i!ei!�jx�xS jf̂(!)(3.15)c'est �a dire û(x; !) = AS(x)ei!�S(x)Ŝ(!)avec 8>>>>>>><>>>>>>>: AS(x) = 12p2� 1p� 1qjx� xSj�S(x) = �jx� xSjŜ(!) = 1(�i!)1=2 f̂ (!)(3.16)Soit en temps u(x; t) = AS(x) S(t� �S(x))Remarque 2 - Le terme (�i!)1=2 s'interpr�ete comme une d�eriv�ee en temps frac-tionnaire, d'ordre 1=2. La relation entre la source f et le signal S s'exprime doncen temps comme : S(1=2)(t) = f(t)(3.17)On peut aussi l'expliciter grâce �a (3.14) :8>>>><>>>>: S(t) = 1p� H(t)pt � f(t)= 1p� Z H(t� � )pt� � f(� )d�(3.18) 7



Remarque 3 - L'approximation de G� par l'expression (3.13) en temps est unebonne approximation de la solution pr�es du front d'onde c'est �a dire lorsque t��jxj << 1. En e�et, dans ce cas on a(t2 � �2jxj2)1=2 ' q2�jxjqt� �jxj:3.2 Th�eorie des rayonsRevenons �a l'�equation des ondes en milieu h�et�erog�ene (3.1) qui devient l'�equa-tion de Helmholtz dans le domaine fr�equentiel :� !2�2(x)û(x; !)��û(x; !) = f̂(!)�(x� xS):(3.19)Par analogie avec le cas homog�ene, on cherche une solution sous la formeû(x; !) = AS(x; !)Ŝ(!)ei!�S(x)(3.20)o�u l'amplitude est repr�esent�ee par un d�eveloppement asymptotiqueAS(x; !) = +1Xk=0 Ak(x)(�i!)k(3.21)Remarque 4 - L'ansatz (3.20) a �et�e utilis�e par Keller en 1958 [8] et fournitune bonne approximation loin des caustiques. Depuis d'autres ansatz ont �et�epropos�es,[6, 10]..., en particulier pour approcher la solution au voisinage des caus-tiques.En pratique, on ne retiendra que le terme d'ordre 0, A0(x), qu'on notera parla suite AS(x), ce qui redonne la forme annonc�ee (3.2).Dans (3.20), le terme source Ŝ(!) d�epend encore de la dimension et est d�e�nipar 8><>: S(t) = f(t) en 3DS(1=2)(t) = f(t) en 2Dce qui peut se r�esumer par : S(1�s)(t) = f(t)avec s = 8><>: 1 en 3D1=2 en 2DEn injectant (3.20) et (3.21) dans l'�equation de Helmholtz (3.19) et en identi�antles termes de même ordre en !, on obtientjr�Sj2 = �2 Equation eikonale(3.22) 2rAS:r�S +AS��S = 0 1�ere Equation de transport(3.23) 8



�Ak � 2rAk+1:r�S �Ak+1��S = 0; k � 0(3.24)Comme on l'a annonc�e, on ne conserve que le terme d'ordre 0 de l'amplitude quiest r�egi par l'�equation (3.23).Notons que l'expression approch�ee (3.20) de la solution fait apparâ�tre deuxtemps caract�eristiques : le temps de parcours �S(x) et le temps caract�eristique dela source< t >= 2�! . L'approximation haute fr�equence est valable si !�S(x) >> 1,sinon il apparâ�t des interf�erences entre le signal source et le milieu.On va s'int�eresser maintenant plus en d�etail �a la r�esolution de l'�equationeikonale (3.22) puis de l'�equation de transport (3.23).3.2.1 Equation eikonale : calcul de la phaseL'�equation eikonale (3.22) r�egit les temps de parcours de la source S �a unpoint x ou encore les fronts d'onde (ou surfaces d'�equiphase : �S(x) = cte). Lapremi�ere approche pour la r�esoudre consiste �a d�eterminer la propagation desfronts d'onde dans le temps. Cette approche est assez couteuse et ne permet pasde d�eterminer l'amplitude. La deuxi�eme approche est le trac�e de rais qui sont lestrajectoires orthogonales aux fronts d'ondes. On peut aussi les interpr�eter commeles bicaract�eristiques de l'�equation eikonale. Cette deuxi�eme approche permet enplus d'obtenir assez simplement une bonne estimation de l'amplitude.Supposons le rai param�etr�e �a l'aide de l'abscisse curviligne s et soit x(s) laposition d'un point du rai d'abscisse s. La tangente unitaire au rayon ~t = dxdsest par d�e�nition orthogonale au front d'onde donc parall�ele �a r�S. On d�e�nitle vecteur lenteur ~p = r�S. On a doncdxds = 1� ~p(3.25)puisque ~p v�eri�e l'�equation eikonale j~pj = �. L'�equation (3.25) caract�erise l'�evolu-tion de la tangente au rai, mais ne peut pas être r�esolue seule. On a besoin ausside connâ�tre l'�evolution de la d�eriv�ee du vecteur lenteur. On d�erive donc (3.25) :d~pds = dds  � dxds!Par ailleurs, par d�e�nition de ~p, on a aussid~pds = dds �r�S(x(s))� = r(r�S)dxds = 12�r(jr�Sj2)et en utilisant l'�equation eikonale : d~pds = r�(3.26)Cette �equation r�egissant l'�evolution normale du rai est appel�ee �equation de cour-bure. Les �equations r�egissant l'�evolution du rai forment donc un syst�eme di��eren-tiel en la variable (x(s); ~p(s)) et permet de d�eterminer en même temps le temps9



de parcours, en remarquant qued�Sds = dds ��S(x(s))� = r�S:dxds = ~p:1� ~p = �:Le syst�eme �a r�esoudre est �nalement le suivant :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: dxds = 1� ~pd~pds = r�d�Sds = �(3.27)avec des conditions initiales 8>>>>><>>>>>: x(0) = xS~p(0) = ~pSd�S(0) = 0(3.28)en supposant que l'abscisse s = 0 correspond au point source et que la directioninitiale du rayon est donn�ee par le vecteur ~pS.3.2.2 Equation de transport : d�etermination de l'amplitudePour d�eterminer compl�etement l'approximation haute fr�equence de la solutionu(x; t) = AS(x)S(t� �S(x))on doit connâ�tre l'amplitude AS(x) qui satisfait l'�equation de transport (3.23)qu'on peut r�e�ecrire de la fa�con suivante :div(A2Sr�S) = 0(3.29)Si on int�egre (3.29) sur une surface ferm�ee � en 2D ou sur un volume ferm�e �en 3D, on obtient Z@�A2Sr�S:~nd� = 0On va choisir une surface (ou volume) particuli�ere li�ee au trac�e de rais : un tubede rais. Le calcul est d'abord expliqu�e en d�etail en 2D, et on se contentera dedonner le r�esultat en 3D, le raisonnement �etant analogue.Amplitude en 2DOn consid�ere un rai central issu du point S d�e�ni par (x(s); ~p(s)) entour�ede rais in�niment voisins obtenus �a partir de variations in�nit�esimales des pa-ram�etres du rai. On suppose que l'angle d�elimitant les rais extrêmes est ��. Ond�e�nit S1 (resp. S2) la courbe form�ee des points ayant pour abscisse curviligne10



Fig. 3.1 - faisceau de rais issu de Ss1 (resp. s2) et �1;�2 les bords lat�eraux du faisceau de rais, d�elimit�es par S1 etS2 (voir �gure 3.1).Etant donn�e que ~p = r�S est tangent au rai, la contribution des courbes �1et �2 �a l'int�egrale est nulle. Il reste :ZS1 A2S~p:~ndl1 + ZS2 A2S~p:~ndl2 = 0On introduit � l'angle entre la direction du rayon et la normale �a la courbe S eton suppose que les variations sont su�sament petites pour approcher la fonctiondans l'int�egrale par sa valeur au rai central :A2S(s1)�(s1)cos�1dS1 = A2S(s2)�(s2)cos�2dS2ce qui donne AS(s2) = AS(s1)vuut�(s1)cos�1dS1�(s2)cos�2dS2(3.30)Ceci peut être exprim�e en fonction de la divergence g�eom�etrique J2D = cos�dS=��AS(s2) = AS(s1)vuut�(s1)�(s2)vuutJ2D(s1)J2D(s2)(3.31)L'amplitude d�epend donc de la mani�ere dont le tube s'�elargit ou se r�etr�ecit.A�n d'obtenir une expression approch�ee de l'amplitude en un point donn�e, onsuppose que le point s1 se trouve dans un voisinage de la source et que le milieu11



est homog�ene dans ce voisinage. On connâ�t alors l'expression de l'amplitude ens1 (voir (3.16)) AS(s1) = 12p2� 1q�(s1) 1s1et les rayons �etant droits dans ce voisinage, S1 est une portion de cercle, �1 = 0et dS1 = s1��. En rempla�cant dans (3.31) on obtient doncAS(s2) = 12p2� 1q�(s2) 1qJ2D(s2) = 12p2� 1q�(s2) p��pcos�2dS2(3.32)Remarque 5 - La longueur cos�2dS2 correspond approximativement �a la sectiondu tube par le front d'onde en s2.Remarque 6 - Si on approche la divergence g�eom�etrique en s2 par la valeurqu'elle aurait en milieu homog�ene J2D(s2) ' s2, on obtient une approximation del'amplitude (assez grossi�ere) :AS(x) = 12p2� 1q�(x) 1qjx� xSj(3.33)Amplitude en 3DLe raisonnement est le même qu'en 2D mais ici le faisceau de rais est unvolume, l'angle �� d�esigne l'angle solide du faisceau et on obtient :AS(s2) = AS(s1)vuut�(s1)dS01�(s2)dS02 = AS(s1)vuut�(s1)�(s2)vuutJ3D(s1)J3D(s2)(3.34)o�u dS 0 d�esigne la surface de la section du tube par le front d'onde en s et J3D(s) =dS0(s)=��. On prend maintenant de nouveau s1 tr�es proche de la source ce quipermet d'expliciter AS(s1) = 14�s1 (voir (3.11)), dS01 = s21��, J3D(s1) = s21 etd'obtenir AS(s2) = 14�vuut�(s1)�(s2) 1qJ3D(s2)(3.35)Remarque 7 - Une premi�ere approximation de l'amplitude peut de nouveau êtreobtenue en approchant la divergence g�eom�etrique par sa valeur en milieu homo-g�ene AS(s2) ' 14�vuut�(xS)�(x) 1jx� xSj(3.36)Remarque 8 - On peut regrouper les cas 2D et 3D :AS(x) = 12(2�)s (�(xS))s�1=2(�(x))1=2 1qJS(x)(3.37) 12



4 Application de l'approximation de Born +rais au calcul du champ de pressionLa plupart des notations de cette partie sont identiques �a celles du coursde R. E. Plessix. Le probl�eme direct qu'on cherche �a r�esoudre est celui de lad�etermination du champ de pression u dû �a un signal �emis par la source S. Cechamp v�eri�e l'�equation des ondes�2@2u@t2 ��u = f(t)�(x� xS)(4.1)On d�ecompose la lenteur � en la somme d'une lenteur r�eguli�ere �s et d'une partierugueuse �� � = �s + ��et le champ de pression en la somme d'un champ incident uI et d'un champdi�ract�e uD u = uI + uDobtenus par approximation de Born (voir (2.3) et (2.13)) et solutions des �equa-tions �2s @2uI@t2 ��uI = f(t)�(x� xS)(4.2) �2s @2uD@t2 ��uD = �2�s�� @2uI@t2(4.3)On suppose que les perturbations de lenteur sont reli�ees �a la r�e
ectivit�e par larelation suivante 2���s =XM rM�(x� xM)(4.4)o�u rM repr�esente la r�e
ectivit�e au point M et les perturbations sont donc lo-calis�ees en un ensemble de points M . L'�equation (4.3) sur le champ di�ract�e ser�e�ecrit donc �2s @2uD@t2 ��uD = �XM �2s (xM)rM @2uI@t2 �(x� xM)(4.5)L'approximation haute fr�equence du champ incident est alorsuI(x; t) = AS(x)S(t� �S(x))(4.6)o�u �S est solution de l'�equation eikonale (voir section 3.2.1)jr�S(x)j2 = �2s ;AS est l'amplitude (voir section 3.2.2) donn�ee parAS(x) = 12(2�)s (�s(xS))s�1=2(�s(x))1=2 1qJS(x)13



et le signal S(t) est reli�e �a la source parS(1�s)(t) = f(t)avec s = 1=2 en 2D et s = 1 en 3D.On applique de nouveau l'approximation haute fr�equence �a la solution de (4.5)qui provient de sources aux points di�ractants xM :uD(x; t) = �XM �2s (xM)rMAM (x)F (t� �M(x))(4.7)o�u �M est le temps de parcours du point M au point x, AM est l'amplitudedonn�ee par AM(x) = 12(2�)s (�s(xM ))s�1=2(�s(x))1=2 1qJM(x)et le signal F est d�e�ni parF (1�s)(t) = @2uI@t2 (xM ; t)() F (t) = @s+1uI@ts+1 (xM ; t)ou encore compte tenu de (4.6)F (t) = AS(xM)S(s+1)(t� �S(xM )) = AS(xM)f (2s)(t� �S(xM))d'o�u �nalementuD(x; t) = �XM �2s (xM)rMAM(x)AS(xM)f (2s)(t� �S(xM)� �M(x))(4.8)Les expressions (4.6) et (4.8) sont le point de d�epart de la mod�elisation duprobl�eme direct utilis�ee par Chavent et Plessix [4].
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