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� Introduction

Nous allons pr�esenter plusieurs approches de r�esolution de probl�emes de di�raction d�ondes
�electromagn�etiques par une structure �laire� c�est �a dire une structure caract�eris�ee par la petite
taille de sa section transverse par rapport �a sa longueur et par rapport �a la longueur d�onde�
Ce type de probl�emes se rencontre typiquement lorsqu�on veut faire des calculs d�antennes
�champ rayonn�e ou �emis par l�antenne����� Ce sont d�abord des physiciens qui se sont int�er�ess�es
�a ces probl�emes depuis les premi�ere exp�eriences de Hertz �	


� en Radio�electricit�e et les
exp�eriences plus sp�eci�ques sur les antennes �Marconi �	
���� Popo������ Nous allons envisager
ici uniquement une approche par �equations int�egrales� et nous renvoyons au cours de Collino
qui propose une m�ethode de couplage �el�ements �nis avec un mod�ele �laire�

L�objectif des approximations �laires est de remplacer l��equation int�egrale compl�ete pos�ee
sur la surface du �l par un probl�eme simpli��e pos�e sur l�axe du �l� c�est �a dire ne d�epen
dant plus que d�une variable� Pocklington �	
��� ����� a �et�e le premier �a proposer une telle
mod�elisation �laire moyennant des hypoth�eses sur le courant� et �a partir d�approximations
guid�ees par la physique� A partir de l��equation �etablie par Pocklington� de nombreux travaux
ont �et�e men�es pour proposer des m�ethodes de r�esolution soit de l��equation ellem�eme� soit
de variantes �	
� ��� �
���� La premi�ere analyse math�ematique de l��equation de Pocklington
est due �a D� S� Jones� qui a par ailleurs largement contribu�e �a l��etude des antennes �laires�
���� �	� ���� Depuis� d�autres math�ematiciens se sont pench�es sur les mod�eles �laires propos�es
par les physiciens pour les analyser et nous en verrons quelques exemples�

Une question qu�il para�it naturel de se poser est de savoir en quel sens les mod�eles �laires
sont proches du mod�ele complet� et s�il est en particulier possible d��etablir des estimations
d�erreur entre la solution du mod�ele �laire et celle du mod�ele complet � A notre connaissance�
en ce qui concerne les �equations de Maxwell� aucune d�emarche rigoureuse n�a �et�e men�ee dans
ce sens� Par contre� pour le probl�eme simpli��e du Laplacien� Rogier ���� a pu �etablir un
mod�ele �laire �a partir de d�eveloppements de l��equation int�egrale compl�ete et il a propos�e
une analyse math�ematique de son mod�ele �existence et unicit�e� ainsi que des estimations
d�erreur� Ce mod�ele simpli��e est int�eressant car il donne d�ej�a une id�ee des di�cult�es qu�on
peut rencontrer� et permet notamment de retrouver� sur les estimations d�erreur qu�il obtient�
les �e�ets de pointes� bien connus des mod�eles �laires� c�est �a dire la mauvaise approximation
aux extr�emit�es du �l� Un autre point original de son approche est qu�il a tenu compte de
l�in�uence de la section transverse � il obtient ainsi deux �equations �a r�esoudre� l�une pos�ee sur
l�axe du �l et l�autre sur la section transverse� Nous pr�esentons ces r�esultats dans la premi�ere
partie ��
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Avant d�aborder les approximations �laires obtenues pour l�electromagn�etisme� nous rap
pelons dans la partie � la formulation compl�ete des �equations de Maxwell et l��equation int�e
grale compl�ete� Nous serons alors en mesure de pr�esenter dans la partie � les premiers travaux
sur l�approximation �laire� initi�es par Pocklington� Pour obtenir son �equation� il a essentielle
ment fait l�hypoth�ese qu�en premi�ere approximation le courant est invariant par rotation� et
qu�il est port�e par la direction de l�axe du �l� La di�cult�e pour r�esoudre cette �equation sur le
plan num�erique vient du fait que le noyau est singulier et di�cile �a calculer �c�est la moyenne
du noyau de Green �D sur une section du �l�� Nous d�ecrirons deux m�ethodes num�eriques qui
semblent avoir �et�e parmi les plus couramment utilis�ees � la m�ethode de Hallen et la m�ethode
des moments� Aucune de ces m�ethodes n�a fait l�objet d�une analyse num�erique �estimations
d�erreur� stabilit�e���� et si elles su�sent dans de nombreux cas �a obtenir une estimation du
champ� elles peuvent g�en�erer des instabilit�es� Ce sont ces instabilit�es qui ont conduit Jones
���� �a faire l�analyse math�ematique de l��equation de Pocklington et �a montrer qu�on ne pouvait
pas les attribuer �a son eventuel caract�ere mal pos�e� En�n� la derni�ere partie � est consacr�ee �a
l�approximation de Mazari ����� obtenue en rempla�cant le noyau de Pocklington par un noyau
approch�e qui a l�avantage d��etre beaucoup plus facilement manipulable num�eriquement� et
qui par ailleurs garde la m�eme singularit�e que le noyau de Pocklington �contrairement �a la
m�ethode des moments� ce qui est essentiel pour obtenir une �equation int�egrale bien pos�ee�
Elle introduit un cadre fonctionnel bien adapt�e tant �a l�analyse de l��equation continue sous
sa forme variationnelle qu��a sa discr�etisation par une m�ethode d��el�ements �nis� C�est en par
ticulier �a notre connaissance la seule approche qui apporte des estimations d�erreur sur ce
probl�eme�

� Le cas simpli��e du Laplacien � l�approche de Rogier

Probl�eme invariant par rotation� Dans sa th�ese ����� Rogier a �etudi�e le probl�eme du
Laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet sur un �lament de longueur �nie et de
forme d�elimit�ee par une surface ��� de section transverse de taille au plus �� On cherche donc
u�� solution du probl�eme suivant ��������

�u� � � dans  �

u� � g� sur ��
�u�
�r

� O�	�r� r � !�
���	�

La th�eorie classique du potentiel consiste �a �ecrire la solution sous la forme d�un potentiel
de simple couche de densit�e qex� �l�indice ex indique qu�il s�agit de la solution exacte�
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o�u la densit�e qex� est solution de l��equation int�egrale �
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L� approximation �laire ne peut pas �etre obtenue par un simple passage �a la limite� en faisant
tendre le petit param�etre � vers �� car alors le noyau devient fortement singulier� donc non
int�egrable� L�id�ee est de faire un d�eveloppement du noyau par rapport �a � en extrayant la
partie principale� ce qui revient essentiellement �a �ecrire la relation q�y� � �q�y�� q�x���
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Figure ��	� �l cylindrique d�elimit�e par la courbe F �

Dans un premier temps� on s�int�eresse �a un �l de g�eom�etrie invariante par rotation �plus
pr�ecis�ement un �lament cylindrique d�elimit�e par un cylindre d��equation r � �F �z�� z � I �
��	� 	�� cf �g� ��	� et une donn�ee g� � g�z�� ce qui permet d�obtenir une �equation int�egrale
ne portant plus que sur l�axe du �l et dont le noyau d�epend encore de � �
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jz � z�j dz� � g�z�� z � ��	� 	������

o�u Q�z� repr�esente une approximation de ��qex� �F �z�� Pour d�eterminer la solution en un
point x � �r� �� z� dans le domaine ext�erieur� on approche la distance de x �a un point y du
�l par la distance de x au projet�e de y sur l�axe du �l� jx � yj � �r� ! �z � z�������� et en
rempla�cant dans ����� �
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La formulation variationnelle de l��equation int�egrale ����������������
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sugg�ere d�introduire l�espace de Hilbert
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qui est le cadre fonctionnel naturel pour l�analyse de cette �equation� Sans entrer dans les
d�etails �nous renvoyons le lecteur curieux au document ������ signalons que cet espace a comme
propri�et�e de contenir tous les espaces de Sobolev Hs�I� pour s � � et d��etre strictement inclu
dans L�� Dans ce cadre fonctionnel� il montre que� moyennant des hypoth�eses sur la forme du
�l� c�est �a dire sur F � l�existence et l�unicit�e de la solution de l��equation �laire sont donn�es par
l�alternative de Fredholm� La condition qu�il donne sur F est que F �z� � C�	 � z����������
pour � � � � 	��� ce qui revient �a dire que le �l ne doit pas �etre trop pointu aux extr�emit�es
�avec un tel choix il n�y a pas de discontinuit�e de la d�eriv�ee en 		��

Il est int�eressant de remarquer qu�en partant d�un probl�eme coercif� on arrive �a une ap
proximation �laire qui admet une solution unique seulement en dehors de certaines valeurs
critiques de � qui forment une in�nit�e d�enombrable de valeurs toutes strictement positives�

En supposant que � est di��erent des valeurs critiques du probl�eme� il est naturel de se
demander quelle est l�erreur entre la solution exacte u� du probl�eme ���	� et la solution

�



approch�ee uap� calcul�ee �a partir du potentiel solution de l��equation int�egrale �laire� L�id�ee
pour obtenir une erreur en norme L� est d�appliquer le principe du maximum �a la di��erence
u� � uap� � ce qui permet de se ramener �a l�erreur commise sur les op�erateurs de fronti�ere�
Pour chercher ses estimations d�erreur� Rogier se place dans le cas d�un �l de forme F �z� �
g�z�

p
	� z�� Il s�av�ere qu�il n�arrive �a obtenir des estimations uniformes qu�en faisant des

hypoth�eses suppl�ementaires sur le comportement de la solution au voisinage des extr�emit�es
du �l qui reviennent �a la supposer nulle aux extr�emit�es �Q � H�

� �I�� et qui n�ont pas de raison
a priori d��etre satisfaites� On retrouve ici un des points faibles des approximations �laires�
qui est qu�elles ne restituent pas le bon comportement au voisinage des extr�emit�es mais cette
erreur est tr�es localis�ee aux pointes et on suppose qu�elle n�a pas trop d�e�et sur la solution���
Ce comportement au voisinage des extr�emit�es d�epend bien s�ur beaucoup de la forme du �l�
mais en pratique on n�eglige souvent la solution aux pointes�

In�uence de la section transverse� L�hypoth�ese d�ind�ependance par rotation est tr�es
restrictive� et on aimerait pouvoir aussi traiter le cas d�une donn�ee qui peut d�ependre de
l�angle� ou d�une forme de �l non cylindrique� On suppose maintenant que le �l est d�elimit�e
par une surface d��equation r � �F �z����� avec F �		� � �� Tout point x � �� peut s��ecrire
x � ��F �z���� cos �� �F �z���� sin �� z� � ��F �z�s� z� o�u s est un vecteur de IR� d�ecrivant la
courbe ���� not�ee �� Toujours �a partir d�un d�eveloppement de l�op�erateur int�egral exact �
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Rogier montre qu�on peut l�approcher par���������
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o�u on a fait le changement de fonction eq�s� z� � q��F �z�s� z��F �z� et o�u Q repr�esente sa

valeur moyenne sur une section transverse� Q�z� �

Z
�
$q�s� z�d��s�� La di��erence avec le cas

pr�ec�edent vient donc de l�int�egrale suppl�ementaire pos�ee sur la section transverse� Si on note
A l�op�erateur agissant sur la valeur moyenne� c�est �a dire
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L��equation �laire s��ecrit dans ce cas ����������
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Pour �etudier ce probl�eme� on d�ecouple la r�esolution en deux probl�emes� l�un pos�e sur l�axe
du �lament et l�autre pos�e sur la courbe d�ecrivant la coupe transversale du domaine� Pour
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ce faire� on introduit une fonction � �
�v

�n
qui v�eri�e �qui existe bien� cf ����� �����
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Cette fonction permet de se ramener �a l��etude de la valeur moyenne Q� En e�et� si on multiplie
l��equation ���	�� par � et qu�on int�egre sur �� on obtient

AQ�z� ! CQ�z� � �hg� �i����	��

Cette �equation revient �a r�esoudre eAQ � eg���	��

o�u eA est d�e�ni de la m�eme fa�con que A en rempla�cant � par e� � �
p
exp���C� et eg � �hg� �i� �

L�op�erateur eA est de m�eme nature que A� donc en dehors de certaines valeurs de �� on sait que
���	�� admet une solution unique Q � H�

log�I�� Dans ce cas� pour d�eterminer eq en fonction
de Q� on la d�ecompose sous la forme �

eq � eq� ! � Q

ce qui en rempla�cant dans ���	�� donne le probl�eme suivant � trouver eq� � tel que���������
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�
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On reconna�it l��equation int�egrale de premi�ere esp�ece associ�ee au Laplacien �D� avec conditions
de Dirichlet� Il est clair que la deuxi�eme condition est n�ecessaire pour avoir un probl�eme bien
pos�e� car si Q� est une solution de �a�� Q� !C aussi� Des r�esultats classiques sur le potentiel
en dimension � permettent de conclure �a l�existence et l�unicit�e d�une solution eq��z� �� dans
H������� si eg � H����P �� Finalement en d�e�nissant les espaces

Hm
log�I�H

s���� �
n
q� z �� kq��� z�kHs��� � Hm

log�I�
o

�Hm
log�I�H

s������ �
n
g� z �� kg��� z�kHs��� � �Hm

log�I�
��
o

on peut �enoncer le

Th�eor�eme � Si g � �Hm
log�I�H

s������� et si � n�est pas une valeur critique� le probl�eme ������

admet une solution unique eq � Hm
log�I�H

s�������

� Formulation int�egrale compl�ete pour le cas de Maxwell

Dans cette section� nous rappelons comment sont obtenues les �equations int�egrales pour
des probl�emes de di�raction d�ondes �electromagn�etique par un obstacle� sans aucune hy
poth�ese sur la forme de l�obstacle� On s�int�eressera plus particuli�erement au cas d�un obstacle
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parfaitement conducteur� Dans un premier temps nous rappelons les �equations de Maxwell
qui r�egissent les champs electromagn�etiques� Nous montrons ensuite comment obtenir une
repr�esentation int�egrale de la solution� L��equation int�egrale est obtenue en exprimant la
condition aux limites sur la fronti�ere du conducteur et nous donnerons sa formulation varia
tionnelle�

��� Les �equations de Maxwell

On consid�ere un probl�eme de di�raction d�ondes �electromagn�etiques dans le vide par un
obstacle parfaitement conducteur� occupant un volume  i � IR�� Le domaine ext�erieur sera
not�e  e et le champ �electromagn�etique �E�H� g�en�er�e par un courant �electrique Ja �de support
inclu dans  e�� est alors solution des �equations de Maxwell ������������

r
E � i��H � � dans  e

r
H ! i��E � Ja� dans  e

E � �n � � sur �

���	�

Dans ���	�� � repr�esente la permittivit�e du vide� � la perm�eabilit�e� � la pulsation et �n la
normale �a � orient�ee vers l�ext�erieur de  i� Notons qu�on peut exprimer aussi ces �equations

de Maxwell en fonction de deux autres param�etres physiques� l�imp�edance Z �

r
�

�
et le

nombre d�onde k � �
p
�� �

�

c
�o�u c � ��	�� m%s est la vitesse de la lumi�ere�� L�onde

di�ract�ee �Es�Hs�� g�en�er�ee par la pr�esence de l�obstacle� est par d�e�nition la di��erence entre
le champ total et le champ incident �Ei�Hi�� c�est �a dire le champ cr�e�e par la m�eme source
se propageant dans tout l�espace� et v�eri�e donc�����������

r
Es � i��Hs � � dans  e

r
Hs ! i��Es � �� dans  e

Es � �n � �Ei � �n sur �

�����

Pour bien d�e�nir le probl�eme ������ on a besoin de se donner une condition de radiation �a
l�in�ni� ici une condition d�onde sortante� Nous la pr�eciserons un peu plus loin� apr�es avoir
vu le comportement �a l�in�ni de la solution fondamentale�

��� Repr�esentation int�egrale de la solution

Pour �etablir la repr�esentation int�egrale de la solution� la d�emarche classique est la suivante
�cf par exemple ������

a � On d�e�nit un prolongement de la solution dans le domaine int�erieur et on r�e�ecrit le
probl�eme au sens des distributions�

b � On d�e�nit la solution fondamentale associ�ee
c � La solution �distribution� s�obtient alors comme une convolution de la solution fonda

mentale avec le terme source�

a � Formulation au sens des distributions�
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Dans le cas d�un obstacle parfaitement conducteur� il est naturel de prolonger le champ
total par � �a l�int�erieur de l�obstacle puisque physiquement le champ est e�ectivement nul
dans le conducteur� Ceci revient �a prolonger l�onde di�ract�ee par l�oppos�e du champ incident
et nous conduit �a d�e�nir la distribution suivante �

� eEs� eHs� �

�
�Es�Hs� dans  e

��Ei�Hi� dans  i
�����

Elle est alors solution du probl�eme suivant �au sens des distributions� ��������
r
 eEs � i�� eHs � �

r
 eHs ! i�� eEs � j��
�����

o�u j�� est une ditribution port�ee par la surface � et tangente �a �� avec

j �
h eHs � �n

i
�
� � eHs � �n�i� � � eHs � �n�e������

b � Solution fondamentale

Notons �E �H� la solution �el�ementaire associ�ee �a ����� ��������
r
 E � i��H � �

r
H! i��E � �I�
���"�

o�u I� est la mtrice identit�e de IR
�� E et H sont des matrices � 
 � de distributions� et sont

donn�ees par le �

Th�eor�eme � La solution 	el	ementaire s�exprime de la fa
con suivante ������
E�x� � i��G�x�I� !

i

��
D�G�x�

H�x� � r� �G�x�I��
�����

o�u G est la solution fondamentale de l�	equation de Helmholtz

G�x� �
	

��r
eikr� r � kxk���
�

Preuve � nous renvoyons par exemple �a ���� pour la d�emonstration de ce r�esultat� Notons
simplement qu�il est obtenu �a partir d�une d�ecomposition en potentiels de la solution E �
rV !A� o�u les potentiels V et A sont d�etermin�es de mani�ere unique si on ajoute la condition
de jauge de Lorentz div A � k�V � �� Chacun des potentiels v�eri�e alors une �equation de
Helmholtz�

Remarque � L�op	erateur D� est d	e�ni de mani�ere classique par �D�G�ij �
��G

�xi�xj
�

L�op	erateur r� d�un tenseur d�ordre � est d	e�ni comme le rotationnel par rapport au premier
indice �

�r �M�ij � �ri �M�j�i � �imk�mMkj

o�u �ijk est 	egal �a � si �i� j� k� est une permutation de �	� �� ��� �a � si deux indices sont 	egaux
et �	 sinon�
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Remarque � On peut obtenir par sym	etrie la seconde partie� de la solution fondamentale
en mettant le terme source dirac sur la premi�ere 	equation et en 	echangeant les r�oles de E et
H �cf ������ Pour un conducteur parfait� nous n�avons besoin que de la premi�ere partie��

Remarque � On peut remarquer que la solution 	el	ementaire E se comporte comme les d	eriv	ees
secondes de G lorsque r est proche de �� c�est �a dire en 	�r� ce qui correspond �a un noyau
hypersingulier�

Donnons quelques propri�et�es importantes des solutions fondamentales sortantes des �equations
de Maxwell �cf ����� �

Th�eor�eme � Les solutions fondamentales v	eri�ent les conditions de radiation de Sommer�
feld� pour r � kxk grand � ���������

�����E�r � ikE
���� � C

r������H�r � ikH
���� � C

r�

�����

ainsi que les conditions de radiation de Silver�M�uller ��n �
�r

r
�

���������
��p�E �p�H � �n�� � C

r���p�E � �n!p�H�� � C

r�

���	��

Chacune de ces quatre conditions su�t �a d	eterminer la solution fondamentale de mani�ere
unique� Par ailleurs� les composantes de E et H se comportent toutes en 	�r �a l�in�ni et on
a �

jE ��rj � C

r
� jH��rj � C

r
� jE �Hj � C

r�
���		�

Nous pouvons maintenant pr�eciser les conditions de radiation que doit satisfaire l�onde
di�ract�ee �solution de ������� par exemple �

jEsj � C

r
� jHsj � C

r
�
��p�Es �p�Hs � �n�� � C

r�
���	��

c � Repr�esentation int�egrale

La solution de ����� s�exprime simplement comme le produit de convolution de la solution
fondamentale avec le terme source� c�est �a dire �

eEs � E � �j��� # eHs � H � �j���

ce qui d�apr�es les expressions de E et H donn�ees en ���"� peut s�exprimer ������
eEs � i��G�x�I� � �j��� !

i

��
D�G � �j���

eHs � r� �G�x�I�� � �j���






D�apr�es les propri�et�es du produit de convolution on a

	
D�G � �j���



i
�
X
m

�� G

�xi�xm
� �jm��� �

X
m

� G

�xi
�
� �jm���

�xm
� �r�G � div �j�����i

et en utilisant la formule de StokesZ
�
u div�vd� !

Z
�
r�u�vd� � �

on peut montrer que
div �j���� � div�j��

o�u div� repr�esente la divergence surfacique �cf par exemple ���� �	� �� "��� On obtient
�nalement la repr�esentation suivante du champ di�ract�e� en un point x �  e ����������

Es�x� � i��

Z
�
G�x� y�j�y�d�y !

i

��
rx

Z
�
G�x� y� div�j�y�d�y

Hs�x� � rx �
Z
�
G�x� y�j�y�d�y

���	��

��� Equation int�egrale et formulation variationnelle

Pour �ecrire l��equation int�egrale �a partir des formules de repr�esentation ���	��� il est n�eces
saire d�exprimer les traces des champs sur �� Ici� la condition de conducteur parfait n�ecessite
uniquement la connaissance de la trace ext�erieure Es � �n�� qui peut s�exprimer de la fa�con
suivante �cf ��������������

Es� �n�� � i��

Z
�
G�x� y�j�y� � �nxd�y

!
i

��

Z
�

	
rxG�x� y� � ��nx � �ny� div�j�y� !G�x� y� �rot� div�j�y�



d�y

���	��

Cette expression provient de r�esultats sur les traces des potentiels� �cf ����� �on ne peut pas
directement prendre x � � dans ���	��� L��equation int�egrale s�obtient alors en exprimant la
condition de conducteur parfait Es � �n�� � �Ei � �n��� Pour obtenir la formulation varia
tionnelle� on exprime cette condition plut�ot sous la forme �n��Es��n��� � ��n��Ei��n���� puis
on la multiplie par un champ test jt tangent �a � et on int�egre sur �� Apr�es int�egration par
parties� on obtient la formulation �etablie par Bendali ��� "�� et appel�ee �equation de r�eaction �
trouver j � V tel que pour tout jt � V���������

i��

Z
�

Z
�

G�x� y�j�y��jt�x�d�yd�x

� i

��

Z
�

Z
�
G�x� y� div�j�y� div�j

t�x�d�yd�x � �
Z
�
Ei�jtd�

���	��

Le bon espace fonctionnel pour analyser cette formulation variationnelle est l�espace X �

H
����
div ��� des champs tangentiels sur � dont chaque composante appartient �a H������� et

dont la divergence surfacique appartient aussi �a H�������� Bendali a montr�e que l�analyse
de cette �equation int�egrale pouvait �etre ramen�ee �a un cadre d�application de l�alternative
de Fredholm et que ce probl�eme admet une solution unique sauf pour les valeurs de k�

�



correspondant �a des fr�equences propres du probl�eme int�erieur� Signalons toutefois que cette
analyse n�est pas faite directement sur la formulation ���	�� qui n�est pas si sympathique qu�on

pourrait croire��� En e�et� si la forme d�e�nie par

Z
�
G�x � y�u�x�v�y�d�xd�y se d�ecompose

bien en la somme d�une forme coercive et d�une forme compacte sur H�������� le changement
de signe dans la forme bilin�eaire de ���	�� emp�eche de faire l�analyse de fa�con standard� car on
n�a pas la compacit�e qui permettrait d�obtenir des estimations sur la divergence� Pour faire
l�analyse du probl�eme continu et l�analyse num�erique du probl�eme approch�e� on transforme
���	�� en une formulation de type pointselle�

Une premi�ere m�ethode� due �a Bendali� est d�introduire comme nouvelle variable la charge
� reli�ee au courant par la loi de conservation de la charge �

div�j ! i� � ����	"�

En introduisant la variable  dans l��equation ���	�� et en r�einterpr�etant ���	"� dans un �certain
sens faible� �sans entrer dans les d�etails����� on obtient une formulation mixte du type � trouver

�j� � � X 
M o�u M �
n
� � H�������� 
 �� 	 �� �

o
tel que�

a�j� jt� ! b��� j
t� �
 f� jt � �jt � X

b���� j� ! c��� � � � �� �M
���	��

Notons que ce n�est toujours pas standard� car la forme b� n�est pas �egale �a b�� comme dans une
formulation mixte classique�La formulation du probl�eme sous forme mixte sert uniquement �a
faire l�analyse� et c�est l��equation ���	�� qui est discr�etis�ee�

Il existe une deuxi�eme m�ethode pour se ramener �a une formulation mixte �cf ����� qui
consiste �a d�ecomposer le courant sous la forme �

j � g ! �rot�p���	
�

On obtient alors une formulation mixte plus classique � trouver �g� p� � X 
W � o�u W �
H������ �

a�g� gt� ! b�gt� p� �
 f� gt � �gt � X
b�g� q� � � �q �W

���	��

Remarque 	 On trouvera souvent l�	equation ������ �ou la premi�ere formulation mixte� ex�

prim	ee en fonction de la variable p � i�j �
h
r eEs � �n

i
�ou des variables p et � � �

�
��

��� Mise en oeuvre et application au cas du �l mince

��	�� Mise en oeuvre num�erique

La discr�etisation de ���	�� se fait �a l�aide d�une m�ethode d��el�ements �nis fronti�eres� On
approche d�abord la surface � par un maillage compos�e en g�en�eral de triangles plats� puis
on approche le courant par exemple par des �el�ements �nis de Raviart Thomas ������� La
principale di�cult�e dans la mise en oeuvre est bien s�ur le calcul des int�egrales �el�ementaires
qui forment la matrice du syst�eme lin�eaire �a r�esoudre� Ces int�egrales sont du type �

Inm �

Z
K�T

eikr

r
pn�x�pm�y�dTydKx

	�



pour deux �el�ements K et T du maillage� Si on pose

Fm�x� �

Z
T

eikr

r
pm�y�dTy

l�int�egrale Inm est obtenue en int�egrant Fmpn �a l�aide d�une formule de quadrature �de Gauss
Lobato par exemple� �

Inm �
X
i

�ipn�x
K
i �Fm�x

K
i �

On choisit le nombre de points d�int�egration non seulement en fonction de l�ordre d�esir�e et du
degr�e des polyn�omes &a int�egrer mais aussi en fonction de la proximit�e ou non des triangles
K et T � on prend plus de points lorsque les triangles ont un sommet commun� On est donc
ramen�e �a l��evaluation de Fm�x� pour x � K� L�a encore� on doit distinguer � cas �

 Si K et T n�ont pas de sommet commun� l�int�egrande est alors su�samment r�egulier�
et on peut de nouveau utiliser une formule d�int�egration num�erique�

 Si K et T ont au moins un sommet commun� il y a une singularit�e en r � �� On peut
montrer �cf par ex ���� que tout revient �a �evaluer l�int�egrale

S�x� �

Z
T

	

r
dTy

qui peut s�int�egrer analytiquement en utilisant la m�ethode de De Hoop �����

��	�� Application au cas du 
l mince

Lorsque l�obstacle est un �l mince de rayon a et de longueur L� par hypoth�ese ka 

 	
et a 

 L� Dans ce cas� le probl�eme int�erieur n�a pas de fr�equence propre et il y a donc
toujours existence et unicit�e de la solution de ���	��� On peut donc appliquer la m�ethode
pr�ec�edente� l�avantage �etant que l�analyse du probl�eme approch�e existe et qu�on peut donc
assurer la convergence de la m�ethode avec des estimations d�erreur connues �cf ��� ���� Cela
n�ecessite de mailler assez pr�ecis�ement le �l� ce qui demande un grand nombre de triangles et
par cons�equent un grand nombre de degr�es de libert�e� Cette m�ethode est donc co�uteuse et il
est naturel d�essayer de prendre en compte l�hypoth�ese de �l mince pour obtenir un mod�ele
approch�e�

� Historique non exhaustif de di	�erentes approches

��� Pr�esentation de l�approximation de Pocklington�

Pocklington ���� a �et�e le premier �a proposer une approximation �laire c�est �a dire un mod�ele
simpli��e prenant en compte la g�eom�etrie particuli�ere des �ls� Il a obtenu cette approximation
dans le cas d�un �l courbe mais par souci de simplicit�e de l�expos�e nous exposerons la d�emarche
pour un �l cylindrique droit ��g ��	� de rayon a et de longueur �L�

		



z

�


�a

a


Ca


�a


a

Figure ��	� �l cylindrique d��epaisseur a�

Une structure �laire est caract�eris�ee par la petite taille de sa section transverse par rapport
aux autres dimensions que sont la longueur du �l et la longueur d�onde� ce qui se traduit par �

a 

 �L # ka 

 	���	�

o�u k repr�esente le nombre d�onde �k � �
p
�� �

�

c
�� Par la suite nous supposerons que L � 	�

En faisant des hypoth�ese suppl�ementaires� �a savoir que le courant ne d�epend pas de l�angle
et qu�il est port�e par la direction � de l�axe du �l� Pocklington a montr�e que la distribution
de courant� c�est �a dire la fonction scalaire I telle que

j�y� �
I�z�

��a
������

est solution d�une �equation int�egrale unidimensionnelle ��
d�

dz�
! k�

�Z �

��
I�z��K�z � z��dz� � f�z������

o�u f est une fonction proportionnelle au champ tangent incident �f�z� � �i���Ei��� et K
repr�esente� �a une constante pr�es� la moyenne du noyau de Green le long du bord de la section
d�abscisse z� � �������

K�u� �
	

��

Z ��

�

eikr�u���

r�u� ��
d�

r�u� �� � �u� ! �a� sin� �������
�����

Pour obtenir une �equation bien pos�ee� il doit en plus imposer la nullit�e des courants aux
extr�emit�es� c�est �a dire

I�		� � ������

Cette hypoth�ese revient �a mod�eliser le �l comme un tube creux� Si le �l n�est pas creux�
n�egliger le courant aux extr�emit�es conduit �a commettre une erreur de l�ordre de ka� qui n�est
pas plus importante que d�autres termes qui ont �et�e n�eglig�es pour obtenir l�approximation

	�



����� �cf ���� �	��� Cependant� on voit d�ej�a que l�approximation �laire ne pourra pas donner
de bons r�esultats au voisinage des extr�emit�es� puisqu�elle ne prend pas du tout en compte la
g�eom�etrie particuli�ere du �l aux pointes et le champ �electrique est justement tr�es sensible �a
cette g�eom�etrie�

Le champ di�ract�e peut alors �etre reconstruit �a partir de la connaissance du courant I� en
utilisant la repr�esentation ���	��� Il v�eri�e les m�emes propri�et�es que j� c�est �a dire invariant
par rotation et port�e par � � et a pour expression� en tout point x � �r� �� z� �

Es�x� �
i

����
�

�
k�
Z �

��

fK�r� z � z��I�z��dz� !
�

�z

Z �

��

fK�r� z � z��I ��z��dz�
�

���"�

o�u le noyau fK sera explicit�e en ���	���

Remarque � Pour un �l courbe� l�approximation �laire admet la m�eme expression que �����
en rempla
cant simplement l�abscisse z par l�abscisse curviligne le long du �l s�

��� Obtention de l�approximation�

Pour obtenir l�approximation ������ repartons de la repr�esentation int�egrale du champ �

Es�x� �
i

��

�
k�
Z
�a
G�x� y�j�y�d�y !rx

Z
�a
G�x� y� div�j�y�d�y

�
�����

Les premiers termes n�eglig�es sont les int�egrales sur les bords ��a � en premi�ere approximation�
on peut approcher le courant �ou sa divergence� par sa valeur sur l�axe� en commettant une
erreur d�ordre a� et pour presque tout x � �r cos �� r sin �� z� �ne se trouvant pas sur ��a � on

peut donc majorer l�int�egrale par C

Z
��a

	

jx� yjd�y �
Ca�

jz � 	j � Ce terme est donc d�un ordre
inf�erieur par rapport aux autres termes� cependant on voit que cette estimation se d�egrade
lorsque z s�approche de 	�

Sur le bord cylindrique du �l �ca� la divergence surfacique du courant s��ecrit compte tenu
de l�hypoth�ese ������

div�j �
	

a

�

��
�j�e�� !

�

�z
�j��� �

I ��z�

��a
���
�

R�e�ecrivons les int�egrales de ������ On a d�une part �

I� �

Z
�ca

eikjx�yj

��jx� yjj�y�d�y �
Z �

��

I�z��

��a

Z ��

�

eikjx�yj

��jx� yjd�
�adz� �

o�u y � �a cos ��� a sin ��� z��� Pour un point x � �r cos �� r sin �� z�� on a �

jx� yj �
	
�z � z��� ! �r � a�� ! �ar sin��� � �����


��� � R�r� z � z�� � � ��������

et en posant fK�r� z � z�� �
	

��

Z ��

�

eikR�r�z�z
�����

R�r� z � z�� ���
d�����	��

on obtient �

I� � I��r� z� �
	

��

Z �

��
I�z��fK�r� z � z��dz� �

	�



dont la trace sur �ca fait appara�itre le noyau K�u� �
fK�a� u��

Pour la deuxi�eme int�egrale� on remarque que �ca se passe �a peu pr�es de la m�eme fa�con �

I� �

Z
�ca

eikjx�yj

��jx� yj div�j�y�d�y �
	

��

Z �

��
I ��z��fK�r� z � z��dz�

Apr�es int�egration par parties� en utilisant les conditions aux limites ����� et la sym�etrie du
noyau fK� on obtient�

I� �
	

��

d

dz

Z �

��
I�z��fK�r� z � z��dz�

La trace tangentielle du gradient s�exprime alors �

rxI� � nx � �I�
�z

e�

On obtient l��equation de Pocklington en exprimant seulement une partie de la condition aux
limites �

�Es � nx��e� � ��Ei � nx��e�
ce qui est encore �equivalent �a exprimer que la trace tangentielle suivant l�axe du cylindre du
champ total est nulle �

Es�� � �Ei��

Etant donn�e qu�en faisant l�hypoth�ese ����� sur le courant on s�est ramen�e �a une inconnue
scalaire� il est naturel de ne garder qu�une �equation scalaire issue de la condition aux limites�

L�hypoth�ese sinusoidale� A partir de son approximation� Pocklington a cherch�e �a com
prendre comment le courant se propageait le long d�une antenne� Il a montr�e qu�en premi�ere
approximation la distribution de courant est sinuso'idale et se propage avec la vitesse de la
lumi�ere sans perte d�amplitude� Ce r�esultat est �a la base de la th�eorie de la di�raction par
des antennes et a �et�e utilis�e par les physiciens dans un certain nombre d�applications sim
ples �ligne ouverte sans perte� aliment�ee par une source de tension sinuso'idale� ���� cf ��"����
L�hypoth�ese du courant sinuso'idal s��enonce de la fa�con suivante � la r	epartition de l�intensit	e
du courant est sinuso�idale sur toute portion de conducteur �liforme sans perte� rectiligne ou
non� Dans les applications� on cherche donc le courant sous la forme �

I�s� � Aeiks !Be�iks

et les constantes sont d�etermin�ees par des conditions aux limites �conservation des courant
en un point de connexion� courant nul �a toute extr�emit�e isol�ee��

��� Sur l�analyse math�ematique de l��equation de Pocklington�

Jones a �et�e le premier �a proposer une analyse math�ematique de l��equation de Pocklington
et plus g�en�eralement il a largement contribu�e aux probl�emes d�antennes� ���� �	� ���� Il a
montr�e dans ���� un r�esultat d�unicit�e de la solution de ����������� L�id�ee pour montrer
l�unicit�e est de passer par le champs �electromagn�etique associ�e au potentiel vecteur

(�r� z� � �

Z �

��
I�z��fK�r� z � z��dz�

	�



o�u fK a �et�e d�e�ni par ���	�������� Il montre alors que la trace tangentielle du champ �electrique
est nulle sur �ca� et gr�ace �a l�unicit�e de la solution des �equations de Maxwell� il en d�eduit la
nullit�e du champ �electromagn�etique� et par cons�equent la nullit�e du courant �qui est le saut
de la composante azimutale H� du champ magn�etique��

Pour l�existence� il montre l��equivalence entre ���������� et l��equation int�egrale obtenue
en int�egrant ����� et parfois appel�ee �equation de Hallen �Z �

��
I�z��K�z � z��dz� � Aeikz !Be�ikz !

Z �

��
f�z��

sink�z � z��

k
dz����		�

o�u les constantes A et B sont d�etermin�ees de mani�ere �a satisfaire ����� �ce qui est possible�
cf ������ C�est �a partir de cette nouvelle formulation qu�il d�emontre l�existence d�une solution
int�egrable� en supposant que f est continue� La preuve de l�existence repose essentiellement
sur la d�ecomposition suivante du noyau

K�u� � � 	

a�
ln juj!R�u����	��

o�u R est une fonction continue ayant des d�eriv�ees born�ees� et sur l�alternative de Fredholm�
On peut cependant se demander ce que signi�e la condition ����� �pos�ee sur un ensemble
de mesure nulle� pour une fonction seulement int�egrable) Cette question a �et�e soulev�ee par
Rynne ���� et pour donner un sens �a la trace de I aux extr�emit�es du �l� il s�est plac�e dans
un cadre fonctionnel un peu di��erent � pour une donn�ee dans Lp il a montr�e un r�esultat
d�existence et d�unicit�e de la solution dans l�espace de SobolevW ��p��	� 	� des fonctions Lp �a
d�eriv�ee premi�ere dans Lp qui est inclu dans C���	� 	� �cf ���� et donc I est bien d�e�nie en tout
point de ��	� 	�� Dans ce cadre� il a aussi d�emontr�e la continuit�e de la solution par rapport
aux donn�ees�

��� Quelques m�ethodes num�eriques pour r�esoudre l��equation de Pockling�

ton

Il y a eu un certain nombre de tentatives pour r�esoudre l��equation de Pocklington avec
plus ou moins de succ�es��� Il y en a eu par contre beaucoup moins qui ont �et�e analys�ees et pour
lesquelles on dispose d�estimations d�erreur ou de convergence� Avant de voir plus en d�etail
la m�ethode de Mazari qui a propos�e une formulation ayant l�avantage d��etre pos�ee dans un
cadre variationnel qui se pr�ete bien �a l�analyse num�erique� nous nous contenterons de d�ecrire
deux des m�ethodes qui semblent avoir �et�e parmi les plus populaires malgr�e� comme on va le
voir� les probl�emes d�instabilit�e num�eriques qu�elles g�en�erent�

La m�ethode de Hallen� Cette m�ethode est bas�ee sur la formulation ���		� qui comme on
l�a vu pr�ecedemment est �equivalente �a l��equation de Pocklington pourvu de bien choisir les
constantes A et B� Cette m�ethode consiste alors �a �ecrire le terme de gauche sous la forme �

h�z�I�z� �H�I�

o�u H�I� est d�e�ni par

H�I� � h�z�I�z� �
Z �

��
I�z��K�z � z��dz�

	�



et la fonction h est choisie de telle mani�ere que H�I� soit �petit�� L��equation s��ecrit alors

h�z�I�z� � g�z� !H�I����	��

et peut �etre r�esolue par une m�ethode it�erative de Neumann� Une premi�ere di�cult�e de cette
m�ethode est le choix de h pour que H�I� ou plus exactement H�I��h soit �petit� �ce qui
d�etermine la vitesse de convergence� et plusieurs choix ont �et�e propos�es �	
� ��� 	�� �
� ����
Sur le plan num�erique� des instabilit�es ont �et�e observ�ees et elles ont parfois �et�e attribu�ees au
caract�ere mal pos�e de ���		�� mais les r�esultats d�existence et d�unicit�e �etablis par Jones ���� et
Rynne ���� montrent que cette explication n�est pas valable� Ces auteurs ont propos�e d�autres
explications� Jones fait remarquer que si au niveau continu il est �equivalent de consid�erer �����
����� ou ���		�� il faut �etre plus prudent au niveau num�erique � en particulier la d�etermination
num�erique des constantes A et B est d�elicate car si elles ne sont pas d�etermin�ees de fa�con
exacte� le courant peut exploser aux extr�emit�es) cette explication est reprise et compl�et�ee par
Rynne qui explique que la solution est stable par rapport �a la donn�ee f mais pas par rapport
�a n�importe quelle perturbation du second membre� ce qui num�eriquement pose �evidemment
des probl�emes�

La m�ethode des moments de Harrington� Cette m�ethode doit son succ�es �a sa sim
plicit�e d�impl�ementation� Elle consiste �a se dire qu�on ne commet pas une grande erreur en
consid�erant que le courant est situ�e non pas sur le �l mais sur son axe� puisque le rayon a est
petit� Ce qui revient �a �ecrire la condition aux limites en un point x � �a cos �� a sin �� z� situ�e
sur le �l et �a �evaluer le courant au point y � ��� �� z��� donc �a remplacer r�u� �� et K�u� dans
����� par

r�u� � �u� ! a����� # K��u� �
eikr�u�

r�u�
���	��

Evidemment� c�est beaucoup plus simple �a �evaluer puisque d�une part on a supprim�e l�int�egration
par rapport �a l�angle� d�autre part il n�y a plus de singularit�e� les deux points �etant au moins
distants de a� L�erreur commise entre les deux noyaux K et K� est d�ordre ka sur la �plus
grande partie de l�intervalle �	�	��� ����� Mais l��equation int�egrale n�est plus du m�eme type
que celle de Pocklington � c�est une �equation int�egrale de premi�ere esp�ece dont le noyau est
analytique et l�inversion de telles �equations est tr�es d�elicate car elle est par nature mal pos�ee�
�	��� N�eanmoins� cette formulation a l�avantage de s�adapter facilement �a des g�eom�etries
d�antennes complexes et est �a la base de nombreuses m�ethodes ��
� ��� 
���� Elle s�av�ere tr�es
e�cace tant que la longueur des segments discr�etisant l�antenne est au moins de l�ordre de
� ou � fois le rayon de l�antenne� Les instabilit�es apparaissent lorsqu�on ra�ne le maillage
pour obtenir une meilleure pr�ecision� Signalons que Mazari a pr�esent�e des comparaisons entre
cette m�ethode �
� et celle qu�elle a d�evelopp�e �voir �� et l�am�elioration est spectaculaire�


 La m�ethode de Mazari

Nous pr�esentons dans cette section une �equation int�egrale originale propos�ee et analys�ee
par Mazari ����� Initialement� son travail a d�emarr�e pour r�epondre �a une demande de Thomson
qui avait besoin de faire des calculs d�antenne assez pr�ecis� Ils disposaient d�un code de calcul�
le code Magellan �
�� bas�e sur une approximation par �el�ements �nis fronti�eres de la formulation
variationelle de la m�ethode des moments� Cette m�ethode s�av�ere su�sante dans la plupart

	"



des cas pour obtenir le champ rayonn�e lointain� Cependant� comme on l�a d�ej�a signal�e au
sujet de la m�ethode de Harrington� le noyau de l��equation int�egrale �etant tr�es r�egulier� elle est
mal pos�ee� Pour l�approximation num�erique� les ennuis commencent si on cherche �a ra�ner le
maillage� et il faut en pratique consid�erer un pas de maillage h de l�ordre de �a c�est �a dire de �
fois le rayon du �l pour que �ca se passe bien� Pour donner un ordre de grandeur� le champ peut
alors �etre calcul�e �a une distance de l�ordre de 	�h� soit ��a� Pour pr�evoir le fonctionnement
d�une antenne d��emission� il est n�ecessaire de calculer d�autres caract�eristiques de l�antenne
�champ proche� imp�edance d�entr�ee� puissance rayonn�ee��� � et la m�ethode pr�ec�edente ne
su�t plus�

La nouvelle approximation �laire propos�ee par Mazari est obtenue �a partir de l��equation
de Pocklington� en faisant une approximation du noyau� Un des int�er�ets de cette nouvelle
formulation est qu�elle garde un noyau singulier� ce qui est crucial pour obtenir un probl�eme
bien pos�e� D�autre part elle est d�e�nie dans un cadre fonctionnel qui permet une analyse tant
sur le plan th�eorique que sur le plan num�erique� C�est en particulier la seule approche �a notre
connaissance qui apporte des estimations d�erreur sur ce probl�eme�

	�� Nouvelle approche de l��equation de Pocklington

Tout d�abord� on peut remarquer qu�en suivant la d�emarche qu�on a suivie pour obtenir
l��equation de Pocklington� mais sans faire l�hypoth�ese ������ et en consid�erant la valeur
moyenne de la condition aux limites sur une section� c�est �a direZ ��

�
Es�x�a� �� z����d� � �

Z ��

�
Ei�x�a� �� z����d����	�

on obtient une �equation similaire �a Pocklington ������
k�
Z �

��
I�z��K�z � z��dz� !

d

dz

Z �

��
K�z � z��

dI

dz
�z��dz� � f�z�� �z ��� 	� 	�

I�		� � �
�����

o�uK est toujours d�e�ni par ������ f�z� � �i���

Z ��

�
Ei��d� et o�u la nouvelle inconnue scalaire

I est la valeur moyenne de la composante tangentielle suivant l�axe du courant sur une section
du �l �

I�z� �

Z ��

�
j�x�a� �� z����ad������

Le probl�eme n�est alors �a sym�etrie de r�evolution que si le champ incident l�est� On retrouve
bien s�ur le lien classique entre I et j ����� lorsqu�on fait l�hypoth�ese de Pocklington que j ne
d�epend que de z et qu�il est port�e par la direction � de l�axe du �l�

Notons que la connaissance du courant scalaire I ne permet �evidemment pas de recon
stituer tout le champ� On peut seulement r�ecup�erer la projection du champ sur l�axe du �l et
seulement pour des points �pas trop proches� du �l� En e�et� si on reprend la rep�esentation
int�egrale du champ ������ par d�e�nition de I� la seule chance de le faire appara�itre est de
multiplier scalairement par � � Mais on voit que ce n�est pas su�sant car il y a toujours une
d�ependance par rapport �a l�angle dans l�expression de jx�yj� Par contre� si on suppose que le
point d��evaluation du champ x�r� �� z� est assez �eloign�e du �l� on peut approcher la distance

	�



de x �a un point y�a� ��� z�� situ�e sur le �l par la distance �a la projection de y sur l�axe du �l�
c�est �a dire

jx� yjap �
q
r� ! �z � z���

qui elle est bien ind�ependante de ��� Dans ce cas� on a �r�� � �

�z
�

Es�x��� �
i

��

�
k�
Z �

��
G�jx� yjap�I�z��dz� ! �

�z

Z �

��
G�jx� yjap�

Z ��

�
div�j�y�ad�

�dz�
�

et compte tenu de l�expression de la divergence surfacique donn�ee par la premi�ere �egalit�e

de ���
� on voit que le terme
�

��
�j�e�� dispara�it dans l�int�egration donc il reste �nalement

l�expression suivante pour la composante z du champ �

Es
z�x� �

i

��

�
k�
Z �

��
G�jx� yjap�I�z��dz� ! �

�z

Z �

��
G�jx� yjap�I ��z��dz�

�
�����

	�� Vers une autre approximation �laire���

La d�emarche� Le probl�eme ����� s��ecrit encore ����
Trouver I tel que I�		� � � et

�A���I��z� � f�z�� �z ��� 	� 	�
�����

o�u � � ka 

 	 et A��� est l�op�erateur int�egral d�e�ni par �

�A���I��z� � k�
Z �

��
I�z��K�z � z��dz� !

d

dz

Z �

��
K�z � z��

dI

dz
�z��dz����"�

On a d�ej�a mentionn�e qu�aucune analyse d�une approximation de ����� n�existait �discr�etisa
tion bien pos�ee� estimations d�erreur����� De plus� le noyau K est assez di�cile �a manipuler
num�eriquement�

L�id�ee de Mazari est de remplacer le noyau K par un noyau approch�e� ce qui revient �a
d�evelopper �

A��� � A! �B���

o�u B��� est un op�erateur born�e� Elle approche alors le probl�eme ����� par le probl�eme

analogue o�u A��� est remplac�e par A� Dans un cadre fonctionnel bien choisi �H���
�� ��	� 	���

elle montre que l�op�erateur A peut se d�ecomposer en la somme d�un op�erateur coercif et
d�un op�erateur compact ce qui permet d�appliquer l�alternative de Fredholm pour �etudier le
probl�eme� Le cadre variationnel� bien adapt�e �a l�analyse num�erique� lui permet de d�e�nir un
probl�eme approch�e pour lequel elle montre des estimations d�erreur�

Approximation du noyau� Tout repose donc sur l�approximation du noyau K par un
noyau plus sympathique� Pour cela� l�id�ee� par ailleurs souvent utilis�ee en �equations int�egrales�
est d�extraire la singularit�e en d�ecomposant le noyau par exemple comme la somme du noyau
statique et d�un reste r�egulier �

eikr

r
�
	

r
!
eikr � 	

r

	




ce qui donne �

K�u� �
	

��

Z ��

�

	

r�u� ��
d� !

	

��

Z ��

�

eikr�u��� � 	
r�u� ��

d�

avec r�u� �� �
q
u� ! �a� sin������� Mazari montre alors que �

 la partie singuli�ere s�exprime ����������
Ks�u� �

	

��

Z ��

�

	

r�u� ��
d� �

	

�a
pa�u�F �

�

�
� p�a�u��

pa�u� �
�ap

u� ! �a�

�����

o�u F �
�

�
�m� est l�int�egrale elliptique compl�ete de premi�ere esp�ece �cf par exemple �	� 	"������

 la partie r�eguli�ere peut �etre approch�ee �a l�ordre ka�

Kr�u� �
	

��

Z ��

�

eikr�u��� � 	
r�u� ��

d� �
eikjuj � 	
juj !O�ka����
�

L�approximation 
laire de Mazari� Le mod�ele de Mazari consiste �a remplacer le noyau
K par son approximation d�e�nie plus haut et que nous noterons���������

G�u� � Ks�u� !
eikjuj � 	
juj �

	

�a
pa�u�F �

�

�
� p�a�u�� !

eikjuj � 	
juj

pa�u� �
�ap

u� ! �a�

�����

La nouvelle formulation s��ecrit ����������������

Trouver I tel que I�		� � � et

�AI��z� � f�z�� �z ��� 	� 	�

avec �AI��z� � k�
Z �

��
I�z��G�z � z��dz� !

�

�z

Z �

��
G�z � z��

dI

dz
�z��dz�

���	��

Propri�et�es de l�int�egrale elliptique et singularit�e du noyau� L�int�egrale elliptique

F �
�

�
�m� a une singularit�e pour m proche de 	 et pour isoler cette singularit�e� on peut utiliser

le d�eveloppement suivant� �	"� �

F �
�

�
�m� � ln

�
�

	�m

�
! F��m����		�

o�u F� est r�eguli�ere et d�e�nie par la s�erie ��������������
F��m� �

��X
n	�

�n�	�m�

�
ln

�
	

	�m

�
! �n

�

�n �
nY

j	�

�
�j � 	
�j

��

 	� �n � ln��

nX
j	�

	

j��j � 	�

���	��

	�



En reportant cette expression dans le noyau� on obtient �

G�u� � pa�u�

�a
ln

�
�

	� p�a�u�

�
!
pa�u�

�a
F��p

�
a�u�� !

eikjuj � 	
juj���	��

En pratique c�est cette expression qu�on utilise pour calculer le noyau� Pour l�analyse� on
pr�ef�ere isoler la singularit�e logarithmique� ce qui est possible gr�ace �a la relation suivante �

pa�u�

�a
ln

�
�

	� p�a�u�

�
�

	

�a
ln
	

juj !Nr�u����	��

o�u Nr est une fonction assez r�eguli�ere� Nr � H���	� 	�� Finalement le noyau peut donc
s��ecrire

G�u� � 	

�a
ln
	

juj ! Gr�u����	��

o�u

Gr�u� � Nr�u� !
pa�u�

�a
F��p

�
a�u�� !

eikjuj � 	
juj���	"�

n�a plus de singularit�e�

Remarque � On peut noter la ressemblance de cette d	ecomposition avec la d	ecomposition
������ 	etablie par Jones pour le noyau de Pocklington� ce qui n�est pas surprenant puisque G
est une approximation de K� et ils ont donc la m�eme singularit	e�

D�ecomposition de l�op�erateur A� Il est naturel pour obtenir une d�ecomposition en
coercif ! compact d�extraire de A un op�erateur singulier et on est guid�e par le d�eveloppement
du noyau ���	�����	"�� On d�e�nit les op�erateurs ����������

SI�z� �
	

�a

�

�z

Z �

��
ln

	

jz � z�j
dI

dz
�z��dz�

RI�z� � k�
Z �

��
I�z��G�z � z�� !

�

�z

Z �

��
Gr�z � z��

dI

dz
�z��dz�

���	��

Cadre fonctionnel� C�est l�op�erateur S qui va �xer le bon cadre fonctionnel� Cet op�erateur
est analogue au potentiel de double couche qui intervient dans les probl�emes de �ssures en
dimension �� et il a �et�e �etabli par de nombreux auteurs ���	� 	�� 	�� �� 	�� ������ que l�espace

fonctionnel adapt�e �a son analyse est l�espace de Sobolev V � H
���
�� ��	� 	�� ��"�� Notons J

l�intervalle J ��� 	� 	�� on peut caract�eriser H���
�� �J � de plusieurs mani�eres� C�est un espace

de fonctions H����J � qui �s�annulent sur �J d�une certaine fa�con� et plus pr�ecis�ement �

V � H
���
�� �J � �

n
� � H����J �� ����� � L��J �

o
o�u  est une fonction d�e�nie sur J � positive� C�� nulle sur �J et du m�eme ordre que la
distance �a �J � Il est muni de la norme naturelle �

k�k
H
���
��

�J �
�

�
k�k�H����J � !

������
L��J �

�
C�est aussi l�espace des fonctions de H����J � qui quand on les prolonge par � �a IR tout entier
restent dans H����IR�� On voit tout de suite l�int�er�et de cette caract�erisation qui va permettre

��



de passer en Fourier ce qui sera tr�es commode comme on va tout de suite le voir��� Pour une

fonction � � H
���
�� �J �� si on note e� � H����IR� son prolong�e par �� on peut d�e�nir une norme

�equivalent �a la pr�ec�edente �

k�k
H
���
��

�J �
�
 e�

H����IR�
�

�Z
IR
�	 ! ������jbe�j����d�����

Dans toute la suite� pour simpli�er les notations nous noterons b� la transform�ee de Fourier

de e�� On peut en�n caract�eriser H���
�� �J � comme l�interpolation d�ordre 	�� entre H�

� �J � et
L��J ��

Nous allons voir que c�est tr�es pratique de pouvoir passer en Fourier� notamment pour
�etablir des propri�et�es de l�op�erateur S� Pour montrer par exemple que S est un op�erateur
lin�eaire continu de V dans son dual V �� on consid�ere une fonction � � V � S� est alors la
distribution d�e�nie par ���	�� ou encore par

S� �
	

�a

�

�z
L�� o�u on note L� �

Z �

��
ln

	

jz � z�j��z
��dz�

On a donc pour tout � � D�J �


 S��� �� � 
 L��� �� �� �
Z �

��

Z �

��
ln

	

jz � z�j�
��z���

�
�z�dz�dz���	
�

et on peut passer aux prolongements �


 S��� �� �
Z
IR

Z
IR
ln

	

jz � z�j e���z�� e���z�dz�dz
On reconna�it alors un op�erateur de convolution � si on note k�u� � ln

	

juj � on a


 S��� �� � 
 k � e��� e�� �� � 	

��

 bki� b�� i� b� �

la deuxi�eme �egalit�e provenant de l��egalit�e de Parseval� Or on a F
�
ln
	

juj
�
��� �

�

j�j d�o�u


 S��� �� �	
�

Z
IR
j�j b���� b����d����	��

Sur cette expression� il est facile de voir �en remarquant que j�j 
 �	 ! ������� qu�on peut
prolonger S� en une forme lin�eaire continue sur V � et le crochet 
�� devient le crochet de
dualit�e V �� V � On note alors �b la forme bilin�eaire associ�ee� c�est �a dire d�apr�es ���	
� et
���	��� �� � V � �����������������

b����� � � 
 S��� �V ��V

�

Z �

��

Z �

��
ln

	

jz � z�j�
��z���

�
�z�dz�dz

�
	

�

Z
IR
j�j b���� b����d�

������

�	



On vient de voir que c�est une forme bilin�eaire continue sur V 
 V �

jb�����j � C k�kV k�kV����	�

La coercivit�e d�ecoule �egalement de ���	��� en e�et on a

b����� �
	

�

Z
IR
j�jj b�j����d�

La di��erence par rapport �a la norme de � dans V est que le poids �	 ! ������ est remplac�e
par j�j� les comportements �a l�in�ni sont donc identiques� ce qui pourrait changer ce sont les
comportements en �� En fait on peut montrer que b d�e�nit bien une norme �equivalente �a la
norme de V � c�est �a dire qu�il existe une constante � � � telle que

b����� � � k�k�V � �� � V������

Analyse de la formulation ������� Nous nous contentons ici d��enoncer les r�esultats con
cernant l�analyse de la formulation de Mazari et nous renvoyons �a ���� pour les d�emonstra

tions� Comme on l�avait annonc�e� en se pla�cant dans l�espace V � H
���
�� �J �� elle montre que

l�op�erateur A se d�ecompose en A � S ! R� les op�erateurs S et R �d�e�nis par ���	��� �etant
respectivement coercif et compact� L�alternative de Fredholm permet d�a�rmer que soit il
y a unicit�e de la solution du probl�eme homog�ene et dans ce cas il en est de m�eme pour la
solution du probl�eme ���	��� soit le probl�eme homog�ene a un noyau de dimension n et dans ce
cas ���	�� admet des solutions �a la condition que f soit dans l�orthogonal du noyau� L��etude
du noyau de A lui permet de conclure que �

Th�eor�eme 	 Le probl�eme homog�ene admet une solution unique ce qui permet de conclure
que le probl�eme ������ admet aussi une solution unique dans V �

Remarque � On avait remarqu	e dans la section �� qu�en partant d�un probl�eme coercif �le
Laplacien�� l�approximation �laire admettait une solution unique seulement en dehors d�une
in�nit	e d	enombrable de valeurs du rayon du �l� Il est 	etonnant de constater qu�ici ce n�est
pas le cas� l�approximation �laire est toujours bien pos	ee�

	�� Analyse num�erique

Le cadre fonctionnel dans lequel s��etait plac�e Jones �fonctions int�egrables� n��etait pas
adapt�e �a l�analyse num�erique� Se placer dans un espace de Sobolev permet de ramener la
formulation �a sa forme variationnelle et de l�approcher �a l�aide d�une m�ethode d��el�ements �nis�
��� ���� On b�en�e�cie en particulier de tous les outils qui ont �et�e d�evelopp�es sur les �el�ements
�nis fronti�eres� ���� 	�� 		��

Formulations variationnelles continue et approch�ee� La formulation variationnelle de
���	�� peut s��ecrire sous la forme suivante �toujours en utilisant la d�ecomposition ���	�� et en

notant V � H
���
�� �J �� �

Trouver I � V t�q� a�I� �� � ����� �� � V������

��



avec ���������
a�I� �� �

Z �

��

Z �

��
ln

	

jz � z�jI
��z�����z�dz�dz !

Z �

��

Z �

��
K�z � z��I�z����z�dzdz�

���� �
 f�� �V ��V�

Z �

�

f�z���z�dz

������

On introduit Vh � V un sousespace de dimension �nie n de V � La discr�etisation de ������
consiste simplement �a poser le m�eme probl�eme dans Vh� c�est �a dire �

Trouver Ih � Vh t�q� a�Ih� �h� � �h��h�� ��h � Vh������

o�u on suppose que le champ incident a �et�e approch�e par fh et �h��h� �

Z �

�

fh�z���z�dz� Si

on consid�erait un �l de forme quelconque� il faudrait introduire une approximation du �l� et
donc consid�erer des formes approch�ees ah��� ��� e�h����

On utilise une approximation par �el�ements �nis de Lagrange d�ordre m � l�intervalle
��	� 	� est d�ecoup�e en N ! 	 �el�ements Ki � �zi��� zi�� i � 	� N ! 	� avec z� � �	� zN�� � 	�
zi � zi�� ! hi� On note h � max

i
hi� L�espace V est approch�e par

V m
h �

n
�h � C��J �� �h�Ki � Pm� �i� �h�		� � �

o
o�u Pm est l�espace des polyn�omes de degr�e m� On peut facilement v�eri�er que V m

h � V� �m �
	� On note �aKi �� i � 	�m!	 Les degr�es de libert�es d�un �el�ement K �points du segment K�� et
pKj la fonction de base associ�ee au degr�e de libert�e aKj de l��el�ement K� c�est �a dire la fonction

de Pm telle que pKj �a
K
i � � �ij � �i� j � 	�m!	� On notera sans indice K les degr�es de libert�e

et fonctions de bases globales �ai� pi� i � 	� n��

Estimation d�erreur� Des estimations d�erreur ont �et�e �etablies pour un probl�eme abstrait
o�u l�op�erateur se d�ecompose en coercif ! compact �cf �	��� ������ En v�eri�ant qu�on se trouve
bien dans les conditions d�application de ces r�esultats� Mazari montre que

Th�eor�eme � Le probl�eme approch	e ������ admet une solution unique Ih � Vh� De plus� si
I � V est la solution de ������ et si I � Hs���J �� pour � � s � m� alors on a �

kI � IhkV � C
	
hs���� kIkHs���J � ! kf � fhkV �



����"�

Pour savoir quel ordre de convergence on peut esp�erer il faut donc avoir une id�ee de la
r�egularit�e de la solution� Sans hypoth�ese suppl�ementaire sur le second membre� elle montre
qu�on ne pas esp�erer mieux que I � H����J �� �� � �� Mais par ailleurs on a aussi une
estimation de stabilit�e

kI � IhkV � C kIkV
qui permet d�obtenir �par interpolation�� pour I � H����J � � V

kI � IhkV � C
	
h����� kIkH����J � ! kf � fhkV �



������

��



	�� Mise en oeuvre num�erique

Calcul du courant I� En pratique� on utilise des �el�ements �nis P �� Les degr�es de libert�e
correspondent donc aux valeurs du courant aux noeuds du maillage� nous les notons Ii� i �
�� N ! 	� Les conditions aux limites sont traduites par

I� � IN�� � �

Les fonctions de base sont les fonctions chapeaux� pour i � 	� N �

pi�z� �

���������������

z � zi��
hi

si z � �zi��� zi�
zi�� � z

hi��
si z � �zi� zi���

� sinon

Le courant approch�e se repr�esente par �

Ih�z� �
NX
i	�

Iipi�z�����
�

et on le calcule comme la solution de

NX
i	�

Iia�pi� pj� � ��pj�� �j � 	� N������

ce qui revient �a r�esoudre le syst�eme lin�eaire

Ah Ih � Fh������

o�u Ih est le vecteur des Ii et���������
� Ah�ij � a�pi� pj� �

Z �

��

Z �

��
G�z � z���k�pi�z�pj�z

��� p�i�z�p
�
j�z

���dzdz��

�Fh�j � ��pj� �

Z �

��
fh�z�pj�z�dz

����	�

Pour le calcul de la matrice Ah on utilise l�expression ���	�� du noyau� et on tronque la
somme ���	�� �a n � � �le reste est estim�e inf�erieur �a ��	���� �	��� La matrice Ah est une
matrice complexe sym�etrique �non hermitienne�� Le calcul des coe�cients de la matrice Ah

se fait en utilisant une m�ethode d�assemblage standard � �a chaque degr�e de libert�e j on associe
deux segments K�

j qui supportent la fonction da base associ�ee� et on �ecrit

� Ah�ij �
X
�j	�

X
�i	�

Z
K

�j
j

Z
K

�i
i

G�z � z���k�pi�z�pj�z
��� p�i�z�p

�
j�z

���dzdz�

On est donc ramen�e �a calculer des contributions �el�ementaires du type

Mij �

Z
Ki

Z
Kj

G�z � z����z���z��dzdz�������

��



o�u � �resp� �� est une des deux fonctions de base sur l��el�ement Ki �resp� Kj��
La di�cult�e essentielle provient de l�int�egration de la singularit�e du noyau� La m�ethode est

classique en �equations int�egrales �cf x����	 pour l��equation int�egrale compl�ete� � on distingue
deux cas suivant que les segments sont adjacents ou confondus�

Dans le premier cas �segments disjoints� il n�y a pas de singularit�e et on peut utiliser
des formules de quadratures �formule de GaussLegendre� �	� ��� ���� pour approcher les
int�egrales� En pratique� on a int�er�et �a utiliser un nombre de points de quadrature qui d�epend
de la distance entre les segments consid�er�e� Mazari propose d�utiliser une formule �a Ni points

sur Ki� avec Ni � max��� E�
hi
dij
� o�u dij �

	

�
j�zi�� ! zi�� �zj�� ! zj�j�

Dans le second cas� on isole la singularit�e du noyau puis on l�int�egre une premi�ere fois
analytiquement �ce qui est rendu possible par des changements de variables qui permettent
de se ramener �a int�egrer simplement des produits de fonctions de base�� Il reste alors �a
int�egrer num�eriquement une fonction du type log x f�x�� Les formules de Gauss Legendre
sont tr�es mal adapt�ees dans ce cas �a cause de la singularit�e logarithmique� On utilise plut�ot
des formules de quadrature �a poids logarithmiques �cf ������

	�	 Conclusion

Nous avons vu que la m�ethode de Mazari pr�esente de nombreux avantages par rapport aux
m�ethodes couramment utilis�ees� en particulier la m�ethode des moments� Notamment sa
stabilit�e est un atout consid�erable puisqu�elle permet d�approcher le courant avec une pr�ecision
tout �a fait raisonnable en ra�nant le maillage�

Cependant� cette m�ethode consiste �a calculer non pas le courant sur le �l� mais sa moyenne
par rapport �a la section du �l� On perd ainsi toute information provenant de la d�ependance
par rapport �a la variable angulaire� ce qui ne rend pas possible le calcul du champ proche
du �l� Sur des exemples� Mazari a montr�e qu�on peut calculer le champ� avec une pr�ecision
raisonnable� �a une distance de environ max�	�a� h�� C�est �evidemment un gain par rapport
�a la m�ethode des moments �qui ne pouvait le calculer qu��a une distance d�environ ��a�� mais
c�est quand m�eme une limitation� Pour r�esoudre cette di�cult�e� Mazari propose de faire un
�e�et loupe� � apr�es avoir calcul�e le courant globalement sous l�hypoth�ese �laire� elle introduit
localement un maillage surfacique sur la partie du �l �a proximit�e de laquelle on veut calculer
le champ� Elle r�esout ensuite l��equation int�egrale compl�ete pos�ee sur le maillage local� en
utilisant les r�esultats du calcul global pour d�eterminer les conditions aux limites�

On peut se demander s�il serait possible� comme pour le Laplacien� d�obtenir une approx
imation �laire qui tienne compte de la d�ependance par rapport �a l�angle� ce qui permettrait
de calculer le champ proche sans avoir besoin d�utiliser un code �D�

Remerciements� Tous mes remerciements �a F� Collino pour ses notes personnelles et �a A�
Mazari qui a r�epondu patiemment �a toutes mes questions �laires���

References

�	� M� Abramowitz and I� Stegun� Handbook of Mathematical Functions� Dover Publication�
	�"
�

��� R� A� Adams� Sobolev Spaces� Academic Press� 	����

��



��� A� Bamberger� Approximation de la Di�raction d�Ondes Elastiques� une Nouvelle Ap
proche �I���II���III�� Technical report� Ecole Polytechnique� CMAP� 	�
�� Rapports
Internes no �	� �"� �
�

��� E� B�ecache and T� Ha Duong� A SpaceTime Variational Formulation for the Boundary
Integral Equation in a �D Elastic Crack Problem� RAIRO� M�AN� �
�no��	�	*	�"� ���

��� A� Bendali� Approximation par 	el	ements �nis de surface de probl�emes de di�raction des
ondes 	electromagn	etiques � PhD thesis� Paris VI� 	�
�� Th�ese de doctorat d��etat�

�"� A� Bendali� Numerical analysis of the exterior boundary value problem for the time
harmonic maxwell equations by a boundary element method� part 	� The continuous
problem� Math� Comp�� �����*�"� 	�
��

��� A� Bendali� Numerical analysis of the exterior boundary value problem for the time
harmonic maxwell equations by a boundary element method� part �� The discrete prob
lem� Math� Comp�� �����*"
� 	�
��

�
� A� Bendali� C� Devys� J�C� N�ed�elec� and A� Ziani� Magellan  code de calcul du rayon
nement d�une antenne quelconque� Technical report� Rapport DRET� 	�
"�

��� P� G� Ciarlet� The Finite Element Method for Elliptic Problems� North Holland� 	��
�

�	�� D� Colton and R� Kress� Integral Equation Methods in Scattering Theory� John Wiley
and Sons� 	�
��

�		� R� Dautray and J� L� Lion� Analyse Math	ematique et Calcul Num	erique pour les Sciences
et les Techniques� volume �� chapter XIII� Masson� 	�
��

�	�� T� Ha Duong� On the boundary integral equations for the crack opening displacement
of �at cracks � Integr� Equat� Oper� Th�� 	�����*���� 	����

�	�� J� Giroire� Etude de quelques probl�emes aux limites ext	erieurs et r	esolution par 	equations
int	egrales � PhD thesis� Universit�e de Paris "� 	�
�� Th�ese de doctorat d��etat�

�	�� J� Giroire� Mise en oeuvre de m�ethodes d��el�ements �nis de fronti�ere� Technical report�
Universit�e Paris "� 	�
�� Cours de DEA d�Analyse Num�erique�

�	�� J� Giroire and J� C� N�ed�elec� Numerical Solution of an Exterior Neumann Problem using
a Double Layer Potential � Math� Comp�� ������*���� 	��
�

�	"� I�S� Gradshteyn and I�M� Ryzhik� Table of integrals� series� and products� Academic
Press INC� 	�
�� �eme edition�

�	�� M� C� Gray� J� Appl� Phys�� 	��"	�� 	����

�	
� E� Hallen� Nova Acta Reg� Soc� Sci� Upsal� ��		�� 	��
�

�	�� M� A� Hamdi� Une formulation variationnelle par �equations int�egrales pour le r�esolution
de l��eqution de helmholtz avec des conditions aux limites mixtes� C�R� Acad� Sc�� T
����	�*��� 	�
	� S�erie II�

���� R� F� Harrington� Field computation by moment methods� Macmillan� New York� 	�"
�

�"



��	� D� S� Jones� The Theory of Electromagnetism� Pergamon� 	�"��

���� D� S� Jones� Note on the integral equation for a straight wire antenna� IEEE PROC�
	�
���� April 	�
	�

���� D� S� Jones� Methods in Electromagnetic Wave Propagation� Oxford Science Publications�
	���� second edition�

���� R� King� J� Appl� Phys�� ���	���� 	����

���� R� King and D� Middleton� Quart� Appl� Math�� ������� 	��"�

��"� J� L� Lions and E� Magenes� Probl�emes aux limites non Homog�enes et Applications�
volume 	� Dunod� 	�"
��

���� A� Mazari� D	etermination par une m	ethode d�	equations int	egrales du champ 	electromag�
n	etique rayonn	e par une structure �liforme� PhD thesis� Universit�e de Paris "� 	��	�
Th�ese�

��
� K� K� Mei� On the integral equations of thin wire antennas� IEEE Trans� Ant� Prop��
	����� 	�"��

���� Henri Mineur� Techniques de Calcul Num	erique� Librairie Polytechnique Ch� B�eranger�
	����

���� J� C� N�ed�elec� Approximation des Equations Int�egrales en M�ecanique et en Physique�
Technical report� Ecole Polytechnique� CMAP� 	���� Cours de l�Ecole d�Et�e CEAEDF
INRIA�

��	� J� C� N�ed�elec� R�esolution par Potentiel de Double Couche du Probl�eme de Neumann
ext�erieur � C�R� Acad� Sc�� T �
"�	��*	�"� 	��
� s�erie A�

���� J�C� N�ed�elec� Ondes acoustiques et �electromagn�etiques� equations int�egrales� Ecole
Polytechnique� 	��"� Cours de DEA� �a para�itre�

���� H� C� Pocklington� Electrical oscillations in wires� In Proc� Camb� Phil� Soc�� 	
���

���� P� A� Raviart and J� M� Thomas� Introduction l�Analyse Num	erique des Equations aux
D	eriv	ees Partielles� Masson� 	�
��

���� F� Rogier� Probl�emes Math	ematiques et num	eriques li	es �a l�approximation de la g	eom	etrie
d�un corps di�ractant dans les 	equations de l�	electromagn	etisme � PhD thesis� Universit�e
de Paris "� 	�
�� Th�ese�

��"� E� Roubine� Lignes et antennes� Revue d�optique� 	����

���� B� P� Rynne� The wellposedness of the integral equations for thin wire antennas� IMA
J� Appl� Math�� �����*��� 	����

��
� S� A� Schelkuno�� Advanced Antenna Theory� chapter �� Wiley� New York� 	����

���� G� Strang and G� J� Fix� An analysis of the �nite element method� Englewood Cli�s
Prentice Hall� 	����

��



���� A� H� Stroud� Approximate Calculation of Multiple Integrals� Prentice  Hall� 	��	�

��	� I� Terrasse� R	esolution math	ematique et num	erique des 	equations de Maxwell instation�
naires par une m	ethode de potentiels retard	es� � PhD thesis� Ecole Polytechnique� 	����
Th�ese�

�





