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a
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iaCon
lusiónProblemáti
aLa fun
ión distan
ia o �Transformada dedistan
ia� es rela
ionada a un objeto (o 
on-junto, o patrón) X en un espa
io E . Aso
iaa 
ada elemento de X su distan
ia al 
om-plementario de X en E : X 
 = E \ X .Esta fun
ión está obviamente vin
ulada auna distan
ia d de�nida sobre E × E . Nosinteresamos en el 
ál
ulo de esta fun
ión enel espa
io E dis
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uadradaDistan
ias en Z
nTesela
ión del espa
ioUna tesela
ión es una parti
ión del espa
io

R
n en un 
onjunto de partidas {Pi}i∈I :

⋃i∈I Pi = R
n

∀(i , j) ∈ I 2,Pi ∩ Pj = ∅Las Pi son denominadas teselas (o píxeles,o vóxeles).
Pajarita - Alhambra (Granada)
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iones y Imágenes dis
retasTopologías en la malla 
uadradaDistan
ias en Z
nTesela
ión del planoEn el 
aso del plano R

2, solo existen 3 tesela
iones regulares, esde
ir que respetan las 
ondi
iones siguientes:los Pi son todos idénti
os.los Pi son polígonos regulares (i.e. 
onvexos, lados iguales,ángulos iguales).
ada vérti
e de Pi está en 
onta
to 
on otros vérti
es.
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iones y Imágenes dis
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uadradaDistan
ias en Z
nTesela
ión y grafoA toda tesela
ión se puede asso
iar un grafo 
uyos vérti
es represen-tan las teselas, y 
uyas aristas representan la rela
ión de adya
en
iaentre teselas (2 teselas son adya
entes si 
omparten un lado). Untal grafo es denominado malla del plano.Tesela
ión y mallas regulares son representa
iones duales del planodis
reto:

Malla hexagonal Malla 
uadrada Malla triangular(Tesela triangular) (Tesela 
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iones y Imágenes dis
retasTopologías en la malla 
uadradaDistan
ias en Z
nPropriedades de las tesela
iones regularesLa ele

ión del tipo de tesela
ión regular en análisis de imagenes seha
e según 
iertas propriedades:Conformidad a la geometría del sensor.Re
ursividad (multi-resolu
ión).Número de dire

iones representadas.Extensión a las dimensiones superiores.Representa
ión en Z

n.
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lusión Tesela
iones y Imágenes dis
retasTopologías en la malla 
uadradaDistan
ias en Z
nLa malla 
úbi
aPor esas razones, la malla 
adruada(en 2d), o 
úbi
a (en 3d) es la masusada en análisis de imágenes.El espa
io dis
reto está, pues, repre-sentado por Z

n.Un píxel (2d) o vóxel (3d) es unelemento de Z
n. Tesela
ión 2d Malla 2d

Tesela
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Tesela
iones y Imágenes dis
retasTopologías en la malla 
uadradaDistan
ias en Z
nImágen binaria

Sea Z
n el espa
io dis
reto.Una imágen binaria I está de�nida 
omo unsub
onjunto de Z

n :I ⊂ Z
nEl píxel p ∈ Z

n está representado en negrosi y solo si p ∈ I .
Presenta
ión �Teselas�
Presenta
ión �Malla�
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iaCon
lusión Tesela
iones y Imágenes dis
retasTopologías en la malla 
uadradaDistan
ias en Z
nImágen digital

Sea Z
n el espa
io dis
reto.Una imágen digital F está de�nida 
omo unafun
ión de Z

n de valores enteras:F : Z
n → NEl píxel p ∈ Z

n está representado 
on unnivel de gris propor
ional a F (p).
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iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Tesela
iones y Imágenes dis
retasTopologías en la malla 
uadradaDistan
ias en Z
nTopologías en la malla 
uadradaLa topología en las imágenes dis
retas está de�nida a partir de larela
ión de 
one
tividad indu
ida por el grafo de la malla (X ,S),donde X representa los vérti
es y S las aristas.X ⊂ Z

2;S ⊂ X 2Sean x e y 2 puntos de X , por de�ni
ión x e y son adya
entes si:x ≈ y ⇔ (x , y) ∈ SEn la malla 
uadrada, 2 tipos de rela
iones de adya
en
ia poden ser
onsiderados:
4-
onne
tividad 8-
onne
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lusión Tesela
iones y Imágenes dis
retasTopologías en la malla 
uadradaDistan
ias en Z
nCaminos y 
omponentes 
onexosLa 
erradura transitiva de la rela
ión de adya
en
ia ≈ es unarela
ión de equivalen
ia: �existe un 
amino 
onexo entre x e y� :x ∼ y ⇔ ∃{x1, . . . , xn}, x ≈ x1, . . . , xi ≈ xi+1, . . . , xn ≈ y

Camino 4-
onexo Camino 8-
onexoLas 
lases de equivalen
ia de la rela
ión �∼� se denominan las
omponentes 
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lusión Tesela
iones y Imágenes dis
retasTopologías en la malla 
uadradaDistan
ias en Z
nHue
os y Teorema de JordanEn la malla 
uadrada, la no
ión de hue
o en un 
onjunto X(X ⊂ Z

2), que debe 
orresponder a una 
omponente 
onexa �nitadel 
omplementario X 
 , no está bien de�nida...
8-
one
tividad 4-
one
tividad

Este problema está vin
ulado a lavalidez del teorema de Jordan, segúnel 
ual una 
urva simple 
errada separael plano en 2 
omponentes 
onexas,una de las 
uales sea �nita.Antoine Manzanera Transformadas de distan
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Tesela
iones y Imágenes dis
retasTopologías en la malla 
uadradaDistan
ias en Z
nHue
os y Teorema de Jordan...a no ser que se 
onsidere diferentes tipos de 
one
tividad para Xy para X 
 :

8-
one
tividad 4-
one
tividad El Teorema de Jordan es valido porla (8-4)-
one
tividad y por la (4,8)-
one
tividad.
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lusión Tesela
iones y Imágenes dis
retasTopologías en la malla 
uadradaDistan
ias en Z
nHue
os y Teorema de JordanEjemplo : ¾ Cuantas 
omponentes 
onexas, y 
uantos hue
os,(1) por la (8-4)-
one
tividad, (2) por la (4,8)-
one
tividad ?
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lusión Tesela
iones y Imágenes dis
retasTopologías en la malla 
uadradaDistan
ias en Z
nDistan
ias y bolas dis
retasDistan
ia en Z

nd : Z
n × Z

n es una distan
ia
⇔







d(x , y) = d(y , x)d(x , y) = 0 ⇔ x = yd(x , z) ≤ d(x , y) + d(y , z)Bola dis
retaSea d una distan
ia de Z
n, x ∈ Z

n, r ∈ N.La bola de 
entro x y de radio r está de�nida por:Bdr (x) = {y ∈ Z
n; d(x , y) ≤ r}.Antoine Manzanera Transformadas de distan
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lusión Tesela
iones y Imágenes dis
retasTopologías en la malla 
uadradaDistan
ias en Z
nDistan
ia eu
lidianaDistan
ia eu
lidiana en Z

2dE (x , y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2
dE (A,B) =

√52 + 32 =
√34 BdE

√10(C) = {y ∈ Zn; dE (C , y) ≤
√10}Antoine Manzanera Transformadas de distan
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Tesela
iones y Imágenes dis
retasTopologías en la malla 
uadradaDistan
ias en Z
nDistan
ia d4Si se de�ne la distan
ia entre 2 puntos x e y 
omo la largura del
amino 
onexo mas 
orto entre x e y , la topología 4-
onexa indu
euna distan
ia d4. Ponderando todas las aristas del grafo de la mallapor el valor 1, resulta:Distan
ia d4 en Z

2d4(x , y) = |x1 − y1| + |x2 − y2|
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iones y Imágenes dis
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uadradaDistan
ias en Z
nDistan
ia d4Distan
ia d4 en Z

2d4(x , y) = |x1 − y1| + |x2 − y2|
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iones y Imágenes dis
retasTopologías en la malla 
uadradaDistan
ias en Z
nDistan
e d8Del mismo modo la topología 8-
onexa indu
e una distan
ia d8de�nida por:Distan
ia d8 en Z

2d8(x , y) = max(|x1 − y1|, |x2 − y2|)
d4(A,B) = max(5, 3) = 5 Bd83 (C) = {y ∈ Zn ; d8(C , y) ≤ 3}Antoine Manzanera Transformadas de distan
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasTransformada de distan
ia
Transformada de distan
iaSea d una distan
ia en Z

n, X ⊂ Z
n una imágen binaria.La transformada de distan
ia f Xd está de�nida por :f Xd : Z

n → Nx 7→ d(x ,X 
 )
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasTransformada de distan
ia d4Sea X una imágen binaria de dimensiones W ×H. La transformadade distan
ia d4 sobre X está 
al
ulada por el algoritmo re
ursivosiguiente, según 2 se
uen
ias su
esivas :(1) Se
uen
ia 
ausalfor j = 1 to Hfor i = 1 to Wif (i , j) ∈ X : FX4 (i , j) = ∞;else FX4 (i , j) = 0FX4 (i , j) = min( FX4 (i , j),FX4 (i − 1, j) + 1,FX4 (i , j − 1) + 1);endforendfor 1
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ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasTransformada de distan
ia d4(2) Sequen
ia anti
ausalfor j = H downto 1for i = W downto 1FX4 (i , j) = min( FX4 (i , j),FX4 (i + 1, j) + 1,FX4 (i , j + 1) + 1);endforendfor 1

1La 
omplexidad del algoritmo es de 2 
ompara
iones por píxel.Antoine Manzanera Transformadas de distan
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasTransformada de distan
ia d4 : ilustra
ión
(0) Initializa
ión (1) Después se
uen
ia 
ausal (2) Después 2 se
uen
ias
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ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasTransformada de distan
ia d4 : ilustra
iónIzquierda: transformada de distan
ia d4 del 
omplementario de un
onjunto redu
ido a un píxel (
entro de la imágen).Dere
ha: lineas de niveles r (en 
olor) de la transformada de distan-
ia : 
ír
ulos dis
retos de radios r .
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasTransformada de distan
ia d8Del mismo modo, la transformada de distan
ia d8 sobre una imágenbinaria X se 
al
ula de la manera siguiente:(1) Se
uen
ia 
ausalfor j = 1 to Hfor i = 1 to Wif (i , j) ∈ X : FX8 (i , j) = ∞;else FX8 (i , j) = 0;FX8 (i , j) = min( FX8 (i , j),FX8 (i − 1, j − 1) + 1,FX8 (i , j − 1) + 1,FX8 (i + 1, j − 1) + 1,FX8 (i − 1, j) + 1);endforendfor 1

1

1 1
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasTransformada de distan
ia d8(2) Se
uen
ia anti
ausalfor j = H downto 1for i = W downto 1FX8 (i , j) = min( FX8 (i , j),FX8 (i + 1, j + 1) + 1,FX8 (i , j + 1) + 1,FX8 (i − 1, j + 1) + 1,FX8 (i + 1, j) + 1);endforendfor 1

1 11La 
omplexidad del algoritmo es de 4 
ompara
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osDistan
ias 
asi eu
lidianasTransformada de distan
ia d8: ilustra
iónIzquierda: transformada de distan
ia d8 del 
omplementario de un
onjunto redu
ido a un píxel (
entro de la imágen).Dere
ha: lineas de niveles r (en 
olor) de la transformada de distan-
ia : 
ír
ulos dis
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iones de las transformadas de distan
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osDistan
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ión distan
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasDistan
ias de 
hamferLas distan
ias de 
hamfer son una tentativa porredu
ir el 
ará
ter anisotrópi
o de las distan
ias d4et d8, y por a
er
arse de la distan
ia eu
lidiana.El prin
ipio 
onsiste tambien en de�nir la distan
ia
omo la largura del 
amino mas 
orto entre dospuntos, pero 
on una pondera
ión de las aristasdiferente según el tipo. Por ejemplo, la distan
iade 
hamfer d3−4 (arriba)Tambien se puede 
onsiderar mallas mas 
om-plexas, i.e. ve
indades mas grandes: d5−7−11(medio), o aún d14−20−31−44 (abajo).Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
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ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasTransformada de distan
ia d3−4Por ejemplo, la transformada de distan
ia d3−4 sobre una imágenbinaria X se 
al
ula de la manera siguiente:(1) Sequen
ia 
ausalfor j = 1 to Hfor i = 1 to Wif (i , j) ∈ X : FX3−4(i , j) = ∞;else FX3−4(i , j) = 0;FX3−4(i , j) = min( FX3−4(i , j),FX3−4(i − 1, j − 1) + 4,FX3−4(i , j − 1) + 3,FX3−4(i + 1, j − 1) + 4,FX3−4(i − 1, j) + 3);endforendfor 4 4

3

3
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ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasTransformada de distan
ia d3−4(2) Se
uen
ia anti
ausalfor j = H downto 1for i = W downto 1FX3−4(i , j) = 13 ×min( FX3−4(i , j),FX3−4(i + 1, j + 1) + 4,FX3−4(i , j + 1) + 3,FX3−4(i − 1, j + 1) + 4,FX3−4(i + 1, j) + 3);endforendfor 3 4

3

4La 
omplexidad del algoritmo es de 4 
ompara
iones por píxel.Observe la división por 3 para normalizar.Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
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osDistan
ias 
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ias de 
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ionesTransformadas de distan
ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasTransformada de distan
ia eu
lidianaProblema: ¾ Puede 
al
ularseuna transformada de distan-
ia eu
lidiana exa
ta sobre
ualquiera imágen binaria Xpor una se
uen
ia de pasadasinvolviendo úni
amente 
ál
u-los el la ve
indad 3× 3 ?Respuesta : ½ NO !
A

B

C

QR
1

R
2
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ionesTransformadas de distan
ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasTransformada de distan
ia eu
lidiana
dE (R1,A) < dE (R1,B),dE (R2,C ) < dE (R2,B) perodE (Q,B) < dE (Q,A) ydE (Q,B) < dE (Q,C ).Enton
es no se puede de
idir lo-
almente de la transformada dedistan
ia en el punto Q.
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B

C
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1

R
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ionesTransformadas de distan
ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasAlgoritmo de Danielsson-LeymarieSin embargo, se puede 
al
ular de esta forma una muy buena aprox-ima
ión de la transformada de distan
ia eu
lidiana.El algoritmo de Danielsson-Leymarie (DL) 
onsiste en 
al
ular, por
ada píxel (x , y) de X , las 
oordenadas relativas (Rx(x , y),Ry (x , y))del píxel de 
ontorno mas 
er
ano, es de
ir que el píxel de X 
 lo mas
er
a de (x , y) habra 
oordenadas (x + Rx(x , y), y + Ry (x , y)).La transformada de distan
ia eu
lidiana de (x , y) vale enton
es:FXE (x , y) =
√Rx(x , y)2 + Ry (x , y)2
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ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasAlgoritmo de Danielsson-Leymarie
El algoritmo DL propaga, por
ál
ulos re
ursivos, los valoresde las 
oordenadas relativas
(Rx ,Ry ).

x

y

R = −1y

R = 0x

R = −2y

R = −2x

R = 1y

R = 4x
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ionesTransformadas de distan
ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasAlgoritmo de Danielsson-LeymarieEl 
uadrado de la transformada de distan
ia eu
lidiana es 
al
u-lado por suma
ión marginal: 
uando un número z aumenta de 1,su 
uadrado aumenta de 2z + 1.
(|Rx | + |a|)2 + (|Ry | + |b|)2 =R2x + R2y + 2|aRx | + 2|bRy | + a2 + b2Enton
es:FXE (x+a, y+b)2 = FXE (x , y)2+2|aRx |+2|bRy |+a2+b2
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iones y Nota
ionesTransformadas de distan
ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasAlgoritmo de Danielsson-Leymarie
Nota
iones: Se denota la ve
indad 
ausal V− =
{(−1,−1), (0,−1), (+1,−1), (−1, 0)}, y la ve
indad anti
ausalV+ = {(+1, 0), (−1,+1), (0,+1), (+1,+1)}.Se denota ∆f (a,b)(x , y) = 2(|aRx (x + a, y + b)| + |bRy (x +a, y + b)|) + a2 + b2 el aumenta
ión marginal dal 
uadrado de latransformada de distan
ia eu
lidiana al pasar del punto (x +a, y +b)al punto (x , y).
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ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasAlgoritmo de Danielsson-LeymarieIni
ializa
iónpor 
ada píxel (x , y):si (x , y) 6∈ X : {f (x , y) = 0;Rx(x , y) = 0;Ry (x , y) = 0;}si (x , y) ∈ X : {f (x , y) = ∞;Rx(x , y) = 0;Ry(x , y) = 0;}Pasada 
ausalpor y de 0 a H :por x de 0 a W :(1) (a, b) = arg min
(u,v)∈V−

[f (x + u, y + v) + ∆f (u,v)(x , y)](2) Rx(x , y) = Rx(x + a, y + b) + aRy(x , y) = Ry(x + a, y + b) + b(3) f (x , y) = f (x + a, y + b) + ∆f (a,b)(x , y)Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasAlgoritmo de Danielsson-Leymarie
Pasada anti
ausalpor y de H a 0 :por x de W a 0 :(1) (a, b) = arg min

(u,v)∈V+
[f (x + u, y + v) + ∆f (u,v)(x , y)](2) Rx(x , y) = Rx(x + a, y + b) + aRy(x , y) = Ry(x + a, y + b) + b(3) f (x , y) = f (x + a, y + b) + ∆f (a,b)(x , y)
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ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasAlgoritmo de Danielsson-LeymarieEn realidad, las 2 pasadas produ
en errores en los valores de la trans-formada de distan
ia, que pueden ser 
orregidos por pasadas suple-mentales: transformada de distan
ia obtenida después de 2 pasadas:
El valor �52� del píxel está atribuida por referen
ia al ve
ino 
on valor �34� :34 = 25+9(Rx = −5;Ry = +3), y enton
es 52 = 36+16(Rx = −5−1;Ry = +3+1),por qué el valor �37� solo apare
e después de la segunda pasada (anti
ausal).Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
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ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasAlgoritmo de Danielsson-Leymarie2 pasadas suplementales aumentan la pre
isión:transformada de distan
ia obtenida después de 4 pasadas:
El valor �50� del píxel está atribuida por referen
ia al ve
ino 
on valor �37� :37 = 36 + 1(Rx = −6;Ry = +1)y enton
es 50 = 49 + 1(Rx = −6− 1;Ry = +1 + 0)Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
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ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasAlgoritmo de Danielsson-LeymariePasada 
ausal ; 
on retorno 
ada líneapor y de 0 a H :por x de 0 a W :(1) (a, b) = arg min
(u,v)∈V−

[f (x + u, y + v) + ∆f (u,v)(x , y)](2) Rx(x , y) = Rx(x + a, y + b) + aRy(x , y) = Ry(x + a, y + b) + b(3) f (x , y) = f (x + a, y + b) + ∆f (a,b)(x , y)por x de W a 0 :Si f (x + 1, y) + ∆f (1,0)(x , y) < f (x , y) :Rx(x , y) = Ry(x + 1, y) + 1 ; Ry (x , y) = Ry (x + 1, y)f (x , y) = f (x + 1, y) + ∆f (1,0)(x , y)Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasAlgoritmo de Danielsson-LeymariePasada anti
ausal ; 
on retorno 
ada líneapor y de H a 0 :por x de W a 0 :(1) (a, b) = arg min
(u,v)∈V+

[f (x + u, y + v) + ∆f (u,v)(x , y)](2) Rx(x , y) = Rx(x + a, y + b) + aRy(x , y) = Ry(x + a, y + b) + b(3) f (x , y) = f (x + a, y + b) + ∆f (a,b)(x , y)por x de 0 a W :Si f (x − 1, y) + ∆f (−1,0)(x , y) < f (x , y) :Rx(x , y) = Ry(x − 1, y) − 1 ; Ry (x , y) = Ry (x − 1, y)f (x , y) = f (x − 1, y) + ∆f (−1,0)(x , y)Antoine Manzanera Transformadas de distan
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ionesTransformadas de distan
ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasTransformada de distan
ia eu
lidiana: ilustra
ión

Transformada de distan
ia eu
lidiana 
al
ulada 
on el algoritmo DL(después del 
ál
ulo de la raiz 
uadrada).Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
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ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Algoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianasTransformada de distan
ia eu
lidiana: ilustra
ión

Transformada de distan
ia del 
omplementario del píxel 
entral, y
ír
ulos dis
retos (radios 25, 75 et 125), obtenidos 
on el algoritmoDL. Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
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iones y Nota
ionesTransformadas de distan
ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaÍndi
e1 Formalismo, De�ni
iones y Nota
ionesTesela
iones y Imágenes dis
retasTopologías en la malla 
uadradaDistan
ias en Z
n2 Transformadas de distan
ia: AlgoritmosAlgoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianas3 Apli
a
iones de las transformadas de distan
iaOperadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
ala4 Con
lusión Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
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iónFormalismo, De�ni
iones y Nota
ionesTransformadas de distan
ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaErosión y dilata
iónEl erosión y la dilata
ión son los operadores fundamentales del pro
e-samiento morfológi
o de las imágenes. Sea X ⊂ Z
n una imágenbinaria ; B ⊂ Z

n un elemento estru
turante.Erosión morfológi
a
εB(X ) =

⋂b∈B X−b = { z ∈ Z
n;∀b ∈ B ,∃x ∈ X : z = x − b}Dilata
ión morfológi
a

δB(X ) =
⋃b∈B X−b = {z ∈ Z

n;∃b ∈ B ,∃x ∈ X : z = x − b}Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
retas 58 / 109
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ionesTransformadas de distan
ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaErosión y dilata
ión
Cuando el elemento estru
turante B es una bola de la distan
ia d :Bλ(x) = {y ∈ Z

n; d(x , y) ≤ λ}, el erosión y la dilata
ión se 
al
ulanpor umbrales de la transformada de distan
ia:Erosión por una bola
εBλ

(X ) = {z ∈ Z
n; d(z ,X 
 ) ≥ λ}

Dilata
ión por una bola
δBλ

(X ) = {z ∈ Z
n; d(z ,X ) < λ}
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaErosión morfológi
aErosión por una bola eu
lidiana de radio λ = 20 :
X FXE {z ;FXE (z) ≥ 20}Antoine Manzanera Transformadas de distan
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iones y Nota
ionesTransformadas de distan
ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaDilata
ión morfológi
aDilata
ión por une bola eu
lidiana de radio λ = 50 :
X FX 
E {z ;FX 
E (z) < 50}Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
retas 61 / 109
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ionesTransformadas de distan
ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaMáximos lo
ales y máximos regionalesMáximos lo
alesLos máximos lo
ales de una imágen digital F son los píxeles p
uyor valor F (p) es superior o igual a los de sus ve
inos.Máximos lo
ales de una fun
ióndigital 1d (azul).
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaMáximos lo
ales y máximos regionalesMáximos regionalesLos máximos regionales de una imágen digital F son las�plataformas� (regiones 
onexas de valor 
onstante), al borde delas 
uales el valor disminuye estri
tamente.Máximos regionales de unafun
ión digital 1d (rojo).
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ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaCál
ulo de los máximos lo
alesLos máximos lo
ales se 
al
ulan de manera lo
al. Son aso
iados auna topología: 4-
onexa o 8-
onexa :Máximos lo
ales 4-
onexam4(F ) = {z ∈ Z2;∀q, d4(q, z) = 1 : F (z) ≥ F (q)}Máximos lo
ales 8-
onexam8(F ) = {z ∈ Z
2;∀q, d8(q, z) = 1 : F (z) ≥ F (q)}
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ionesTransformadas de distan
ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaCál
ulo de los maximos regionale 1/2Los máximos regionales se 
al
ulan de manera no lo
al. Por ejemplo,aquí está el algoritmo de 
ál
ulo de los máximos regionales 4-
onexos.(1) Ini
ializa
ión de una 
ola (FIFO): máximos estri
tos(i.e bordes de los máximos regionales)por y de 0 a H :por x de 0 a W :Si ∀(a, b), |a| + |b| = 1,F (x , y) > F (x + a, y + b):M4 = M4 ∪ {(x , y)}L = L ∪ {(x , y)}Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
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ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaCál
ulo de los máximos regionales 2/2
(2) Explora
ión de la 
ola: propaga
ión de los máximospor 
ada (x , y) ∈ L :por 
ada (a, b), |a| + |b| = 1,F (x , y) = F (x + a, y + b):Si (x + a, y + b) 6∈ M4:M4 = M4 ∪ {(x + a, y + b)}L = L ∪ {(x + a, y + b)}L = L \ {(x , y)}Al �nal, M4 
ontiene los máximos regionales de F , en el sentido dela 4-
one
tividad. Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
retas 66 / 109
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaMáximos lo
ales y esqueletos morfológi
osLos máximos lo
ales de la transformada de distan
ia 
oin
iden 
onel 
onjunto de los 
entros de bolas máximas, denominado esqueletosmorfológi
osEsqueletos morfológi
osSd (X ) = {z ∈ Z
2;∃n ∈ N,Bd (z , n) ⊂ X ,∀(q,m) ∈

Z
2 × N,Bd (z , n) ⊂ Bd (q,m) ⊂ X ⇒ (q,m) = (z , n)}Propriedad Sd4(X ) = m4(FX4 )Sd8(X ) = m8(FX8 )Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaMáximos lo
ales y esqueletos morfológi
osPropriedad Sd4(X ) = m4(FX4 )Sd8(X ) = m8(FX8 )

X FX8 Sd8(X )Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaMáximos lo
ales y esqueletos morfológi
osApli
a
ión : Código de una imágen binaria. El 
ono
imiento de latransformada de distan
ia sobre el esqueleto morfológi
o provee unarepresenta
ion 
ompa
ta de la imágen binaria:X =
⋃z∈Sd (X )

B(z ,FXd (z))
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ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaEsqueleto morfológi
o: ilustra
ionesesqueleto morfológi
os: negro (Imágen original X : gris).
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iones y Nota
ionesTransformadas de distan
ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaMáximos regionales y erosión últimaLos máximos regionales de la transformada de distan
ia d 
oin
iden
on el 
onjunto denominado erodados últimos, 
orrespondiente a laúnion de las 
omponentes 
onexas que desapare
en enteramente bajola a

ión de una se
uen
ia de erosiones reiteradas por la bola de radio1 de la distan
ia d .X0 = X X1 = εB18 (X0) X2 = εB18 (X1) M8(X )
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iones de las transformadas de distan
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lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaMáximos regionales y erosión últimaApli
a
ión: La erosión última sirve a singularizar partí
ulas que sere
ubren mutualmente. Ejemplo: enumera
ion de 
élulas en análisis
uantitativo
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaEsqueletos eu
lidianos multi es
alaUna de la mas potentes apli
a
iones de las transformadas dedistan
ia es el esqueleto eu
lidiano multi es
ala. El prin
ipio es elsiguiente:1 Asso
iar una etiqueta úni
a a 
ada píxel de 
ontorno.2 Propagar el valor de las etiquetas a los píxeles mas 
er
anos.3 Cal
ular una fun
ión de 
hoque lo
al según la diferen
ia deetiquetas entre píxeles adya
entes.4 El esqueleto es obtenido por umbral de la fun
ión de 
hoque.Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
retas 73 / 109



Introdu

iónFormalismo, De�ni
iones y Nota
ionesTransformadas de distan
ia: AlgoritmosApli
a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaEtiquetaje de 
ontornosSea X una imágen binaria.Contorno en 4-
one
tividad
∂4X = {z ∈ X ;∃q, d4(z , q) = 1, q 6∈ X}Contorno en 8-
one
tividad
∂8X = {z ∈ X ;∃q, d4(8, q) = 1, q 6∈ X}Observe: El 
ontorno en 4-
one
tividad forma una 
urva 
errada8-
onexa por 
ada 
omponente 
onexa de X . El 
ontorno en 8-
one
tividad forma una 
urva 
errada 4-
onexa por 
ada 
omponente
onexa de X . Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
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iones de las transformadas de distan
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lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaEtiquetaje de 
ontornosSea X una imágen binaria. Sea ∂X el 
ontorno de X . El etiquetajede 
ontornos de X 
onsiste en attribuir una pareja de etiquetas (Λ, λ)a 
ada píxel de ∂X , tal 
omo:
Λ identi�
a las 
omponentes 
onexas de ∂X .
λ attribuye un número distinto a 
ada píxel de 
ada
omponente, según 
ierto traye
to (e.g. sentidotrigonométri
o).
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iones de las transformadas de distan
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lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaEtiquetaje de 
ontornos 1/2
Ini
ializa
iónpor y de 0 a H :por x de 0 a W :Si (x , y) ∈ ∂4X :

Λ(x , y) = ∞Indi
e = 0
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iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaEtiquetaje de 
ontornos 2/2
Explora
ión de los 
ontornos 
onexospor y de 0 a H :por x de 0 a W :Si Λ(x , y) = ∞Indi
e = Indi
e + 1 ; Λ(x , y) = Indi
e ;Numero = 1 ; λ(x , y) = Numero ;Mientras ∃(x ′, y ′), d8((x , y), (x ′, y ′)) = 1, Λ(x ′, y ′) = ∞

Λ(x ′, y ′) = Indi
e ; Numero = Numero + 1 ;
λ(x ′, y ′) = Numero ; (x , y) = (x ′, y ′) ;Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaPropaga
ión de las etiquetasLa propaga
ión de las etiquetas a los píxeles mas 
er
anos se ha
esimplemente usando el algoritmo de 
ál
ulo de la fun
ión distan
ia dsobre el 
omplementario del 
ontorno (∂X )
 , aso
iando a 
ada píxel
(x , y) las 
oordenadas relativas (Rx(x , y),Ry (x , y)) del píxel de ∂Xel más 
er
a de (x , y).Si L es una fun
ión etiqueta sobre ∂X , la propaga
ión de la etiquetaL según la distan
ia d es la fun
ión de�nida sobre X 
omo sigue:

ΠLd (x , y) = L(x + Rx , y + Ry )
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaPropaga
ión de las etiquetas: SKIZ et esqueletos
La propaga
ión de la etiqueta Λ (
omponente 
onexa) proveela parti
ión de X en zonas de in�uen
ia (ou SKIZ).La propaga
ión de la etiqueta λ (enumera
ión de 
ontorno)
al
ula las zonas de in�uen
ia de 
ada píxel de ∂X , lo que pordiferen
ia
ión, proveerá el esqueleto de X .
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alaPropaga
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alaPropaga
ión de las etiquetas λ
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lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
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alaPropaga
ión de las etiquetas: detalle
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaFun
ión de 
hoqueLa fun
ión de 
hoque aso
ia a 
ada píxel p un valorproportional a la �lejanía� máxima entre el píxel de 
ontorno
orrespondiente a la etiqueta de p y los que 
orresponden a laetiqueta de los píxeles adya
entes a p.La lejanía es aso
iada a una fun
ión de 
osto κ sobre ∂X × ∂X ,donde 
ada píxel del 
ontorno ∂X está identi�
ado por supareja de etiquetas (ΛX , λX ).Se denota NX (p) = (p + Rx(p), p + Ry (p)), i.e. el punto de ∂X elmás 
er
a de p. Antoine Manzanera Transformadas de distan
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iones de las transformadas de distan
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lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaFun
ión de 
hoqueFun
ión de 
hoque 8-
onexaS8(p) = maxd4(p,q)=1 κ(NX (p),NX (q))Fun
ión de 
hoque 4-
onexaS4(p) = maxd8(p,q)=1 κ(NX (p),NX (q))Observe la dualidad: se 
al
ula el valor máximo en la 4-ve
indadpara un esqueleto 8-
onexo, y re
ípro
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lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaFun
ión de 
hoqueLa fun
ión de 
osto κ aso
iada es la distan
ia geodési
a entre losdos píxeles p1 = NX (p) y p2 = NX (q) al largo del 
ontorno ∂X :Fun
ión de 
osto �distan
ia geodési
a�
κ(p1, p2) = d∂X (p1, p2)

p
1

p
2

(p ,p )
1 2κ
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaFun
ión de 
hoqueLa fun
ión de 
hoque se 
al
ula muy simplemente 
omparando lasetiquetas ΛX y λX de los píxeles adya
entes:(1) Si ΛX (p) 6= ΛX (q), enton
es p está a la frontera de una zona dein�uen
ia de un 
ontorno 
onexa, y:
κ(NX (p),NX (q)) = ∞

p
2

p
1

κ = 8 p
3

κ < 8
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaFun
ión de 
hoque(2) Si ΛX (p) = ΛX (q) enton
es la fun
ión de 
osto es igual a ladiferen
ia de las etiquetas λX , módulo el número total de píxelesdel 
ontorno:Fun
ión de 
osto simétri
a
κ(NX (p),NX (q)) = |ΠλXE (p) − ΠλXE (q)|( mod |∂X |)Fun
ión de 
osto asimétri
a
κ(NX (p),NX (q)) = ΠλXE (p) − ΠλXE (q)( mod |∂X |)La fun
ión de 
osto simétri
a produ
e un esqueleto 
entrado perode espesor 2, la fun
ión de 
osto asimétri
a produ
e un esqueleto deespesor 1, 
on un error posible de ubi
a
ión de medio píxel.Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
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alaFun
ión de 
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaEsqueleto multi es
ala
Una vez la fun
ión de 
hoque S de�nida, el esqueleto de la es
ala σestá de�nido 
omo el umbral de la fun
ión S al valor σ :Esqueleto de la es
ala σSkσ(X ) = {z ;S(z) ≥ σ}
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaCone
tividad de los esqueletos multi es
alaPropriedad: La fun
ión de 
hoque aso
iada a la distan
ia geodési
aal largo del 
ontorno es 
onexa-monótona, es de
ir que por todonúmero entero n, el 
onjunto de los píxeles 
uya fun
ión de 
hoquees superior a n forma el mismo número de 
omponentes 
onexas quela imágen X ini
ial.
S8 {z ;S8(z) > 1} {z ;S8(z) > 5} {z ;S8(z) > 20}Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
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iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaCone
tividad de los esqueletos multi es
alaLa propriedad de 
onexa-monotonía de la fun
ión de 
hoque es de-bida al he
ho que las zonas de in�uen
ia de los píxeles del 
ontornoson 
onexas.La 
one
tividad de las zonas de in�uen
ia de lospíxeles impli
a el 
re
imiento de la fun
ión de
hoque al largo de las 
urvas del esqueleto a par-tir de las extremidades: �
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�
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaCone
tividad de los esqueletos multi es
alaLa 
one
tividad de las zonas de in�uen
ia tambien es una 
ondi
iónne
esaria de 
one
tividad de los esqueletos multi es
ala. Pues elalgoritmo DL es más ade
uado que una distan
ia eu
lidiana exa
tapara el 
ál
ulo de los esqueletos 
onexos.Basándose sobre las distan
ias eu
lidianas exa
-tas, se puede 
onstruir un 
amino 
onexo vin-
ulando A, B y C, que tendrá un esqueleto de-
one
tado: A

B

C

QR
1

R
2
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaEsqueleto multi es
ala
Sk1(X ) Sk5(X ) Sk50(X )
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaRe
onstru

ión multi es
ala
La re
onstru

ión de la es
ala σ está obtenida por la fórmula deinversión del esqueleto:Re
onstru

ión de la es
ala σRσ(X ) =

⋃z∈Skσ(X )

Bz(FEX (z))
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osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
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alaRe
onstru

ión multi es
ala
Es
ala 1 Es
ala 20 Es
ala 100
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaMapa de re
onstru

iónTodas las re
onstru

iónes multi es
ala pueden ser obtenidas muyrapidamente a partir de la mapa de re
onstru

ión de�nida por:Mapa de re
onstru

iónMX (p) = maxz∈Sk1(X );p∈Bz (FEX (z)) SX (z)Pues la re
onstru

ión de la es
ala σ se 
al
ula por simple umbralde la fun
ión MX :Re
onstru

ión de la es
ala σRσ(X ) = {z ;MX (z) ≥ σ}Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
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onexos multi es
alaMapa de re
onstru

ión
X MX {z ;MX (z) > 100}
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
ala¾ Extensión 3d o n-d ?El 
ál
ulo de las transformadas de distan
ia se generalizanfa
ilmente a las dimensiones superiores:1 Adaptando la ve
indad de 
ál
ulo :
V− en 3d (14 vóxels) V+ en 3d (14 vóxels)2 Modi�
ando la fun
ión de in
remente ∆f a(x) :FXE (x + a) = FXE (x) + ∆f a(x) = FXE (x) +

n
∑i=1 2|aiRxi | + a2i
on x = (x1, . . . , xn), a = (a1, . . . , an).Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
ala¾ Extensión 3d o n-d ?
En 
ambio, la fun
ión de 
hoque usada en 2d no sirve en 3d:En 3d, la distan
ia geodési
a al largo del 
ontorno en-tre 2 puntos del 
ontorno ya no puede 
al
ularse 
onsimple diferen
ia de las etiquetas, 
omo en 2d: S(q) =

κ(p1, p2) = d∂X (p1, p2) p
1

(p ,p )
1 2κ

p
2q
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a
iones de las transformadas de distan
iaCon
lusión Operadores morfológi
osEsqueleto morfológi
o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
ala¾ Extensión 3d o n-d ?Por esta razón, se usará en 3d una fun
ión de 
hoque másfa
ilmente 
al
ulable:Se puede de�nir otra fun
ión de 
hoque a partir de lamedida del ángulo entre los 2 puntos de 
ontorno más
er
anos: S(q) = κ(p1, p2) = p̂1qp2 p
1

p
2

(p ,p )
1 2κ

qObserve: ½ pero la preserva
ión de la topología ya no estáasegurada ! Antoine Manzanera Transformadas de distan
ias dis
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o y erosión últimaEsqueletos 
onexos multi es
alaApli
a
iones
Código, 
ompresión, síntesis depatronesIdenti�
a
ión de modelosgeométri
os, topológi
os.Morfometría. (from A. Sud et al, Univ. North Carolina)
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e1 Formalismo, De�ni
iones y Nota
ionesTesela
iones y Imágenes dis
retasTopologías en la malla 
uadradaDistan
ias en Z
n2 Transformadas de distan
ia: AlgoritmosAlgoritmos bási
osDistan
ias 
asi eu
lidianas3 Apli
a
iones de las transformadas de distan
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