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Introduccién

Objetivos del curso

@ Introduccién a la geometria discreta.

o Distancia discreta
@ Topologia discreta

@ Transformada de distancia discreta: Algoritmos

o Distancias relacionadas a la topologia
¢ Distancias casi euclidianas

@ Transformada de distancia discreta: Aplicaciones

o Analisis de imagenes: filtrado, segmentacion
o Representacion de patrones: c6digo, reconocimiento
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Introduccién

Problematica

La funcién distancia o «Transformada de
distancia» es relacionada a un objeto (o con-
junto, o patrén) X en un espacio E. Asocia
a cada elemento de X su distancia al com-
plementario de X en E: X¢ = E\ X.

Esta funcién estd obviamente vinculada a
una distancia d definida sobre E x E. Nos
interesamos en el calculo de esta funcién en
el espacio E discreto, asi como su uso.

Narpula Scobie Narrapula - Women's

body ceremony (Australia)
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Introduccién

Applicaciones

@ Procesamiento de imagenes.
o Filtrados: operadores morfolégicos
o Segmentacién: Zonas de influencia
@ Evolucién de regiones o contornos
activos

@ Representacién de patrones. ] y
o Esqueletos
o Cédigo, compresion

o Reconocimiento, indexacién
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Introduccién

Indice

@ Formalismo, Definiciones y Notaciones
@ Teselaciones y Imagenes discretas
@ Topologias en la malla cuadrada
@ Distancias en Z"

© Transformadas de distancia: Algoritmos
@ Algoritmos basicos
@ Distancias casi euclidianas

© Aplicaciones de las transformadas de distancia
@ Operadores morfolégicos
@ Esqueleto morfolégico y erosién Gltima
@ Esqueletos conexos multi escala

@ Conclusion
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Formalismo, Definiciones y Notaciones Teselaciones y Imagenes discretas
Topologias en la malla cuadrada
Distancias en Z"

Indice

@ Formalismo, Definiciones y Notaciones
@ Teselaciones y Imagenes discretas
@ Topologias en la malla cuadrada
@ Distancias en Z"
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Formalismo, Definiciones y Notaciones Teselaciones y Imagenes discretas
Topologias en la malla cuadrada
Distancias en Z"

Teselacion del espacio

., .. . Pajarita - Alhambra (Granada)
Una teselacién es una particion del espacio e 2N - -

R™ en un conjunto de partidas {P;}c; :

o V(i,j)eI?,PinP; =10

Las P; son denominadas teselas (o pixeles,
o voxeles).
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Formalismo, Definiciones y Notaciones Teselaciones y Imagenes discretas
Topologias en la malla cuadrada
Distancias en Z"

Teselacion del plano

En el caso del plano R?, solo existen 3 teselaciones regulares, es
decir que respetan las condiciones siguientes:
@ los P; son todos idénticos.
@ los P; son poligonos regulares (i.e. convexos, lados iguales,
angulos iguales).
@ cada vértice de P; estd en contacto con otros vértices.

ONONINININININININ/
NANININININININNINT

INININININININININN

Teselacidn triangular  Teselacién cuadrada  Teselacién hexagonal
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Formalismo, Definiciones y Notaciones

Teselaciones y Imagenes discretas

Topologias en la malla cuadrada
Distancias en Z"

Teselacién y grafo

A toda teselacion se puede associar un grafo cuyos vértices represen-
tan las teselas, y cuyas aristas representan la relacion de adyacencia
entre teselas (2 teselas son adyacentes si comparten un lado). Un
tal grafo es denominado malla del plano.
Teselacidén y mallas regulares son representaciones duales del plano

discreto:

Malla hexagonal
(Tesela triangular)

Antoine Manzanera

Malla cuadrada
(Tesela cuadrada)

Malla triangular
(Tesela hexagonal)
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Formalismo, Definiciones y Notaciones Teselaciones y Imagenes discretas
Topologias en la malla cuadrada
Distancias en Z"

Propriedades de las teselaciones regulares

La eleccién del tipo de teselacién regular en anélisis de imagenes se
hace segln ciertas propriedades:

Conformidad a la geometria del sensor.
@ Recursividad (multi-resolucién).

@ Namero de direcciones representadas.
o Extensién a las dimensiones superiores.
°

Representaciéon en Z".
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Formalismo, Definiciones y Notaciones

La malla cabica

Por esas razones, la malla cadruada
(en 2d), o cibica (en 3d) es la mas
usada en analisis de imagenes.

El espacio discreto esta, pues, repre-
sentado por Z".

Un pixel (2d) o voxel (3d) es un
elemento de Z".

Antoine Manzanera

Teselaciones y Imagenes discretas
Topologias en la malla cuadrada
Distancias en Z"

Teselacién 2d Malla 2d
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Teselacién 3d Malla 3d
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Formalismo, Definiciones y Notaciones

Teselaciones y Imagenes discretas

Topologias en la malla cuadrada

Distancias en Z"

Imagen binaria

Sea Z" el espacio discreto.

Una imagen binaria / esta definida como un
subconjunto de Z" :

Ircz"
El pixel p € Z" esta representado en negro
siysolosipel.

Antoine Manzanera Transformadas de dista

Presentacién «Teselas»

Presentacién «Mallax»
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Formalismo, Definiciones y Notaciones

Teselaciones y Imagenes discretas
Topologias en la malla cuadrada
Distancias en Z"

Imagen digital

Sea Z" el espacio discreto.
Una imagen digital F esta definida como una
funcién de Z" de valores enteras:

F.Z" - N
El pixel p € Z" esta representado con un
nivel de gris proporcional a F(p).

Antoine Manzanera Transformadas de dista
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Formalismo, Definiciones y Notaciones Teselaciones y Imagenes discretas
Topologias en la malla cuadrada
Distancias en Z"

Topologias en la malla cuadrada

La topologia en las imagenes discretas esta definida a partir de la
relacién de conectividad inducida por el grafo de la malla (X, S),
donde X representa los vértices y S las aristas.
X Ccz7*ScX?

Sean x e y 2 puntos de X, por definicién x e y son adyacentes si:

xrmy<e(xy)es
En la malla cuadrada, 2 tipos de relaciones de adyacencia poden ser
considerados:

4-connectividad  8-connectividad
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Formalismo, Definiciones y Notaciones Teselaciones y Imagenes discretas
Topologias en la malla cuadrada
Distancias en Z"

Caminos y componentes conexos

La cerradura transitiva de la relacién de adyacencia ~ es una

relacion de equivalencia: «existe un camino conexo entre x e y» :

X~y X, Xn b X R XL, X R Xip 1y Xn Y

Camino 4-conexo Camino 8-conexo

Las clases de equivalencia de la relacién «~» se denominan las
componentes conexas de X.

15/ 109
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Teselaciones y Imagenes discretas
Topologias en la malla cuadrada
Distancias en Z

Formalismo, Definiciones y Notaciones

Huecos y Teorema de Jordan

En la malla cuadrada, la nocién de hueco en un conjunto X
(X C Z?), que debe corresponder a una componente conexa finita
del complementario X¢, no esta bien definida...

Este problema esta vinculado a Ia
validez del teorema de Jordan, segiin
el cual una curva simple cerrada separa
el plano en 2 componentes conexas,
una de las cuales sea finita.

8-conectividad  4-conectividad
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Formalismo, Definiciones y Notaciones Teselaciones y Imagenes discretas
Topologias en la malla cuadrada

Distancias en Z"

Huecos y Teorema de Jordan

..a no ser que se considere diferentes tipos de conectividad para X
y para X°€ :

El Teorema de Jordan es valido por
la (8-4)-conectividad y por la (4,8)-
conectividad.

8-conectividad  4-conectividad
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Formalismo, Definiciones y Notaciones Teselaciones y Imagenes discretas
Topologias en la malla cuadrada
Distancias en Z"

Huecos y Teorema de Jordan

Ejemplo : ; Cuantas componentes conexas, y cuantos huecos,
(1) por la (8-4)-conectividad, (2) por la (4,8)-conectividad ?
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Formalismo, Definiciones y Notaciones Teselaciones y Imagenes discretas
Topologias en la malla cuadrada
Distancias en Z"

Distancias y bolas discretas

d:Z" x Z" es una distancia
d(x,y) = d(y,x)

& dx,y)=0&x=y
d(x,z) < d(x,y)+d(y,z)

Bola discreta

Sea d una distancia de Z", x € Z", r € N.
La bola de centro x y de radio r estad definida por:
Bl (x) = {y € 2" d(x,y) < r}.

| \

A\
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Formalismo, Definiciones y Notaciones Teselaciones y Imagenes discretas
Topologias en la malla cuadrada
Distancias en Z"

Distancia euclidiana

Distancia euclidiana en Z2
de(x,y) =/ (a —y1)2+ (x2 — y2)?

de(A,B) = /52 +32 = /34 B:’/’%(C) ={y € 2";de(C,y) < V10}
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Formalismo, Definiciones y Notaciones Teselaciones y Imagenes discretas
Topologias en la malla cuadrada
Distancias en Z"

Distancia ds

Si se define la distancia entre 2 puntos x e y como la largura del
camino conexo mas corto entre x e y, la topologia 4-conexa induce
una distancia dj. Ponderando todas las aristas del grafo de la malla
por el valor 1, resulta:

Distancia ds en Z2

da(x,y) = [x1 —y1| + [x2 — y2|
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Formalismo, Definiciones y Notaciones Teselaciones y Imagenes discretas

Topologias en la malla cuadrada
Distancias en Z"

Distancia ds

Distancia dj en Z2

da(x,y) = [x1 —y1| + [x2 — y2|

S888880!
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08808
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A L LD L L]
S00008e
o—0O0—0O—0—~0—0C—0C—-—-0

O

di(A,B)=5+3=8 B3*(C) = {y € Z"; da(C,y) < 3}
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Formalismo, Definiciones y Notaciones Teselaciones y Imagenes discretas
Topologias en la malla cuadrada

Distancias en Z"

Distance dg

Del mismo modo la topologia 8-conexa induce una distancia ds
definida por:
Distancia dg en Z?2

dg(x,y) = max(|x1 — y1|, |x2 — y2|)

da(A,B) = max(5,3) =5  BS®(C) = {y € Z"; dg(C,y) < 3}
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Algoritmos os

Transformadas de distancia: Algoritmos A I
Distancias uclidianas

Indice

© Transformadas de distancia: Algoritmos
@ Algoritmos basicos
@ Distancias casi euclidianas
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Algoritmos basicos

Transformadas de distancia: Algoritmos A A 5 e
Distancias casi euclidianas

Transformada de distancia

Transformada de distancia

Sea d una distancia en Z", X C Z" una imagen binaria.
La transformada de distancia de esta definida por :
de VAL N

x +— d(x,X°)
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Algoritmos basicos
Distancias casi euclidianas

Transformadas de distancia: Algoritmos

Transformada de distancia da

Sea X una imagen binaria de dimensiones W x H. La transformada
de distancia ds sobre X estd calculada por el algoritmo recursivo

siguiente, seglin 2 secuencias sucesivas :
(1) Secuencia causal

forj=1toH
fori=1toW
if (i,j) € X : FX(i,j) = oo;
else FX(i,j)=0

F(i,j) = min( FX(i,J),
sz((i,j — 1) + 1);
endfor 1| X

endfor
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Algoritmos basicos
Distancias casi euclidianas

Transformadas de distancia: Algoritmos

Transformada de distancia da

(2) Sequencia anticausal

for j = H downto 1
fori = W downto 1
F(i,j) = min( F(i, ),
FX(i+1,j)+1,
FEGij+1)+1); e

endfor
endfor 1

La complexidad del algoritmo es de 2 comparaciones por pixel.
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Transformadas de distancia: Algoritmos

Transformada de distancia ds : ilustracién

oflo|ofo|o|o]o]o ofofofofofo]o]|o ojlo|ofo|o|o]o]o
0w |w|w|w]|=]|=]|0 ofafafafafi]i]o ofafaft|t]|a]|1]o
0w |w|w|w|=]=]|0 oftf2)22]2]|2]0 oftf2ft1f2]1]o
O e e |00 |ew|ew/0 oftf{2f|o0jo|1|2]|0 ofr |1t |ofoj1|1]|0
0w |w|w|w|=]|=]|0 ofif2f1f1f2]3]|o ot faft|t]|2]|1]o
0w |@|w|w|=]|=]|0 of1f2f2f2f3]|a]|o ofafaft|t]|r]|1]o
oflo|ofo|o|o]o]o ofofofofofo]o]|o oflo|ofo|o|o]o]o
(0) Initializacién (1) Después secuencia causal (2) Después 2 secuencias

ansformadas de dista




Algoritmos basicos
Distancias casi euclidianas

Transformadas de distancia: Algoritmos

Transformada de distancia ds : ilustracién
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Algoritmos basicos

Transformadas de distancia: Algoritmos A A 5 e
Distancias casi euclidianas

Transformada de distancia d, : illustracion

-

s

¥
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Transformadas de distancia: Algoritmos

Transformada de distancia ds : ilustracién

Izquierda: transformada de distancia d; del complementario de un
conjunto reducido a un pixel (centro de la imagen).

Derecha: lineas de niveles r (en color) de la transformada de distan-
cia : circulos discretos de radios r.
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Transformadas de distancia: Algoritmos

Distancias casi euclidianas

Transformada de distancia dg

Del mismo modo, la transformada de distancia dg sobre una imagen

binaria X se calcula de la manera siguiente:
(1) Secuencia causal

forj=1toH
fori=1toW
if (i,j) € X : F&(i,j) = oo;
else FX(i,j)=0;

F<(i,j) = min( Fg (i, J),
FE(i—1,j—1)+1,
Fg((ivj - 1) + 17
FE(i4+1,j—1)+1, e
FX(i—1,j)+1) 1| X
endfor
endfor

Antoine Manzanera Transformadas de distancias discretas 32/109



Transformadas de distancia: Algoritmos

Distancias casi euclidianas

Transformada de distancia dg

(2) Secuencia anticausal

for j = H downto 1
for i = W downto 1
Fif(i,j) = min( FX i,J),

g (

F(i+1,j+1)+1,

FSX(i,j—i—1)+1,

FSX(i—1,j+1)—|—1,

FE(i+1,j) +1); X1
endfor 1111

endfor

La complexidad del algoritmo es de 4 comparaciones por pixel.
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Algoritmos basicos

Transformadas de distancia: Algoritmos A A 5 e
Distancias casi euclidianas

Transformada de distancia dg: ilustracién

e

| T
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Algoritmos basicos
Distancias casi euclidianas

Transformadas de distancia: Algoritmos

Transformada de distancia dg: ilustracién

Izquierda: transformada de distancia dg del complementario de un
conjunto reducido a un pixel (centro de la imagen).

Derecha: lineas de niveles r (en color) de la transformada de distan-
cia : circulos discretos de radios r.
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o mo f o ot ne
Transformadas de distancia: Algoritmos

tr o C dist

Algoritmos basicos
Distancias casi euclidianas

sio

Comparacion distancias dj y dg

.

L

transformada de distancia dg transformada de distancia ds
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Algoritmos basicos

Transformadas de distancia: Algoritmos A A 5 e
Distancias casi euclidianas

Distancias de chamfer

reducir el caracter anisotrépico de las distancias d,

et dg, y por acercarse de la distancia euclidiana.

El principio consiste tambien en definir la distancia

como la largura del camino mas corto entre dos 1
puntos, pero con una ponderacién de las aristas 5 1
diferente segin el tipo. Por ejemplo, la distancia
de chamfer d3_4 (arriba)

Las distancias de chamfer son una tentativa por M
3

Tambien se puede considerar mallas mas com- a4
plexas, i.e. vecindades mas grandes: ds_7_11 a1

. . . 3
(medio), o atn di4—20-31—44 (abajo). 2 @

14
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Transformadas de distancia: Algoritmos

Distancias casi euclidianas

Transformada de distancia d;_4

Por ejemplo, la transformada de distancia ds3_4 sobre una imagen

binaria X se calcula de la manera siguiente:
(1) Sequencia causal

forj=1toH
fori=1toW
i (7.) € X FX ,(i,j) = o0
else FX,(i,j)=0;

F34(i,j) = min( F3 4(i:J);
X (i—1,j—1)+4,
X (i —1)+3,
X (i+1,j—1)+4, 314
X (i = 1) +3)
endfor
endfor
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Algoritmos basicos
Distancias casi euclidianas

Transformadas de distancia: Algoritmos

Transformada de distancia d;_4

(2) Secuencia anticausal

for j = H downto 1
fori =W downto 1

F4(i)) = ><"“”(F3 a(isd),
X (i+1,j+1)+4,
X4, +1)+3,
Xa(i—1,j+1)+4,
X+ 1.0) +3)
endfor 413 4

endfor
La complexidad del algoritmo es de 4 comparaciones por pixel.
Observe la divisién por 3 para normalizar.
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o mo f o ot ne
Transformadas de distancia: Algoritmos

tr o C dist

Algoritmos basicos
Distancias casi euclidianas

sio

Distancias de chamfer: ilustraciones

ryuilry

transformada de distancia d3_4 transformada de distancia ds_7_11
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Algoritmos basicos
Distancias casi euclidianas

Transformadas de distancia: Algoritmos

Distancias de chamfer: ilustraciones

- 24| [a4]
| (11 31| 1]
434 1| 75|71 [44] 31| 20| 14 20] 31 44
% 5% 14| X

Mascaras de calculo (causal) y transformada de distancia del
complementario del pixel central, por las 3 primeras distancias de
chamfer.

Antoine Manzanera Transformadas de distancias discretas
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Algoritmos basicos

Transformadas de distancia: Algoritmos A A 5 e
Distancias casi euclidianas

Distancias de chamfer: ilustraciones

o |44 |44
4134 ‘ 1 11 31| |31
u| 75| 7]n \44\31 20| 14]20] 31 44

Mascaras de célculo (causal) et circulos discretos (radios 25, 75 et
125), por Ias 3 primeras distancias de chamfer.

Antoine Manzanera Transformadas de distancias discretas
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Algoritmos basicos

Transformadas de distancia: Algoritmos A A = R
Distancias casi euclidianas

Transformada de distancia euclidiana

Problema: ; Puede calcularse
una transformada de distan- s
cia euclidiana exacta sobre A R,
cualquiera imagen binaria X
por una secuencia de pasadas
involviendo (nicamente célcu- 5
los el la vecindad 3 x 3 7
Respuesta : | NO !
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Algoritmos basicos

Transformadas de distancia: Algoritmos A A = R
Distancias casi euclidianas

Transformada de distancia euclidiana

dE(Rl, ) < dE(Rl, B), =

O’E(Rz, C) < dE(Rz, B) pero A R,
de(Q, B) < de(Q,A) y

de(Q, B) < de(Q, ).

Entonces no se puede decidir lo- .
calmente de la transformada de
distancia en el punto Q.

5
Lol
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Algoritmos basicos

Transformadas de distancia: Algoritmos A A = R
Distancias casi euclidianas

Algoritmo de Danielsson-Leymarie

Sin embargo, se puede calcular de esta forma una muy buena aprox-
imacién de la transformada de distancia euclidiana.

El algoritmo de Danielsson-Leymarie (DL) consiste en calcular, por
cada pixel (x, y) de X, las coordenadas relativas (Ry(x,y), R, (x,y))
del pixel de contorno mas cercano, es decir que el pixel de X¢ lo mas
cerca de (x,y) habra coordenadas (x + Ru(x,y),y + Ry (x,y))-

La transformada de distancia euclidiana de (x, y) vale entonces:

FE(xy) = VR(x,y)? + Ry(x,y)?
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Algoritmos basicos

Transformadas de distancia: Algoritmos A A = R
Distancias casi euclidianas

Algoritmo de Danielsson-Leymarie

X
H
P
R=0
RE%
El algoritmo DL propaga, por /
calculos recursivos, los valores i
de las coordenadas relativas =
(Re, Ry). ANEE
v
[R=4 ]
[R=1 ]
y
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Transformadas de distancia: Algoritmos Clgoribimnen bdizen
Distancias casi euclidianas

Algoritmo de Danielsson-Leymarie

El cuadrado de la transformada de distancia euclidiana es calcu-
lado por sumacién marginal: cuando un nimero z aumenta de 1,
su cuadrado aumenta de 2z + 1.

(IRxI +]al)? + (IRy| + |b])? =

RZ + RZ 4 2|aRx| + 2|bRy | 4 a* + b?
Entonces: iR
FX(x+a,y+b)? = FX(x,y)?+2|aR«|+2|bRy|+a%+ b2

TR]

laj=0glal=1
bl =14lb| =1
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Algoritmos basicos

Transformadas de distancia: Algoritmos A A = R
Distancias casi euclidianas

Algoritmo de Danielsson-Leymarie

Notaciones: Se denota la vecindad causal V— =
{(-1,-1),(0,-1),(+1,-1),(-1,0)}, y la vecindad anticausal
VT ={(+1,0),(—1,+1),(0,+1), (+1,+1)}.

Se denota Af(@P)(x,y) = 2(JaRe(x + a,y + b)| + |bR,(x +
a,y + b)|) + a® + b? el aumentacién marginal dal cuadrado de la
transformada de distancia euclidiana al pasar del punto (x+a, y + b)
al punto (x,y).
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Algoritmos basicos

Transformadas de distancia: Algoritmos A A = R
Distancias casi euclidianas

Algoritmo de Danielsson-Leymarie

Inicializacion
por cada pixel (x,y):
si (x,y) € X : {f(x,y) =0; R(x,y) =0; R/(x,y) = 0;}
si (x,y) € X : {f(x,y) = 00 Re(x,y) = 0; Ry(x,y) = 0:}
Pasada causal
porydeOaH :
por xdeOa W:
(1) (a.6) = arg | min [F(x +u,y +v) + A (xy)]

(2) Re(x,y) = Ru(x +a,y +b)+a
R,(x,y) =R,(x+a,y+b)+b
(3) f(x,y) = f(x+a,y + b) + Af@P)(x,y)
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Algoritmos basicos

Transformadas de distancia: Algoritmos A A = R
Distancias casi euclidianas

Algoritmo de Danielsson-Leymarie

Pasada anticausal
poryde HaO:
por x de W a0:
(1) (a,b) = g, r‘gienw[f(x +uy+v)+ AFE(x,y)]
(2) Ru(x,y) = Re(x+a,y + b)+a
R,(x,y) =R,(x+a,y+b)+b
(3) f(x,y) = f(x + a,y + b) + AF@E)(x, y)

Antoine Manzanera Transformadas de distancias discretas 50 / 109



Algoritmos basicos

Transformadas de distancia: Algoritmos A A = R
Distancias casi euclidianas

Algoritmo de Danielsson-Leymarie

En realidad, las 2 pasadas producen errores en los valores de la trans-
formada de distancia, que pueden ser corregidos por pasadas suple-
mentales:

transformada de distancia obtenida después de 2 pasadas:

5| 4 5| 8| 13 20) 29 40 53] 74 89
2) 1 2) 5| 10| 17 26| 37] 65] 80|
1 0) 1 4 9| 16 2 3 45| 58] 73]
1 0) 1 4 8| 13 20| 29 40 53] 68|
1 0) 1 2) 5| 10 17 26| 37| 50) 65]
2 1 0| 1 4 9 16 25 36| 49 64
4 1 0| 1 4 9 16 25 36| 49 64
4 1 0) 1 4 9| 16 25) 36) 49 64

El valor «52» del pixel estd atribuida por referencia al vecino con valor «34» :
34 =25+ 9(Rx = —5; R, = +3), y entonces 52 = 36 +16(Rx = —5—1; R, = +3+1),

por qué el valor «37» solo aparece después de la segunda pasada (anticausal).
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Algoritmos basicos

Transformadas de distancia: Algoritmos A A = R
Distancias casi euclidianas

Algoritmo de Danielsson-Leymarie

2 pasadas suplementales aumentan la precision:

transformada de distancia obtenida después de 4 pasadas:

5| 4 5| 8| 13 20) 29| 40 53] 68| 85|
2) 1 2) 5| 10| 17 2 37 50 65] 80|
1 0) 1 4 9| 16 25 34] 45| 58] 73]
1 0) 1 4 8| 13 20| 29 40 53] 68|
1 0) 1 2) 5| 10 17 26| 37| 50) 65]
2 1 0) 1 4 9 16 25 36| 49 64
4 1 0| 1 4 9 16 25 36| 49 64
4 1 0) 1 4 9| 16 25) 36) 49 64

El valor «50» del pixel esta atribuida por referencia al vecino con valor «37» :

37 =36+ 1(Rx = —6; R, = +1)
y entonces 50 = 49 + 1(Rx = —6 — 1; Ry = +1 4 0)
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Algoritmos basicos

Transformadas de distancia: Algoritmos A A = R
Distancias casi euclidianas

Algoritmo de Danielsson-Leymarie

Pasada causal ; con retorno cada linea
porydeOaH:
por xdeOa W :
(1) (a,b) = arg( min [f(x +u,y +v) + AFEV)(x, y)]

(2) Ru(x.y) = (X+ay+b)+a
Ry(x,y)=R,(x+a,y+b)+b
(3) f(x,y) = (x+a,y+b)+Afab)(x,y)
por x de W a0 :
Si f(x+1,y)+ AFAO(x, y) < f(x,y) :
Re(x,y) =R, (x+1,y)+1; R/(x,y) =R, (x+1,y)
f(x,y) = f(x+1,y) + AF1O(x, y)
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Algoritmos basicos

Transformadas de distancia: Algoritmos A A = R
Distancias casi euclidianas

Algoritmo de Danielsson-Leymarie

Pasada anticausal ; con retorno cada linea
poryde HaO:
por x de W a0:
(1) (a,b) =arg min [f(x+u,y +v)+ AU (x,y)]
(u,v)ev+

(2) Re(x,y) = Ru(x+a,y + b) +a
R,(x,y)=R,(x+a,y+b)+b
(3) f(x,y) = f(x + a,y + b) + AF@E)(x, y)
por xdeOa W:
Sif(x—1,y)+ Af(’l’o)(x,y) < f(x,y):
R(x,¥) = Ry(x = 1,¥) =1 Ry(x,y) = Ry(x = 1,y)
f(x,y) =f(x —1,y) + AFCL0(x, y)
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Algoritmos basicos

Transformadas de distancia: Algoritmos A A = R
Distancias casi euclidianas

Transformada de distancia euclidiana: ilustracién

b

.y

Transformada de distancia euclidiana calculada con el algoritmo DL
(después del calculo de la raiz cuadrada).

Antoine Manzanera Transformadas de distancias discretas 55 /109



Transformadas de distancia: Algoritmos A A = R
Distancias casi euclidianas

Transformada de distancia euclidiana: ilustracién

Transformada de distancia del complementario del pixel central, y
circulos discretos (radios 25, 75 et 125), obtenidos con el algoritmo
DL.
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Operadores morfologlcos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Indice

© Aplicaciones de las transformadas de distancia
@ Operadores morfolégicos
@ Esqueleto morfolégico y erosién Gltima
@ Esqueletos conexos multi escala
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Erosién y dilatacion

El erosiény la dilatacién son los operadores fundamentales del proce-
samiento morfolégico de las imagenes. Sea X C 7Z" una imagen
binaria ; B C Z" un elemento estructurante.

Erosién morfolégica

eg(X)= [ X_o={z€Z"VbeB,3x € X : z=x— b}
beB

Dilatacion morfoldgica

o8(X)=|JXp={z€Z"3beB,Ixc X :z=x—b}
beB
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Erosién y dilatacion

Cuando el elemento estructurante B es una bola de la distancia d :
By(x) ={y € Z";d(x,y) < A}, el erosién y la dilatacién se calculan
por umbrales de la transformada de distancia:

Erosién por una bola Dilatacién por una bola
eg,(X)={ze€Z"d(z,X)> A} | g, (X)={z€Z"d(z,X) <A}
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Erosion morfolégica

Erosién por una bola euclidiana de radio A = 20 :

el &
v

X F& {z; F&(z) > 20}
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Dilatacion morfoldgica

Dilatacién por une bola euclidiana de radio A = 50 :

X FZ° {z; FX*(z) < 50}
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Maximos locales y maximos regionales

M3aximos locales

Los maximos locales de una imagen digital F son los pixeles p
cuyor valor F(p) es superior o igual a los de sus vecinos.

Maximos locales de una funcién
digital 1d (azul).

Antoine Manzanera Transformadas de distancias discretas 62 /109




Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Maximos locales y maximos regionales

Maximos regionales

Los maximos regionales de una imagen digital F son las
«plataformasy (regiones conexas de valor constante), al borde de
las cuales el valor disminuye estrictamente.

Maximos regionales de una

funcién digital 1d (rojo).
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Calculo de los maximos locales

Los maximos locales se calculan de manera local. Son asociados a
una topologia: 4-conexa o 8-conexa :

M3aximos locales 4-conexa

my(F) = {z € Z%,¥q,ds(q,2) = 1 : F(z) > F(q)}

Maximos locales 8-conexa

mg(F) = {z € Z*;Vq,ds(q,2z) = 1 : F(z) > F(q)}
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Célculo de los maximos regionale 1/2

Los maximos regionales se calculan de manera no local. Por ejemplo,
aqui esta el algoritmo de calculo de los maximos regionales 4-conexos.

(1) Inicializacién de una cola (FIFO): maximos estrictos
(i.e bordes de los maximos regionales)
porydeOaH:
por xdeOa W :
SiV(a,b),|al +|b| =1,F(x,y) > F(x + a,y + b):
Ma = My U{(x,y)}
L=LU{(xy)}
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Célculo de los maximos regionales 2/2

(2) Exploracion de la cola: propagacién de los maximos
por cada (x,y) € L:
por cada (a, b), |a| + |b| =1, F(x,y) = F(x + a,y + b):
Si (x+a,y + b) & My:
My =My U{(x+a,y + b)}
L=LU{(x+ay+b)}
L=L\{(xy)}

Al final, My contiene los maximos regionales de F, en el sentido de
la 4-conectividad.
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Maximos locales y esqueletos morfolégicos

Los méaximos locales de la transformada de distancia coinciden con
el conjunto de los centros de bolas maximas, denominado esqueletos
morfoldgicos

Esqueletos morfol6gicos

Sq(X) ={z € Z?,3n € N, By(z,n) C X,¥(q,m) €
Z2 X Nv Bd(27 n) C Bd(q7 m) CX= (q’ m) = (27 n)}

Sa(X) = ma(Fy)
Sap(X) = ms(Fg')
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Maximos locales y esqueletos morfolégicos

Propriedad

Sa,(X) = ma(FyY)
Sds(X) = mg(Fg)

X Fg( Sds (X)
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Maximos locales y esqueletos morfolégicos

Aplicacién : Cédigo de una imagen binaria. El conocimiento de Ia
transformada de distancia sobre el esqueleto morfolégico provee una
representacion compacta de la imagen binaria:
X
X= | B(F2)

ZGSd(X)
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Operadores morfolég
Esqueleto morfolégico y erosién iltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexo

Esqueleto morfolégico: ilustraciones

esqueleto morfologicos: negro (Imagen original X: gris).
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Méximos regionales y erosién Gltima

Los maximos regionales de la transformada de distancia d coinciden
con el conjunto denominado erodados dltimos, correspondiente a la
anion de las componentes conexas que desaparecen enteramente bajo
la accién de una secuencia de erosiones reiteradas por la bola de radio
1 de la distancia d.

[T H::
H\} *:

Xo =X X1 = EBé(XO) X2 = EBé(Xl) Mg(X)
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Méximos regionales y erosién Gltima

Aplicacién: La erosion altima sirve a singularizar particulas que se
recubren mutualmente. Ejemplo: enumeracion de células en anélisis
cgantitativo
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Esqueletos euclidianos multi escala

Una de la mas potentes aplicaciones de las transformadas de
distancia es el esqueleto euclidiano multi escala. El principio es el
siguiente:

© Associar una etiqueta Gnica a cada pixel de contorno.
© Propagar el valor de las etiquetas a los pixeles mas cercanos.

© Calcular una funcién de choque local segin la diferencia de
etiquetas entre pixeles adyacentes.

© El esqueleto es obtenido por umbral de la funcién de choque.
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Etiquetaje de contornos

Sea X una imagen binaria.

Contorno en 4-conectividad
64 = {Z € X;3q7d4(Z,CI) = 17q QX}

Contorno en 8-conectividad
0% ={z € X;3q,da(8,9) = 1,9 & X}

Observe: El contorno en 4-conectividad forma una curva cerrada
8-conexa por cada componente conexa de X. EIl contorno en 8-
conectividad forma una curva cerrada 4-conexa por cada componente
conexa de X.
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Etiquetaje de contornos

Sea X una imagen binaria. Sea Ox el contorno de X. El etiquetaje
de contornos de X consiste en attribuir una pareja de etiquetas (A, \)
a cada pixel de Ox, tal como:

@ A identifica las componentes conexas de Jx.

@ )\ attribuye un nimero distinto a cada pixel de cada
componente, segin cierto trayecto (e.g. sentido
trigonométrico).
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F Operadores morfolégicos
Tr: as de Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Etiquetaje de contornos: A
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Operadores morfolégicos
as de cH Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Etiquetaje de contornos: A

]
o
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién daltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Etiquetaje de contornos 1/2

Inicializacion
porydeOaH:
por xdeOa W :
Si (x,y) € 0% :
A(x,y) = o0
Indice = 0
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Etiquetaje de contornos 2/2

Exploracion de los contornos conexos

porydeOaH:
por xdeOa W :
Si A(x,y) = o0

Indice = Indice + 1 ; A(x,y) = Indice ;

Numero = 1; A(x,y) = Numero ;

Mientras 3(x’, y"), dg((x,y), (x",y')) = L, A(X',y') = 0
A(x’,y’) = Indice ; Numero = Numero + 1 ;
A(x',y") = Numero ; (x,y) = (x',y') ;
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Propagacion de las etiquetas

La propagacién de las etiquetas a los pixeles mas cercanos se hace
simplemente usando el algoritmo de célculo de la funcién distancia d
sobre el complementario del contorno (9x )¢, asociando a cada pixel
(x,y) las coordenadas relativas (Rx(x,y), Ry(x,y)) del pixel de dx
el mas cerca de (x, y).

Si L es una funcién etiqueta sobre Ox, la propagacién de la etiqueta
L segin la distancia d es la funcién definida sobre X como sigue:

Ng(x,y) = L(x + Re,y + Ry)
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Propagacion de las etiquetas: SKIZ et esqueletos

@ La propagacién de la etiqueta A (componente conexa) provee
la particion de X en zonas de influencia (ou SKIZ).

@ La propagacién de la etiqueta A\ (enumeracién de contorno)
calcula las zonas de influencia de cada pixel de dx, lo que por
diferenciacion, proveera el esqueleto de X.
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Operadores morfolégicos
g Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Propagacion de las etiquetas A : SKIZ

Ax X
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Operadores morfolégicos
as de cH Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Propagacion de las etiquetas A

)
M

/

]
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Operadores morfolégicos
2 adas de ancia: / Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de di Esqueletos conexos multi escala
Conclusién

Propagacion de las etiquetas: detalle

Ax (1 etiqueta) Ax (679 etiquetas)
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Propagacion de las etiquetas: detalle

Ax
I_IE
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Funcion de choque

@ La funcién de choque asocia a cada pixel p un valor
proportional a la «lejania» méaxima entre el pixel de contorno
correspondiente a la etiqueta de p y los que corresponden a la
etiqueta de los pixeles adyacentes a p.

@ La lejania es asociada a una funcién de costo « sobre dx x Ox,
donde cada pixel del contorno dx esta identificado por su
pareja de etiquetas (Ax, Ax).

Se denota Nx(p) = (p + Rx(p),p + Ry(p)). i.e. el punto de dx el
mas cerca de p.
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Funcion de choque

Funcién de choque 8-conexa

Ss(p) =  max  r(Nx(p), Nx(a))

da(p,q

Funcién de choque 4-conexa

Sa(p) = max  w(Nx(p), Nx(q))

Observe la dualidad: se calcula el valor maximo en la 4-vecindad
para un esqueleto 8-conexo, y reciprocamente.
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Funcion de choque

La funcién de costo x asociada es la distancia geodésica entre los
dos pixeles p1 = Nx(p) y p2 = Nx(q) al largo del contorno Ox :

Funcién de costo «distancia geodésica»

k(p1, p2) = da, (P1, p2)

K(p,.p,)
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Funcion de choque

La funcién de choque se calcula muy simplemente comparando las
etiquetas Ax y Ax de los pixeles adyacentes:

(1) Si Ax(p) # Ax(q), entonces p esta a la frontera de una zona de
influencia de un contorno conexa, y:

r(Nx(P), Nx(q)) = o0
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Funcion de choque

(2) Si Ax(p) = Ax(q) entonces la funcién de costo es igual a la
diferencia de las etiquetas Ax, mdédulo el niamero total de pixeles
del contorno:

Funcién de costo simétrica

K(Nx(p), Nx(q)) = [M¥(p) — MNX(q)I( mod |Ox])

Funcién de costo asimétrica
K(Nx(p), Nx(q)) = M (p) — N (q)( mod |x|)

La funcién de costo simétrica produce un esqueleto centrado pero
de espesor 2, la funcién de costo asimétrica produce un esqueleto de
espesor 1, con un error posible de ubicacién de medio pixel.
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ormalismo finiciones y No nes Operadores morfolégicos
Transformadas de distancia goritmos Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

sio

Funcion de choque
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Operadores morfologlcos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Esqueleto multi escala

Una vez la funcién de choque S definida, el esqueleto de la escala o
esta definido como el umbral de la funcién S al valor o :

Esqueleto de la escala o

Sky(X)={z;5(z) > o}
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Conectividad de los esqueletos multi escala

Propriedad: La funcién de choque asociada a la distancia geodésica
al largo del contorno es conexa-mondtona, es decir que por todo
nimero entero n, el conjunto de los pixeles cuya funcién de choque
es superior a n forma el mismo nimero de componentes conexas que
la imagen X inicial.

P NN
e RV

{z;Ss(z) > 1} {z;Ss(z) >5} {z; Ss(z) > 20}
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Operadores morfolégicos
Esqueleto morfolégico y erosién dltima
Aplicaciones de las transformadas de distancia Esqueletos conexos multi escala

Conectividad de los esqueletos multi escala

La propriedad de conexa-monotonia de la funcién de choque es de-
bida al hecho que las zonas de influencia de los pixeles del contorno
son conexas.

La conectividad de las zonas de influencia de los
pixeles implica el crecimiento de la funcién de
choque al largo de las curvas del esqueleto a par-

tir de las extremidades:
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Conectividad de los esqueletos multi escala

La conectividad de las zonas de influencia tambien es una condicién
necesaria de conectividad de los esqueletos multi escala. Pues el
algoritmo DL es mas adecuado que una distancia euclidiana exacta
para el calculo de los esqueletos conexos.

Basandose sobre las distancias euclidianas exac- B R,

tas, se puede construir un camino conexo vin-

culando A, B y C, que tendra un esqueleto de-

conectado:
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Esqueleto multi escala
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Reconstruccion multi escala

La reconstruccién de la escala o estd obtenida por la férmula de
inversion del esqueleto:

Reconstruccién de la escala o

R,(X)= |J B:AFx(2))

z€Sks(X)
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Reconstruccion multi escala

> ¥ ekl B 4

& s

Escala 1 Escala 20 Escala 100
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Mapa de reconstruccion

Todas las reconstrucciénes multi escala pueden ser obtenidas muy
rapidamente a partir de la mapa de reconstruccién definida por:

Mapa de reconstruccién

M — a 5
x(P) zESkl(x)r;T;e)t(az(Ff(Z)) x(z)

Pues la reconstruccién de la escala o se calcula por simple umbral
de la funcién My :

Reconstruccidén de la escala o

Ro(X) = {z: Mx(z) = o}
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Mapa de reconstruccion

& B

X My {z; Mx(z) > 100}
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i Extension 3d o n-d ?

El calculo de las transformadas de distancia se generalizan
facilmente a las dimensiones superiores:

@ Adaptando la vecindad de calculo :

=)
LL%
V™~ en 3d (14 véxels) VT en 3d (14 véxels)

© Modificando la funcién de incremente Af3(x) :

n
FE(x+a) = FE(x) + AF(x) = FE(x) + ) 2[aiRq| +af
i=1

con X = (x1,...,Xn), a=(a1,...,an).
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i Extension 3d o n-d ?

En cambio, la funcién de choque usada en 2d no sirve en 3d:
En 3d, la distancia geodésica al largo del contorno en-
tre 2 puntos del contorno ya no puede calcularse con

simple diferencia de las etiquetas, como en 2d: S(q) =

k(p1, p2) = dax (P1, P2)
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i Extension 3d o n-d ?

Por esta razén, se usara en 3d una funcién de choque mas
facilmente calculable:

Se puede definir otra funcién de choque a partir de la

medida del angulo entre los 2 puntos de contorno mas

cercanos: S(q) = x(p1,p2) = P1GpP2

Observe: i pero la preservacién de la topologia ya no esta
asegurada !
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Aplicaciones

@ Codigo, compresion, sintesis de
patrones

o Identificacién de modelos
geomeétricos, topoldgicos.

@ Morfometria.

(from P. de Koninck, Univ. Laval)
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Conclusién

@ Transformada de distancia: herramiento potente para el
procesamiento, el analisis y la sintesis de patrones.

@ algoritmos eficaces: complexidad linear, extensién multi
dimensional.

@ Perspectivas: teselaciones irregulares, grafos cualquieres.
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