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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusiónProblemátiaLa funión distania o �Transformada dedistania� es relaionada a un objeto (o on-junto, o patrón) X en un espaio E . Asoiaa ada elemento de X su distania al om-plementario de X en E : X  = E \ X .Esta funión está obviamente vinulada auna distania d de�nida sobre E × E . Nosinteresamos en el álulo de esta funión enel espaio E disreto, asi omo su uso. Narpula Sobie Narrapula - Women'sbody eremony (Australia)Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 3 / 109
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusiónÍndie1 Formalismo, De�niiones y NotaionesTeselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Teselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
nÍndie1 Formalismo, De�niiones y NotaionesTeselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z

n2 Transformadas de distania: AlgoritmosAlgoritmos básiosDistanias asi eulidianas3 Apliaiones de las transformadas de distaniaOperadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esala4 Conlusión Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 6 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Teselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
nTeselaión del espaioUna teselaión es una partiión del espaio

R
n en un onjunto de partidas {Pi}i∈I :

⋃i∈I Pi = R
n

∀(i , j) ∈ I 2,Pi ∩ Pj = ∅Las Pi son denominadas teselas (o píxeles,o vóxeles).
Pajarita - Alhambra (Granada)
Teselaión aperiódia de Penrose
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Teselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
nTeselaión del planoEn el aso del plano R

2, solo existen 3 teselaiones regulares, esdeir que respetan las ondiiones siguientes:los Pi son todos idéntios.los Pi son polígonos regulares (i.e. onvexos, lados iguales,ángulos iguales).ada vértie de Pi está en ontato on otros vérties.
Teselaión triangular Teselaión uadrada Teselaión hexagonalAntoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 8 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Teselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
nTeselaión y grafoA toda teselaión se puede assoiar un grafo uyos vérties represen-tan las teselas, y uyas aristas representan la relaión de adyaeniaentre teselas (2 teselas son adyaentes si omparten un lado). Untal grafo es denominado malla del plano.Teselaión y mallas regulares son representaiones duales del planodisreto:

Malla hexagonal Malla uadrada Malla triangular(Tesela triangular) (Tesela uadrada) (Tesela hexagonal)Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 9 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Teselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
nPropriedades de las teselaiones regularesLa eleión del tipo de teselaión regular en análisis de imagenes sehae según iertas propriedades:Conformidad a la geometría del sensor.Reursividad (multi-resoluión).Número de direiones representadas.Extensión a las dimensiones superiores.Representaión en Z

n.
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Teselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
nLa malla úbiaPor esas razones, la malla adruada(en 2d), o úbia (en 3d) es la masusada en análisis de imágenes.El espaio disreto está, pues, repre-sentado por Z

n.Un píxel (2d) o vóxel (3d) es unelemento de Z
n. Teselaión 2d Malla 2d

Teselaión 3d Malla 3dAntoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 11 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Teselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
nImágen binaria

Sea Z
n el espaio disreto.Una imágen binaria I está de�nida omo unsubonjunto de Z

n :I ⊂ Z
nEl píxel p ∈ Z

n está representado en negrosi y solo si p ∈ I .
Presentaión �Teselas�
Presentaión �Malla�
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Teselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
nImágen digital

Sea Z
n el espaio disreto.Una imágen digital F está de�nida omo unafunión de Z

n de valores enteras:F : Z
n → NEl píxel p ∈ Z

n está representado on unnivel de gris proporional a F (p).
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Teselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
nTopologías en la malla uadradaLa topología en las imágenes disretas está de�nida a partir de larelaión de onetividad induida por el grafo de la malla (X ,S),donde X representa los vérties y S las aristas.X ⊂ Z

2;S ⊂ X 2Sean x e y 2 puntos de X , por de�niión x e y son adyaentes si:x ≈ y ⇔ (x , y) ∈ SEn la malla uadrada, 2 tipos de relaiones de adyaenia poden seronsiderados:
4-onnetividad 8-onnetividadAntoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 14 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Teselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
nCaminos y omponentes onexosLa erradura transitiva de la relaión de adyaenia ≈ es unarelaión de equivalenia: �existe un amino onexo entre x e y� :x ∼ y ⇔ ∃{x1, . . . , xn}, x ≈ x1, . . . , xi ≈ xi+1, . . . , xn ≈ y

Camino 4-onexo Camino 8-onexoLas lases de equivalenia de la relaión �∼� se denominan lasomponentes onexas de X .Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 15 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Teselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
nHueos y Teorema de JordanEn la malla uadrada, la noión de hueo en un onjunto X(X ⊂ Z

2), que debe orresponder a una omponente onexa �nitadel omplementario X  , no está bien de�nida...
8-onetividad 4-onetividad

Este problema está vinulado a lavalidez del teorema de Jordan, segúnel ual una urva simple errada separael plano en 2 omponentes onexas,una de las uales sea �nita.Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 16 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Teselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
nHueos y Teorema de Jordan...a no ser que se onsidere diferentes tipos de onetividad para Xy para X  :

8-onetividad 4-onetividad El Teorema de Jordan es valido porla (8-4)-onetividad y por la (4,8)-onetividad.
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Teselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
nHueos y Teorema de JordanEjemplo : ¾ Cuantas omponentes onexas, y uantos hueos,(1) por la (8-4)-onetividad, (2) por la (4,8)-onetividad ?
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Teselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
nDistanias y bolas disretasDistania en Z

nd : Z
n × Z

n es una distania
⇔







d(x , y) = d(y , x)d(x , y) = 0 ⇔ x = yd(x , z) ≤ d(x , y) + d(y , z)Bola disretaSea d una distania de Z
n, x ∈ Z

n, r ∈ N.La bola de entro x y de radio r está de�nida por:Bdr (x) = {y ∈ Z
n; d(x , y) ≤ r}.Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 19 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Teselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
nDistania eulidianaDistania eulidiana en Z

2dE (x , y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2
dE (A,B) =

√52 + 32 =
√34 BdE

√10(C) = {y ∈ Zn; dE (C , y) ≤
√10}Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 20 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Teselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
nDistania d4Si se de�ne la distania entre 2 puntos x e y omo la largura delamino onexo mas orto entre x e y , la topología 4-onexa indueuna distania d4. Ponderando todas las aristas del grafo de la mallapor el valor 1, resulta:Distania d4 en Z

2d4(x , y) = |x1 − y1| + |x2 − y2|
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Teselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
nDistania d4Distania d4 en Z

2d4(x , y) = |x1 − y1| + |x2 − y2|
d4(A,B) = 5 + 3 = 8 Bd43 (C) = {y ∈ Zn ; d4(C , y) ≤ 3}Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 22 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Teselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
nDistane d8Del mismo modo la topología 8-onexa indue una distania d8de�nida por:Distania d8 en Z

2d8(x , y) = max(|x1 − y1|, |x2 − y2|)
d4(A,B) = max(5, 3) = 5 Bd83 (C) = {y ∈ Zn ; d8(C , y) ≤ 3}Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 23 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasÍndie1 Formalismo, De�niiones y NotaionesTeselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
n2 Transformadas de distania: AlgoritmosAlgoritmos básiosDistanias asi eulidianas3 Apliaiones de las transformadas de distaniaOperadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esala4 Conlusión Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 24 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasTransformada de distania
Transformada de distaniaSea d una distania en Z

n, X ⊂ Z
n una imágen binaria.La transformada de distania f Xd está de�nida por :f Xd : Z

n → Nx 7→ d(x ,X  )
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasTransformada de distania d4Sea X una imágen binaria de dimensiones W ×H. La transformadade distania d4 sobre X está alulada por el algoritmo reursivosiguiente, según 2 seuenias suesivas :(1) Seuenia ausalfor j = 1 to Hfor i = 1 to Wif (i , j) ∈ X : FX4 (i , j) = ∞;else FX4 (i , j) = 0FX4 (i , j) = min( FX4 (i , j),FX4 (i − 1, j) + 1,FX4 (i , j − 1) + 1);endforendfor 1

1Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 26 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasTransformada de distania d4(2) Sequenia antiausalfor j = H downto 1for i = W downto 1FX4 (i , j) = min( FX4 (i , j),FX4 (i + 1, j) + 1,FX4 (i , j + 1) + 1);endforendfor 1

1La omplexidad del algoritmo es de 2 omparaiones por píxel.Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 27 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasTransformada de distania d4 : ilustraión
(0) Initializaión (1) Después seuenia ausal (2) Después 2 seuenias
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasTransformada de distania d4 : ilustraión
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasTransformada de distania d4 : illustraión
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasTransformada de distania d4 : ilustraiónIzquierda: transformada de distania d4 del omplementario de unonjunto reduido a un píxel (entro de la imágen).Dereha: lineas de niveles r (en olor) de la transformada de distan-ia : írulos disretos de radios r .
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasTransformada de distania d8Del mismo modo, la transformada de distania d8 sobre una imágenbinaria X se alula de la manera siguiente:(1) Seuenia ausalfor j = 1 to Hfor i = 1 to Wif (i , j) ∈ X : FX8 (i , j) = ∞;else FX8 (i , j) = 0;FX8 (i , j) = min( FX8 (i , j),FX8 (i − 1, j − 1) + 1,FX8 (i , j − 1) + 1,FX8 (i + 1, j − 1) + 1,FX8 (i − 1, j) + 1);endforendfor 1

1

1 1
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasTransformada de distania d8(2) Seuenia antiausalfor j = H downto 1for i = W downto 1FX8 (i , j) = min( FX8 (i , j),FX8 (i + 1, j + 1) + 1,FX8 (i , j + 1) + 1,FX8 (i − 1, j + 1) + 1,FX8 (i + 1, j) + 1);endforendfor 1

1 11La omplexidad del algoritmo es de 4 omparaiones por píxel.Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 33 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasTransformada de distania d8: ilustraión
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasTransformada de distania d8: ilustraiónIzquierda: transformada de distania d8 del omplementario de unonjunto reduido a un píxel (entro de la imágen).Dereha: lineas de niveles r (en olor) de la transformada de distan-ia : írulos disretos de radios r .
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasComparaión distanias d4 y d8

transformada de distania d4 transformada de distania d8Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 36 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasDistanias de hamferLas distanias de hamfer son una tentativa porreduir el aráter anisotrópio de las distanias d4et d8, y por aerarse de la distania eulidiana.El prinipio onsiste tambien en de�nir la distaniaomo la largura del amino mas orto entre dospuntos, pero on una ponderaión de las aristasdiferente según el tipo. Por ejemplo, la distaniade hamfer d3−4 (arriba)Tambien se puede onsiderar mallas mas om-plexas, i.e. veindades mas grandes: d5−7−11(medio), o aún d14−20−31−44 (abajo).Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 37 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasTransformada de distania d3−4Por ejemplo, la transformada de distania d3−4 sobre una imágenbinaria X se alula de la manera siguiente:(1) Sequenia ausalfor j = 1 to Hfor i = 1 to Wif (i , j) ∈ X : FX3−4(i , j) = ∞;else FX3−4(i , j) = 0;FX3−4(i , j) = min( FX3−4(i , j),FX3−4(i − 1, j − 1) + 4,FX3−4(i , j − 1) + 3,FX3−4(i + 1, j − 1) + 4,FX3−4(i − 1, j) + 3);endforendfor 4 4

3

3
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasTransformada de distania d3−4(2) Seuenia antiausalfor j = H downto 1for i = W downto 1FX3−4(i , j) = 13 ×min( FX3−4(i , j),FX3−4(i + 1, j + 1) + 4,FX3−4(i , j + 1) + 3,FX3−4(i − 1, j + 1) + 4,FX3−4(i + 1, j) + 3);endforendfor 3 4

3

4La omplexidad del algoritmo es de 4 omparaiones por píxel.Observe la división por 3 para normalizar.Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 39 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasDistanias de hamfer: ilustraiones

transformada de distania d3−4 transformada de distania d5−7−11Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 40 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasDistanias de hamfer: ilustraiones
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Másaras de álulo (ausal) y transformada de distania delomplementario del píxel entral, por las 3 primeras distanias dehamfer.Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 41 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasDistanias de hamfer: ilustraiones
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Másaras de álulo (ausal) et írulos disretos (radios 25, 75 et125), por las 3 primeras distanias de hamfer.Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 42 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasTransformada de distania eulidianaProblema: ¾ Puede alularseuna transformada de distan-ia eulidiana exata sobreualquiera imágen binaria Xpor una seuenia de pasadasinvolviendo úniamente álu-los el la veindad 3× 3 ?Respuesta : ½ NO !
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasTransformada de distania eulidiana
dE (R1,A) < dE (R1,B),dE (R2,C ) < dE (R2,B) perodE (Q,B) < dE (Q,A) ydE (Q,B) < dE (Q,C ).Entones no se puede deidir lo-almente de la transformada dedistania en el punto Q.
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasAlgoritmo de Danielsson-LeymarieSin embargo, se puede alular de esta forma una muy buena aprox-imaión de la transformada de distania eulidiana.El algoritmo de Danielsson-Leymarie (DL) onsiste en alular, porada píxel (x , y) de X , las oordenadas relativas (Rx(x , y),Ry (x , y))del píxel de ontorno mas erano, es deir que el píxel de X  lo masera de (x , y) habra oordenadas (x + Rx(x , y), y + Ry (x , y)).La transformada de distania eulidiana de (x , y) vale entones:FXE (x , y) =
√Rx(x , y)2 + Ry (x , y)2
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasAlgoritmo de Danielsson-Leymarie
El algoritmo DL propaga, porálulos reursivos, los valoresde las oordenadas relativas
(Rx ,Ry ).

x

y

R = −1y

R = 0x

R = −2y

R = −2x

R = 1y

R = 4x
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasAlgoritmo de Danielsson-LeymarieEl uadrado de la transformada de distania eulidiana es alu-lado por sumaión marginal: uando un número z aumenta de 1,su uadrado aumenta de 2z + 1.
(|Rx | + |a|)2 + (|Ry | + |b|)2 =R2x + R2y + 2|aRx | + 2|bRy | + a2 + b2Entones:FXE (x+a, y+b)2 = FXE (x , y)2+2|aRx |+2|bRy |+a2+b2
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasAlgoritmo de Danielsson-Leymarie
Notaiones: Se denota la veindad ausal V− =
{(−1,−1), (0,−1), (+1,−1), (−1, 0)}, y la veindad antiausalV+ = {(+1, 0), (−1,+1), (0,+1), (+1,+1)}.Se denota ∆f (a,b)(x , y) = 2(|aRx (x + a, y + b)| + |bRy (x +a, y + b)|) + a2 + b2 el aumentaión marginal dal uadrado de latransformada de distania eulidiana al pasar del punto (x +a, y +b)al punto (x , y).
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasAlgoritmo de Danielsson-LeymarieIniializaiónpor ada píxel (x , y):si (x , y) 6∈ X : {f (x , y) = 0;Rx(x , y) = 0;Ry (x , y) = 0;}si (x , y) ∈ X : {f (x , y) = ∞;Rx(x , y) = 0;Ry(x , y) = 0;}Pasada ausalpor y de 0 a H :por x de 0 a W :(1) (a, b) = arg min
(u,v)∈V−

[f (x + u, y + v) + ∆f (u,v)(x , y)](2) Rx(x , y) = Rx(x + a, y + b) + aRy(x , y) = Ry(x + a, y + b) + b(3) f (x , y) = f (x + a, y + b) + ∆f (a,b)(x , y)Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 49 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasAlgoritmo de Danielsson-Leymarie
Pasada antiausalpor y de H a 0 :por x de W a 0 :(1) (a, b) = arg min

(u,v)∈V+
[f (x + u, y + v) + ∆f (u,v)(x , y)](2) Rx(x , y) = Rx(x + a, y + b) + aRy(x , y) = Ry(x + a, y + b) + b(3) f (x , y) = f (x + a, y + b) + ∆f (a,b)(x , y)
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasAlgoritmo de Danielsson-LeymarieEn realidad, las 2 pasadas produen errores en los valores de la trans-formada de distania, que pueden ser orregidos por pasadas suple-mentales: transformada de distania obtenida después de 2 pasadas:
El valor �52� del píxel está atribuida por referenia al veino on valor �34� :34 = 25+9(Rx = −5;Ry = +3), y entones 52 = 36+16(Rx = −5−1;Ry = +3+1),por qué el valor �37� solo aparee después de la segunda pasada (antiausal).Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 51 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasAlgoritmo de Danielsson-Leymarie2 pasadas suplementales aumentan la preisión:transformada de distania obtenida después de 4 pasadas:
El valor �50� del píxel está atribuida por referenia al veino on valor �37� :37 = 36 + 1(Rx = −6;Ry = +1)y entones 50 = 49 + 1(Rx = −6− 1;Ry = +1 + 0)Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 52 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasAlgoritmo de Danielsson-LeymariePasada ausal ; on retorno ada líneapor y de 0 a H :por x de 0 a W :(1) (a, b) = arg min
(u,v)∈V−

[f (x + u, y + v) + ∆f (u,v)(x , y)](2) Rx(x , y) = Rx(x + a, y + b) + aRy(x , y) = Ry(x + a, y + b) + b(3) f (x , y) = f (x + a, y + b) + ∆f (a,b)(x , y)por x de W a 0 :Si f (x + 1, y) + ∆f (1,0)(x , y) < f (x , y) :Rx(x , y) = Ry(x + 1, y) + 1 ; Ry (x , y) = Ry (x + 1, y)f (x , y) = f (x + 1, y) + ∆f (1,0)(x , y)Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 53 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasAlgoritmo de Danielsson-LeymariePasada antiausal ; on retorno ada líneapor y de H a 0 :por x de W a 0 :(1) (a, b) = arg min
(u,v)∈V+

[f (x + u, y + v) + ∆f (u,v)(x , y)](2) Rx(x , y) = Rx(x + a, y + b) + aRy(x , y) = Ry(x + a, y + b) + b(3) f (x , y) = f (x + a, y + b) + ∆f (a,b)(x , y)por x de 0 a W :Si f (x − 1, y) + ∆f (−1,0)(x , y) < f (x , y) :Rx(x , y) = Ry(x − 1, y) − 1 ; Ry (x , y) = Ry (x − 1, y)f (x , y) = f (x − 1, y) + ∆f (−1,0)(x , y)Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 54 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasTransformada de distania eulidiana: ilustraión

Transformada de distania eulidiana alulada on el algoritmo DL(después del álulo de la raiz uadrada).Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 55 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Algoritmos básiosDistanias asi eulidianasTransformada de distania eulidiana: ilustraión

Transformada de distania del omplementario del píxel entral, yírulos disretos (radios 25, 75 et 125), obtenidos on el algoritmoDL. Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 56 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaÍndie1 Formalismo, De�niiones y NotaionesTeselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
n2 Transformadas de distania: AlgoritmosAlgoritmos básiosDistanias asi eulidianas3 Apliaiones de las transformadas de distaniaOperadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esala4 Conlusión Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 57 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaErosión y dilataiónEl erosión y la dilataión son los operadores fundamentales del proe-samiento morfológio de las imágenes. Sea X ⊂ Z
n una imágenbinaria ; B ⊂ Z

n un elemento estruturante.Erosión morfológia
εB(X ) =

⋂b∈B X−b = { z ∈ Z
n;∀b ∈ B ,∃x ∈ X : z = x − b}Dilataión morfológia

δB(X ) =
⋃b∈B X−b = {z ∈ Z

n;∃b ∈ B ,∃x ∈ X : z = x − b}Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 58 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaErosión y dilataión
Cuando el elemento estruturante B es una bola de la distania d :Bλ(x) = {y ∈ Z

n; d(x , y) ≤ λ}, el erosión y la dilataión se alulanpor umbrales de la transformada de distania:Erosión por una bola
εBλ

(X ) = {z ∈ Z
n; d(z ,X  ) ≥ λ}

Dilataión por una bola
δBλ

(X ) = {z ∈ Z
n; d(z ,X ) < λ}
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaErosión morfológiaErosión por una bola eulidiana de radio λ = 20 :
X FXE {z ;FXE (z) ≥ 20}Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 60 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaDilataión morfológiaDilataión por une bola eulidiana de radio λ = 50 :
X FX E {z ;FX E (z) < 50}Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 61 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaMáximos loales y máximos regionalesMáximos loalesLos máximos loales de una imágen digital F son los píxeles puyor valor F (p) es superior o igual a los de sus veinos.Máximos loales de una funióndigital 1d (azul).
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaMáximos loales y máximos regionalesMáximos regionalesLos máximos regionales de una imágen digital F son las�plataformas� (regiones onexas de valor onstante), al borde delas uales el valor disminuye estritamente.Máximos regionales de unafunión digital 1d (rojo).
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaCálulo de los máximos loalesLos máximos loales se alulan de manera loal. Son asoiados auna topología: 4-onexa o 8-onexa :Máximos loales 4-onexam4(F ) = {z ∈ Z2;∀q, d4(q, z) = 1 : F (z) ≥ F (q)}Máximos loales 8-onexam8(F ) = {z ∈ Z
2;∀q, d8(q, z) = 1 : F (z) ≥ F (q)}
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaCálulo de los maximos regionale 1/2Los máximos regionales se alulan de manera no loal. Por ejemplo,aquí está el algoritmo de álulo de los máximos regionales 4-onexos.(1) Iniializaión de una ola (FIFO): máximos estritos(i.e bordes de los máximos regionales)por y de 0 a H :por x de 0 a W :Si ∀(a, b), |a| + |b| = 1,F (x , y) > F (x + a, y + b):M4 = M4 ∪ {(x , y)}L = L ∪ {(x , y)}Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 65 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaCálulo de los máximos regionales 2/2
(2) Exploraión de la ola: propagaión de los máximospor ada (x , y) ∈ L :por ada (a, b), |a| + |b| = 1,F (x , y) = F (x + a, y + b):Si (x + a, y + b) 6∈ M4:M4 = M4 ∪ {(x + a, y + b)}L = L ∪ {(x + a, y + b)}L = L \ {(x , y)}Al �nal, M4 ontiene los máximos regionales de F , en el sentido dela 4-onetividad. Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 66 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaMáximos loales y esqueletos morfológiosLos máximos loales de la transformada de distania oiniden onel onjunto de los entros de bolas máximas, denominado esqueletosmorfológiosEsqueletos morfológiosSd (X ) = {z ∈ Z
2;∃n ∈ N,Bd (z , n) ⊂ X ,∀(q,m) ∈

Z
2 × N,Bd (z , n) ⊂ Bd (q,m) ⊂ X ⇒ (q,m) = (z , n)}Propriedad Sd4(X ) = m4(FX4 )Sd8(X ) = m8(FX8 )Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 67 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaMáximos loales y esqueletos morfológiosPropriedad Sd4(X ) = m4(FX4 )Sd8(X ) = m8(FX8 )

X FX8 Sd8(X )Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 68 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaMáximos loales y esqueletos morfológiosApliaión : Código de una imágen binaria. El onoimiento de latransformada de distania sobre el esqueleto morfológio provee unarepresentaion ompata de la imágen binaria:X =
⋃z∈Sd (X )

B(z ,FXd (z))
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaEsqueleto morfológio: ilustraionesesqueleto morfológios: negro (Imágen original X : gris).

Sd4(X ) Sd8(X )Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 70 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaMáximos regionales y erosión últimaLos máximos regionales de la transformada de distania d oinidenon el onjunto denominado erodados últimos, orrespondiente a laúnion de las omponentes onexas que desapareen enteramente bajola aión de una seuenia de erosiones reiteradas por la bola de radio1 de la distania d .X0 = X X1 = εB18 (X0) X2 = εB18 (X1) M8(X )
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaMáximos regionales y erosión últimaApliaión: La erosión última sirve a singularizar partíulas que sereubren mutualmente. Ejemplo: enumeraion de élulas en análisisuantitativo
X FX8 M8(FX8 ) (negro)Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 72 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaEsqueletos eulidianos multi esalaUna de la mas potentes apliaiones de las transformadas dedistania es el esqueleto eulidiano multi esala. El prinipio es elsiguiente:1 Assoiar una etiqueta únia a ada píxel de ontorno.2 Propagar el valor de las etiquetas a los píxeles mas eranos.3 Calular una funión de hoque loal según la diferenia deetiquetas entre píxeles adyaentes.4 El esqueleto es obtenido por umbral de la funión de hoque.Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 73 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaEtiquetaje de ontornosSea X una imágen binaria.Contorno en 4-onetividad
∂4X = {z ∈ X ;∃q, d4(z , q) = 1, q 6∈ X}Contorno en 8-onetividad
∂8X = {z ∈ X ;∃q, d4(8, q) = 1, q 6∈ X}Observe: El ontorno en 4-onetividad forma una urva errada8-onexa por ada omponente onexa de X . El ontorno en 8-onetividad forma una urva errada 4-onexa por ada omponenteonexa de X . Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 74 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaEtiquetaje de ontornosSea X una imágen binaria. Sea ∂X el ontorno de X . El etiquetajede ontornos de X onsiste en attribuir una pareja de etiquetas (Λ, λ)a ada píxel de ∂X , tal omo:
Λ identi�a las omponentes onexas de ∂X .
λ attribuye un número distinto a ada píxel de adaomponente, según ierto trayeto (e.g. sentidotrigonométrio).
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaEtiquetaje de ontornos: Λ

X ΛXAntoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 76 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaEtiquetaje de ontornos: λ

X λXAntoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 77 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaEtiquetaje de ontornos 1/2
Iniializaiónpor y de 0 a H :por x de 0 a W :Si (x , y) ∈ ∂4X :

Λ(x , y) = ∞Indie = 0
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaEtiquetaje de ontornos 2/2
Exploraión de los ontornos onexospor y de 0 a H :por x de 0 a W :Si Λ(x , y) = ∞Indie = Indie + 1 ; Λ(x , y) = Indie ;Numero = 1 ; λ(x , y) = Numero ;Mientras ∃(x ′, y ′), d8((x , y), (x ′, y ′)) = 1, Λ(x ′, y ′) = ∞

Λ(x ′, y ′) = Indie ; Numero = Numero + 1 ;
λ(x ′, y ′) = Numero ; (x , y) = (x ′, y ′) ;Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 79 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaPropagaión de las etiquetasLa propagaión de las etiquetas a los píxeles mas eranos se haesimplemente usando el algoritmo de álulo de la funión distania dsobre el omplementario del ontorno (∂X ) , asoiando a ada píxel
(x , y) las oordenadas relativas (Rx(x , y),Ry (x , y)) del píxel de ∂Xel más era de (x , y).Si L es una funión etiqueta sobre ∂X , la propagaión de la etiquetaL según la distania d es la funión de�nida sobre X omo sigue:

ΠLd (x , y) = L(x + Rx , y + Ry )
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaPropagaión de las etiquetas: Ilustraión

∂4X F (∂X )EAntoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 81 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaPropagaión de las etiquetas: SKIZ et esqueletos
La propagaión de la etiqueta Λ (omponente onexa) proveela partiión de X en zonas de in�uenia (ou SKIZ).La propagaión de la etiqueta λ (enumeraión de ontorno)alula las zonas de in�uenia de ada píxel de ∂X , lo que pordifereniaión, proveerá el esqueleto de X .
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaFunión de hoqueLa funión de hoque asoia a ada píxel p un valorproportional a la �lejanía� máxima entre el píxel de ontornoorrespondiente a la etiqueta de p y los que orresponden a laetiqueta de los píxeles adyaentes a p.La lejanía es asoiada a una funión de osto κ sobre ∂X × ∂X ,donde ada píxel del ontorno ∂X está identi�ado por supareja de etiquetas (ΛX , λX ).Se denota NX (p) = (p + Rx(p), p + Ry (p)), i.e. el punto de ∂X elmás era de p. Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 87 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaFunión de hoqueFunión de hoque 8-onexaS8(p) = maxd4(p,q)=1 κ(NX (p),NX (q))Funión de hoque 4-onexaS4(p) = maxd8(p,q)=1 κ(NX (p),NX (q))Observe la dualidad: se alula el valor máximo en la 4-veindadpara un esqueleto 8-onexo, y reíproamente.Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 88 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaFunión de hoqueLa funión de osto κ asoiada es la distania geodésia entre losdos píxeles p1 = NX (p) y p2 = NX (q) al largo del ontorno ∂X :Funión de osto �distania geodésia�
κ(p1, p2) = d∂X (p1, p2)

p
1

p
2

(p ,p )
1 2κ
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaFunión de hoqueLa funión de hoque se alula muy simplemente omparando lasetiquetas ΛX y λX de los píxeles adyaentes:(1) Si ΛX (p) 6= ΛX (q), entones p está a la frontera de una zona dein�uenia de un ontorno onexa, y:
κ(NX (p),NX (q)) = ∞

p
2

p
1

κ = 8 p
3

κ < 8
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaFunión de hoque(2) Si ΛX (p) = ΛX (q) entones la funión de osto es igual a ladiferenia de las etiquetas λX , módulo el número total de píxelesdel ontorno:Funión de osto simétria
κ(NX (p),NX (q)) = |ΠλXE (p) − ΠλXE (q)|( mod |∂X |)Funión de osto asimétria
κ(NX (p),NX (q)) = ΠλXE (p) − ΠλXE (q)( mod |∂X |)La funión de osto simétria produe un esqueleto entrado perode espesor 2, la funión de osto asimétria produe un esqueleto deespesor 1, on un error posible de ubiaión de medio píxel.Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 91 / 109
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaEsqueleto multi esala
Una vez la funión de hoque S de�nida, el esqueleto de la esala σestá de�nido omo el umbral de la funión S al valor σ :Esqueleto de la esala σSkσ(X ) = {z ;S(z) ≥ σ}
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaConetividad de los esqueletos multi esalaPropriedad: La funión de hoque asoiada a la distania geodésiaal largo del ontorno es onexa-monótona, es deir que por todonúmero entero n, el onjunto de los píxeles uya funión de hoquees superior a n forma el mismo número de omponentes onexas quela imágen X iniial.
S8 {z ;S8(z) > 1} {z ;S8(z) > 5} {z ;S8(z) > 20}Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 94 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaConetividad de los esqueletos multi esalaLa propriedad de onexa-monotonía de la funión de hoque es de-bida al heho que las zonas de in�uenia de los píxeles del ontornoson onexas.La onetividad de las zonas de in�uenia de lospíxeles implia el reimiento de la funión dehoque al largo de las urvas del esqueleto a par-tir de las extremidades: �
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaConetividad de los esqueletos multi esalaLa onetividad de las zonas de in�uenia tambien es una ondiiónneesaria de onetividad de los esqueletos multi esala. Pues elalgoritmo DL es más adeuado que una distania eulidiana exatapara el álulo de los esqueletos onexos.Basándose sobre las distanias eulidianas exa-tas, se puede onstruir un amino onexo vin-ulando A, B y C, que tendrá un esqueleto de-onetado: A

B

C

QR
1

R
2
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Sk1(X ) Sk5(X ) Sk50(X )
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaReonstruión multi esala
La reonstruión de la esala σ está obtenida por la fórmula deinversión del esqueleto:Reonstruión de la esala σRσ(X ) =

⋃z∈Skσ(X )

Bz(FEX (z))
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Esala 1 Esala 20 Esala 100
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaMapa de reonstruiónTodas las reonstruiónes multi esala pueden ser obtenidas muyrapidamente a partir de la mapa de reonstruión de�nida por:Mapa de reonstruiónMX (p) = maxz∈Sk1(X );p∈Bz (FEX (z)) SX (z)Pues la reonstruión de la esala σ se alula por simple umbralde la funión MX :Reonstruión de la esala σRσ(X ) = {z ;MX (z) ≥ σ}Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 100 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esalaMapa de reonstruión
X MX {z ;MX (z) > 100}
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esala¾ Extensión 3d o n-d ?El álulo de las transformadas de distania se generalizanfailmente a las dimensiones superiores:1 Adaptando la veindad de álulo :
V− en 3d (14 vóxels) V+ en 3d (14 vóxels)2 Modi�ando la funión de inremente ∆f a(x) :FXE (x + a) = FXE (x) + ∆f a(x) = FXE (x) +

n
∑i=1 2|aiRxi | + a2ion x = (x1, . . . , xn), a = (a1, . . . , an).Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 102 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esala¾ Extensión 3d o n-d ?
En ambio, la funión de hoque usada en 2d no sirve en 3d:En 3d, la distania geodésia al largo del ontorno en-tre 2 puntos del ontorno ya no puede alularse onsimple diferenia de las etiquetas, omo en 2d: S(q) =

κ(p1, p2) = d∂X (p1, p2) p
1

(p ,p )
1 2κ

p
2q
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusión Operadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esala¾ Extensión 3d o n-d ?Por esta razón, se usará en 3d una funión de hoque másfailmente alulable:Se puede de�nir otra funión de hoque a partir de lamedida del ángulo entre los 2 puntos de ontorno máseranos: S(q) = κ(p1, p2) = p̂1qp2 p
1

p
2

(p ,p )
1 2κ

qObserve: ½ pero la preservaión de la topología ya no estáasegurada ! Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 104 / 109
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Código, ompresión, síntesis depatronesIdenti�aión de modelosgeométrios, topológios.Morfometría. (from A. Sud et al, Univ. North Carolina)
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IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusiónÍndie1 Formalismo, De�niiones y NotaionesTeselaiones y Imágenes disretasTopologías en la malla uadradaDistanias en Z
n2 Transformadas de distania: AlgoritmosAlgoritmos básiosDistanias asi eulidianas3 Apliaiones de las transformadas de distaniaOperadores morfológiosEsqueleto morfológio y erosión últimaEsqueletos onexos multi esala4 Conlusión Antoine Manzanera Transformadas de distanias disretas 106 / 109



IntroduiónFormalismo, De�niiones y NotaionesTransformadas de distania: AlgoritmosApliaiones de las transformadas de distaniaConlusiónConlusión
Transformada de distania: herramiento potente para elproesamiento, el análisis y la síntesis de patrones.algoritmos e�aes: omplexidad linear, extensión multidimensional.Perspetivas: teselaiones irregulares, grafos ualquieres.
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