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Notes de cours 1

Motivation et outils mathématiques

1.1 Introduction

En régle générale, on part d'un modéle, qui consiste en :
— l'identification de la/des quantités a calculer, regroupée(s) sous le terme générique de
solution; de la/des données;
— le choix de la mesure des solutions et des données;
— la modélisation du phénoméne physique (ou autre) les gouvernant, via par exemple des
équations, des inéquations, des conditions au bord...
Le but du cours est de fournir les outils mathématiques permettant de prouver que ce modéle
est bien posé, c’est-a-dire d’établir :
— Dexistence, 'unicité de la solution pour un jeu de données fixé;
— la dépendance continue de la solution par rapport aux données.
D’ou I'importance cruciale de la mesure de la solution et des données.
On raisonnera essentiellement via ’analyse des formulations variationnelles. En outre, on cons-
truira des méthodes d’approximation de type éléments finis, permettant de résoudre numéri-

quement le modéle.

La dimension spatiale est notée d > 1, et on appelle (e;);—1 4 la base orthonormale de R%.
Concernant ’étude des modéles proposés, on choisira habituellement d < 3. Dans la suite, les
équations/inéquations/conditions au bord font intervenir les opérateurs de dérivation “classi-
ques” :

— le gradient, opérateur a valeurs vectorielles qui agit sur une fonction & valeurs scalaires :

ov

—e;
axl (28]

Vv =

i=1,d
— la divergence, opérateur a valeurs scalaires qui agit sur une fonction a valeurs vectorielles :

. 8vi R
dive = — ., ouv = Vi€
81"7 )
K3

i=1,d i=1,d
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— le Laplacien, opérateur a valeurs scalaires qui agit sur une fonction a valeurs scalaires :

— le rotationnel (cas d = 3), opérateur a valeurs vectorielles qui agit sur une fonction a

valeurs vectorielles :

roto = (2% 00 (Ou 0w (O Oul
n 8$2 8m3 ! 8x3 8131 2 81’1 8$2 5
On a la relation suivante : Av = div (V). On écrit parfois que divo = V- v, et rotv =V X v.

Le lecteur est supposé étre familier avec les espaces de Lebesgue LP, p € [1, 00], ainsi qu’avec
les bases de la théorie des distributions. Les espaces de Sobolev H™, m € N sont également
supposé connus. On fait quelques rappels dans la suite (voir et .

On se place dans des espaces fonctionnels dont les éléments sont a valeurs dans K € {R, C}.
Le symbole | - | représente donc la valeur absolue (K = R) ou le module (K = C). Et, lorsque
K = C, les produits scalaires sont hermitiens.

Enfin, lorsqu’on considére un espace vectoriel normé X, sa norme "naturelle" est notée || - || x.

Parfois, on écrira (X, || - ||x) pour préciser les idées.

1.2 Outils mathématiques classiques

1.2.1 Autour des fonctions

Une fonction f : Xy — Y (avec Xg C X et X, Y deux espaces vectoriels normés) est

lipschitzienne si :

I >0, Ve, o' € Xo, [If(2) = f(@)ly <nlle—2"llx.

Soit f une fonction de (xy,- -+ ,xq). Sa dérivée partielle d’ordre a (si elle existe) est notée
olelf
Ouf = FITa T
.Il A aJId
ot a= (g, ,aq) de N est un multi-indice, de longueur |a| = Z?:l ;.

Soit un ouvert  de R%. Pour une fonction v € C°(Q), le support de v, noté supp(v), est le

complémentaire dans €2 du plus grand ouvert €’ tel que vjor = 0.

1.2.2 Espaces de Banach, espaces de Hilbert

Soit (X, || - ||x) un espace vectoriel normé sur K. On rappelle que :

— L’espace (X, || - ||x) est séparable s’il contient un sous-ensemble dénombrable et dense.
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— L’espace (X, || - ||x) est un espace de Banach s’il est complet, c¢’est-a-dire que toute

suite de Cauchy converge. Dans un espace de Banach séparable, il existe une famille
dénombrable qui en constitue une base.

L’espace (X, || - ||x) est un espace de Hilbert si ¢’est un espace de Banach, et si la norme
| - [[x dérive d’un produit scalaire (hermitien si K = C), noté (-, -)x.

Soient X et Y deux espaces de Banach : une application linéaire A de X dans Y est

. . A
continue st SUp,¢ x\ {0} % < 00. Sa norme est

| Av|ly
Al = sup :
vex\foy [|v]lx

(1.1)

On note £(X,Y) 'ensemble des applications linéaires et continues de X dans Y, respec-
tivement £(X) 'ensemble des applications linéaires et continues de X dans lui-méme.
Une application linéaire A de L(X,Y") est compacte si, de toute suite bornée de X, on
peut extraire une sous-suite dont I'image par A converge dans Y. On vérifie que la com-
position d’une application linéaire continue par une application linéaire compacte (ou
vice versa) est compacte.

On note X' I'espace vectoriel des formes linéaires et continues sur X (K = R), respective-
ment des formes antilinéaires et continues sur X (K = C). On I'appelle le dual de X. Par
définition, une forme (anti)linéaire { € X' est continue si sup,ex\ oy [€(v)]/[[v]|x < oo.
On munit X’ de la norme :

1el[xr = sup [£(v)|/[|v]|x (1.2)

veX\{0}

Pour /(v), on utilise généralement la notation avec crochets de dualité, c’est-a-dire
(,v)x x ou ({,v)x. Si (X,]| -|x) est un espace de Banach, alors (X', | - || x’) est éga-
lement un espace de Banach. On a la propriété X C (X'), et on dit que 'espace X est
réflexif si (X’)" = X. Un espace de Hilbert est toujours réflexif.

Soient X et Y deux espaces de Banach : une forme a(-, -), bilinéaire sur X x Y (K = R),

resp. sesquilinéaire sur X x Y (K = C), est continue si SUP,e x\ {0}, wey'\ {0} WTZ“Y < 0.
Le module de continuité de a est égal a
la(v, w)]
llalll = sup (1.3)

veX\{0}, weY\{0} vl x|lwlly

Les principaux résultats que nous utiliserons sont les suivants.

Théoréme 1.1 (Riesz) Soit X un espace de Hilbert.

Pour tout £ € X', il existe une unique solution u € X de la formulation variationnelle

Trouver u € X telle que
Yoe X, (u,v)x =({v)x.

En outre, ||ul|x = ||¢]|x
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Théoréme 1.2 (isomorphisme de Banach) Soient X et Y deux espaces de Banach, et
A€ L(X,Y) bijective. Alors A=t € L(Y, X).

Ensuite, soient X et Y deux espaces de Banach tels que X est un sous-espace vectoriel de
Y, dense dans Y, avec injection continue (3Cx_y > 0 telle que pour tout v € X, |jv[ly <
Cx—y/|v]|x). Alors on a l'injection[]] "duale" Y’ C X’ et, pour tout £y € Y, on a |ly||x <
Cx_v||¢y ||y, ce qui entraine que I'injection "duale" est continue. Si de plus Y est réflexif, alors
Y’ est dense dans X'.

Enfin, soient X et Y deux espaces de Banach, et X un sous-espace vectoriel de X, dense
dans X. On suppose que A est une application linéaire de X dans Y pour laquelle il existe
une constante Cy > 0 telle que, pour tout v € Xt on a [|[Avt|y < Cullvt]x. Alors on
peut prolonger par continuité A en une application linéaire et continue de X dans Y, appelée
prolongement de A, et ce prolongement est unique. En pratique, si on conserve la notation
A pour le prolongement, on obtient Av pour tout v € X par passage a la limite dans Y :
Av = limy_, o0 Av;", ol (v))); est une suite (quelconque) d’éléments de X convergeant vers v

dans X. De plus, on a I'inégalité [|Al]| < Cja.

1.2.3 Espaces de Lebesgue

On se place dans un ouvert 2 de R%. On renvoie a [8, [I] pour les démonstrations.

Définition 1.3 L’espace LP(2) est composé des fonctions de Q dans K, mesurables au sens de

Lebesgue, et telles que :

1/p
pour 1 <p <oo ||v|e) = {/ ]U|de} < 00
Q

pour p = 00 |0]| oo () = supess eqlv(x)| < 00

Muni de la norme || - || Loy, LP(Q2) est un espace de Banach. Lorsque 1 < p < oo, LP(Q) est de

plus séparable.

Pour p € [1, 00|, on peut également définir les fonctions qui sont localement dans LP de la fagon
suivante. SiE| vlg appartient a LP(§2) pour tout sous-ensemble compact K de €, alors v est lo-
calement dans LP(2), et on écrit v € L7 (£2). Observons qu’on a les inclusions LP(Q2) C LP (Q)

loc loc
pour tout p € [1, o).

p

1e(§2) et que v; = vy presque partout dans

L’égalité v; = vy dans L} () signifie que vy, v9 € L

Q2. Si I'une des deux fonctions appartient a LP(2), autre appartient aussi a LP().

On a ensuite un résultat important de stabilité par la multiplication des éléments de L>°(2).

7!

1. Lorsque X n’est pas dense dans Y, I'inclusion de Y’ dans X’ n’est pas injective.

2. Pour S C RY, 1g est la fonction indicatrice de S.
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Proposition 1.4 Soit1 < p < co. La multiplication est une application bilinéaire/sesquilinéaire
et continue de L>(2) x LP(§) dans LP(S2).

Plus généralement, soit 1 < p < 0o : on définit son exposant conjugué p’ € [1, 0o par la relation
1/p+1/p = 1. L'inégalité de Hélderlﬂ permet d’établir les résultats suivants.

Proposition 1.5 Soit 1 < p < oo et soit p' son exposant conjugué. La multiplication est une

application bilinéaire /sesquilinéaire et continue de LP(Q) x L (Q) dans L' (Q). En outre,
Yo,w) € (@) x I, lowlli < ool

Lorsque Q) est borné, c’est-a-dire que vol(2) = fQ 1dQ) < oo, pour tout 1 < p < g < 00, on a
Vinclusion LI(2) C LP(SY), ainsi que Uestimation[]

Vo€ L), [[v]lz@ < (v0l2)"" ™ 0]l o)
On en déduit les inclusions

Wpelocl, LX(Q) C L (Q) C L, (9). (1.4)

A Taide du résultat de la proposition , on peut caractériser 'espace dual de l'espace LP({2).

Proposition 1.6 Soit 1 < p < oo et soit p' son exposant conjugué. L’espace dual de LP(Q)
peut étre identifié a LP (Q) : (LP(Q)) = LY (Q). Par contre, L*(Q) C (L=(Q)) avec inclusion

stricte.
Enfin, L*(2) un espace de Hilbert.

Proposition 1.7 L’espace L*(Q2) est un espace de Hilbert séparable, muni du produit scalaire
(hermitien st K = C)

(v,w)Lz(Q):/vadQ K=R); (v,w)Lz(Q):/vadQ (K =C).

Dans la suite, on identifiera donc I'espace de Hilbert L?*(£2) a son dual, et on 'utilisera (ainsi

que certains de ses sous-espaces) pour étudier nos modéles.

1.3 Distributions

On se place dans un ouvert 2 de R%. On suppose que les fonctions sont a valeurs complexes

(pour les fonctions & valeurs réelles, il suffira d’enlever la conjugaison).

3. Inégalité de Holder : Va,b > 0, ab < %a”—i— ibp/. Le résultat est évident si a = 0 ou b = 0. Lorsque a,b > 0,
c’est une conséquence élémentaire de la concavité de la fonction log sur ]0, +-o0].
4. L’injection de L9(2) dans LP(f2) est donc une application linéaire et continue lorsque vol(2) < co.
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1.3.1 Définitions

Définition 1.8 L’espace D(2) est composé des fonctions C*° sur §) et dont le support est

compact dans €.

Définition 1.9 Une distribution sur Q est une forme linéaire T : D(Q) — R qui possede la

propriété sutwante. Pour tout K C ) compact, il existe C > 0 et m € N tels que :

Vv € D(Q) avec supp(v) C K, |T(v)] < C|v|

Crn,([\') .

L’espace des distributions est noté D'(Q). Soient T' € D'(Q2) et v € D() : on utilise les crochets

de dualité (T,v) pour dénoter l'action de T sur v.

On munit D(Q) de la topologie de la limite inductive stricte. En pratique, on peut utiliser la
convergence des suites pour définir cette topologie. Soient (v), une suite d’éléments de D((2)
et v € D(Q). On dit que (vg)x converge dans D(2) vers v si, et seulement si :

(i) il existe K C Q compact tel que supp(v,) C K pour tout k, et supp(v) C K ;

(ii) pour tous les multi-indices o € N¢, la suite (9 (v — v))i>k, converge vers 0 dans C°(K).
A partir de 1a, on peut montrer que 'espace des distributions D’(2) est I'espace dual de D(€2),
par définition égal & I'ensemble des formes linéaires qui sont continues selon la topologie de
la limite inductive stricte. En tant qu’espace dual, D’(Q2) est muni de la topologie "naturelle"

sulvante.

Définition 1.10 Soit (T}), une suite d’éléments de D'(S2) : elle converge dans D'(€2) vers T’
si, et seulement si, pour tout v € D(Q), on a (Ty,v) — (T, v).

Par définition, une distribution 7" est nulle si, et seulement si,
Yo e D(Q), (T,v)=0.
On peut facilement prouver I'inclusion

Ll

loc

(©2) c D'(), (1.5)

en identifiant tout v € L () a une distribution toujours notée v, via la correspondance

Vw € D(Q), (v,w) = /vadQ. (1.6)

D’apreés ((1.4]), pour tout p € [1, o], tout élément de LP(Q2) peut étre considéré comme une distri-
bution. En particulier, pour tout v € L*() et tout w € D(Q), on a (v, w) = (v,W)2(q). D’apres

ce qui précéde, on a pour finir le résultat élémentaire ci-dessous, important en "pratique"...

Proposition 1.11 Soient v € L, .(Q) et T € D'(Q). Si on a (v,w) = (T,w) pour tout w €

loc
D(Q), alors T € L, () avec v =T presque partout dans Q.
Enfin, on appelle distribution vectorielle un élément de (D’(Q))d. Powr T =5._,,
tenant a (”D/(Q))d et v=>._, ,ve appartenant a (D(Q))d, on définit I’action de T sur v par

(T, v) = > i1 o{Tis vi).

T;e; appar-
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1.3.2 Dérivation au sens des distributions
Définition 1.12 . Soit T € D'(Q) : sa jéme dérivée partielle (7 =1,---,d) est définie par

oT ov
<a_l'j’v> - _<T7 a_l’j>

Vv € D(9),
On en déduit
Proposition 1.13 L’application T — 0;T est linéaire et continue de D'(2) dans D'(S2).

On a vu que L?(f2) est un sous-ensemble de D’'(€2) : on peut donc dériver ses éléments au sens

des distributions.
Définition 1.14 On appelle espace de Sobolev H(2) ’espace

HY Q) = {v € L*(Q) tel que O;v € L*(Y), j=1,---,d},
ot la dérwation est comprise au sens des distributions.

Muni de la norme
1/2
2
ol = { o+ v dﬂ} ,

c’est un espace de Banach séparable. Muni du produit scalaire hermitien
(v, W) () = /(v@+ Vv - Vw) dSQ,
Q
c’est un espace de Hilbert (séparable). On peut donner une définition équivalente de H ().

Proposition 1.15 Soitv € L*(2). Alorsv € HY(Q) si, et seulement si, pour tout j = 1,--- ,d,

ow
(U, %)L%Q)

J

3C; >0, Vw e D(Q), < Gjl|wl|r2(0)-

Définition 1.16 Soit « € N* un multi-indice. Soit T € D'(Q) : sa dérivée partielle d’ordre «
est définie par
Yo € D(Q), (0,T,v) = (—1)°NT, d,v).

Si a = 0, on a évidemment 0,7 = T'! A partir de 14, on peut définir les espace de Sobolev

d’ordre entier.
Définition 1.17 Soit m € N : on appelle espace de Sobolev H™(Q)) l’espace

H™(Q) = {v € L*(Q) tel que O,v € L*(Q), Ya € N, |a| < m}.
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Muni de la norme 12

0]l gm ) = / Z ]8QU|2 dQ) , (1.7)
QaENd, |a|<m

c’est un espace de Banach séparable. Muni du produit scalaire hermitien

(/U,'lU)Hm(Q) - / Z 8041}8@_wd97
Q

aeNe, |a|<m
c’est un espace de Hilbert (séparable). Enfin, pour m > 1, on introduit la semi-norme
1/2
o= [ fwldey (18)
@ a€eNY, |ajl=m

pour laquelle on ne conserve que les dérivées d’ordre m.

Remarque 1.18 On a H°(Q) = L*(Q). Par construction, on a la suite d’injections linéaires

et continues

- CH™YQ) c H™(Q) C --- € HY(Q) C L*(Q).

Définition 1.19 Soit m € N, on appelle C™(Q) ’ensemble composé des restrictions a Q de

fonctions de C™(R?) a support compact. On appelle C3°(€)) U'ensemble composé des restrictions
a Q de fonctions de D(R?).

On note que, par construction, C2°(£2) C C*(£2) pour tout m > 0.
Les deux propriétés ci-dessous illustrent la différence entre les espaces C(€2) “classiques" et les
espaces de Sobolev H™(() :
— Pour tout m € N, C"™(Q) € H™(Q), avec injection continue si vol(2) < oo ;
— Sid>2, HY(Q) ¢ Q).
Pour conclure ces rappels, on introduit les espaces de fonctions que 'on peut atteindre (par

passage a la limite) avec des éléments de D(£2).
Définition 1.20 Soit m € N : on appelle HJ*(2) Uadhérence de D(Q2) dans H™(Q2) :
Yo e HP (), 3wk € (D))", lim [[o = vyl sm) = 0.

Notons qu’on peut appliquer les opérateurs de dérivation aux distributions. On rappelle ci-
dessous comment on procéde pour le gradient et la divergence.
y . . . . . 5 N
— Comme l'opérateur gradient est a valeurs vectorielles, ie. V- = Zi:L a4 72,80 1€ gra-
dient d’'une distribution est une distribution vectorielle agissant sur les fonctions v =

> ic1.aviei de (D(Q))d. Si on utilise la définition |1.12[ terme a terme, alors le gradient
de T € D'(2) est caractérisé par :

Yo e (D)%, (VT,v) = Z(S—i,m =- ) (T %) =—(T,) SZ> = —(T,divo).

i=1,d i=1,d g i=1,d

Ci-dessus, 'opérateur divergence agissant sur v est l'opérateur “classique”.
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— D’autre part, comme 'opérateur divergence agit sur des champs a valeurs vectorielles,

on I'applique & une distribution vectorielle T'=%"._, ,Tie; de (D'(Q))d : sa divergence

est la distribution divT =) _._,, 3{ et on a la caractérisation
—1.d oz

T
Vo e D(Q2), (divT,v) = ( oT,

i=14d i=1d i=1,d

L’opérateur gradient agissant sur v est l'opérateur “classique’.

oT;
S i - b

Proposition 1.21 L’application T — VT est linéaire et continue de D'(2) dans (D’(SZ))d.

L’application T +— divT est linéaire et continue de (D/(SZ))d dans D'(Q2).

Exercice : En utilisant la dérivation au sens des distributions et I'inégalité de Cauchy-Schwarz

dans L*(Q), (LQ(Q))d ou R montrer que :

1. Tapplication divergence est telle que
div € E((HI(Q))d,LQ(Q)) avec ||div ||| < v/d;
2. Tapplication jéme dérivée partielle (j = 1,--- ,d) est telle que
0; € L (L*(), (Hy(Q))) avec [0l < 1;
3. I'application gradient est telle que
Ve £ (L), ((H3())") avee V]| < va:
4. T'application Laplacien est telle que

A€ £ (H'(Q), (H)(Q))) avee [|A]] < 1

1.4 Intégration par parties

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

On suppose que les fonctions sont a valeurs complexes (pour les fonctions a valeurs réelles,

il suffira d’enlever la conjugaison).
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1.4.1 Notion de domaine

On rappelle la notion de frontiére lipschitzienne ou réguliére, cf. la définition 1.2.1.1 de [19].

Définition 1.22 Soit Q un ouvert de R?, et k € N'\ {0}.

Sa frontiere O$) est lipschitzienne (respectivement de classe C*') si, et seulement si, en tout
point & de OS2, pour un systéme de coordonnées (y1, - -+ ,ya) bien choisi, il existe une application
lipschitzienne (resp. de classe C*') ¢ : V= — R définie sur un (d — 1)-hypercube ouvert

Vo RS < {0}, et un voisinage V- ouvert de x, tels que :

VNoQ={x' = (y,ya) €V tel que ya = ¢(y)} (le graphe de ¢ représente localement 0N2);
VNQ={x'=(y,ya) €V tel que ya < p(y)}  (Q est localement d’un seul coté de 0N2).

En un point @ de 0€), 'application ¢ est appelée carte locale. En reprenant les notations
précédentes, on peut définir le vecteur normal unitaire sortant a 02, noté n, dés que 02 est
lipschitzienne. Précisément, au voisinage d’un point & de 02, on a

_(=0(y), -, —0a1p(y), 1)
Y ) = s )+ )

Sur une frontiére 02 lipschitzienne, on peut définir les espaces de Lebesgue LP(0€2) pour tout
p € [1,00], avec des propriétés similaires a celles de ; voir §1.4.3| pour un exemple.

, presque pour tout y € V.

Proposition 1.23 Soit Q un ouvert de R* a frontiére lipschitzienne, alors m appartient a
(L>=(09))2. Si de plus la frontiere est de classe C*' pour k > 1, alors n appartient a (C*~1(99))2.

Dans la suite du cours, on raisonnera généralement dans un domaine, dont on donne la définition

ci-dessous.

Définition 1.24 Un ouvert borné connexe de R® a frontiére lipschitzienne est appelé un do-

maine.

1.4.2 Formules de Green classiques

On se place dans un ouvert € de R? & frontiére lipschitzienne. On rappelle les formules

d’intégration par parties ci-dessous, ot (n;);=1,4 sont les composantes de n.

Proposition 1.25 Soit v € C'(Q) NC°%(Q) a support borné, on a pour touti = 1,d :

Ov dQ:/ vn; d. (1.13)
o O; o0

Soient v,w € C*(Q) NC°(Q) a support borné, on a pour tout i =1,d :
/ Ov w+v ow dQ) = / vwon; dI. (1.14)
o \0; O; 0
Soient v € (CH(Q) N Co(ﬁ))d et w € CHQ)NCYQ) a support borné, on a :

/((divv)mv-vmd(z:/ (v-n)wdrl. (1.15)
Q oN
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A partir d'une des trois formules, il est trés simple de retrouver les deux autres.

Dans , la quantité v -nypq définie sur 92 est appelée fluz de v a travers 0€2. Typiquement,
les formules (1.14)-(1.15) permettent de passer du modele a résoudre a la formulation variation-
nelle équivalente, en intégrant les équations/inéquations, et en utilisant les conditions de bord.
Dans , v joue le role de la solution (ou d’une de ses composantes), et w est une fonction-
test. Dans , v joue le role du gradient de la solution ou d’une quantité proportionnelle
au gradient, et w est & nouveau une fonction-test. Ceci étant dit, la régularité pré-supposée
de la solution et des fonctions-test dans (1.14)-(1.15) est trop restrictive, ¢’est pourquoi on va

généraliser ces formules...

1.4.3 Théoréme de trace, formule de Green généralisée

Le but est maintenant de généraliser ces formules d’intégration par parties & des objets
plus généraux, a savoir appartenant a des espaces de Sobolev (d’ordre le plus petit possible).
On rappelle un résultat de densité qui permettra de remplacer ces objets “peu réguliers” par
des fonctions réguliéres, beaucoup plus simples & manipuler. En particulier, ce résultat permet
d’étendre des résultats connus pour des fonctions réguliéres, tels que la valeur, ou trace, sur la
frontiére. On suit [19)].

On a tout d’abord un résultat de densité des fonctions réguliéres dans les espaces de Sobolev.

Proposition 1.26 Soit m € N. Dans tout ouvert Q) a frontiere lipschitzienne, C2°(Q) est dense
dans H™(S2) :

Vo e H™(Q), 3w € (CX(@)", lim o —oxllame = 0.

Soit un ouvert €2 de frontiére lipschitzienne. Pour tout v € C°(€2), on peut définir sa valeur sur

la frontiere 9€2, ou trace, notée vjsq. En outre,

vign € L*(00) = {)\ mesurable sur 0f2 tel que / |\?dl’ < —l—oo} :
20

ou dI' désigne ’élément de "surface” porté par 01 ; dI', est défini autour d’un point & a ’aide
d’une carte locale, en partant d’un hypercube de R4~ (voir la définition |[1.22]). Muni du produit

scalaire hermitien

(o M) 2 00 = / Mok dT,
o0

L2(09) est un espace de Hilbert, qu’on identifie & son dual. On dit que 99 est bornée si

vol(9Q) = [,, 1dI’ < co. En particulier, la frontiére d’un domaine est toujours bornée.

Théoréme 1.27 Soit Q2 un ouvert de R a frontiere lipschitzienne et bornée. Alors, lapplication
trace -
Cx (Q) —  L*09)

v = YU = Vjea

Yo -
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se prolonge par continuité en une application linéaire continue, toujours notée vy, de H'(Q)
dans L*(09).

On introduit
HY2(0Q) = {X\ € L*(09) tel que Fv € H'(Q), X =ov}, (1.16)

qu’on munit de la norme

A = inf . 1.17
H ||H1/2(89) UEHI(Ql)ntq 'YOUZAHUHHI(Q) ( )

Proposition 1.28 Soit Q un ouvert de R® a fronticre lipschitzienne et bornée. Muni de la
norme , Uensemble des traces HY/2(0SY) est un espace de Banach. En outre, H'/?(0%) est

un sous-ensemble strict, dense dans L*(0Q) (avec injection continue).

Par définition, I’application trace o est continue de H'(Q) dans H'/2(9), de norme égale &
1. 11 suit de la proposition que L2(0Q) C (H'Y?(09))" (avec injection continue).

A Paide de Iapplication trace 7y et de la densité de C°(Q2) dans H'(£2), on peut généraliser
la formule d’intégration par parties . Donnons d’abord une idée intuitive de ’énoncé du
résultat. On rappelle qu'on a défini des espaces de Sobolev (H™(£2))mnen inclus les uns dans
les autres, voir la définition [I.I7] Si on choisit a priori v dans Pespace le plus grand, c’est-a-
dire dans H°(Q) = L*(Q), on sait que l'on doit choisir (J;w);=; 4 dans l'espace dual de L?(£2)
(proposition , c’est-a~dire lui-méme, pour que toutes les intégrales

Vi=1,d, /ua“’ dQ,
Q

€

aient un sens. Et symétriquement (en inversant le role de v et w), on choisit w € L?(Q) et

(0v)iz14 € (LQ(Q))d pour que les autres intégrales volumiques
Vi=1,d, / W a0
0

aient un sens. Ainsi, on doit choisir v, w dans H'({). Et, si les hypothéses du théoréme

sont vérifiées, on peut utiliser les traces yov et yow pour donner un sens a l'intégrale de bord

/ vwn,; dl.
Q0

Le résultat et sa démonstration sont proposés ci-dessous.

Proposition 1.29 Soit Q un ouvert de R® a fronticre lipschitzienne et bornée. Soient v,w €
HY(Q), on a pour tout i =1,4 :

ov ow B _
/Q (axiw—kvaxi) dQ—/aQ%v%wnidF. (1.18)
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Démonstration : D’apres la densité de C2°(Q2) dans H'(Q2), il existe deux suites de (CZ° (ﬁ))N, notées

respectivement (vg)i et (wg)g, telles que
lim [jv — = lim — =0.
m o —wpllg(e) = m flw —wgllmq)

Pour chaque k € N, par définition de 'application trace vy, on a d’aprés ([1.14]) la formule d’intégration

/ O o+ vy, 2 dﬂ:/ Yoy, Fowk n; dT.
Q 69@1 6951 o0

par parties :

Puisque (9;v;)x converge vers d;v dans L?(€2), et que (W), converge vers w dans L?(£2), on déduit de
la proposition que (Ojvpg)x converge vers d;uw dans L'(Q). De méme, (v,0;Wy); converge vers
vo;w dans L1(2). 11 suit que

. o, owy / ov ow
1 Q) = Q.
ki%o(/g(@{tlwk—i_vk 8$Z>d ) Q<8xiw+va’ni)d

Puis, par continuité de 'application trace g, on note que (Yovx)x converge vers yov dans L2(92), et

de méme que (yowy ) converge vers yow dans L?(99). Il suit que (Yovg JoWk )k converge vers yov Yoo
dans L'(99Q). Et comme n; € L% (99Q) (voir la proposition [1.23), on a finalement que (Yovx Jowk 1)k

converge vers yov Yow n; dans L'(99Q). En d’autres termes,

lim </ YoUk YoWEk M dF> :/ Yov yow n; dI,
k=00 \ Jon o9

ce qui démontre (1.18]). [

Théoréme 1.30 Soit Q un ouvert de R® a frontiere lipschitzienne et bornée. On a lidentifica-
tion :

Hy () = {v e H'(Q) tel que yov =0} .

1.5 Opérateur de trace normale, formule de Green généra-
lisée

Il reste maintenant a généraliser la formule d’intégration par parties ((1.15)). Aprés quelques

considérations intuitives, on suivra [18§].

1.5.1 Un peu d’intuition...

Si on cherche a nouveau ’énoncé intuitif du résultat, on constate cette fois une dissymétrie
entre l'espace des v, et Pespace des w. Partant de w € L?*(€2), on constate qu’on doit choisir

dive € L*(Q) pour que

/Q (div v)w dQ
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ait un sens. Si maintenant on part de v € (LQ(Q))d, on doit choisir (Jjw);=14 € (Lz(Q))d pour

/v-V@dQ
Q

ait un sens. Ainsi, w appartient & H'(f2), alors que v appartient a 'espace de Sobolev

que

H(div;Q) = {v € (Lz(Q))d tel que divw € LQ(Q)} )

ou la divergence est comprise au sens des distributions.

Muni de la norme
9 . 9 1/2
ooy = (I0ape + Idivoliag)

H (div ;) est un espace de Banach.

Muni du produit scalaire associé
(v, W) H(@iv0) = (V, W) r2)e + (dive, divw) ),

H (div ;) est un espace de Hilbert.

Ensuite, il reste a considérer l'intégrale de bord

/m('v -n)wdl.

Si les hypothéses du théoréme sont vérifiées, on a vu que yow appartient a L?(99), l'idée
naturelle consiste donc & établir que le flux v - mypq appartient également a L?(0€2). Malheureu-
sement, ce résultat est faux si on considére un élément quelconque de H (div; Q)E] Néanmoins,
on sait que Yow appartient a H'/2(92), qui est un sous-espace strict de L*(92). On va donc pro-
céder par dualité, c’'est-a-dire démontrer que le flux v - nj5q appartient & (H 1/ 2(69))/, I'espace
dual de H'/2(0£2). On notera I’action d’un élément de (H'/2(99)) sur un élément de H'/2(95)
a l'aide de crochets de dualité : (-, ) m1/2(00)), 11/2(00) -

Puisque L?(0N) est identifi¢ a son dual, on rappelle qu'on a les inclusions strictes (avec injec-

tions continues)

HY2(0Q) C LX(09) C (HY?*(09)) . (1.19)

Pour un couple (A, \;) € L2(02) x HY2(0%2), on peut écrire

<A0, A1>(H1/2(6Q))’,H1/2(89) — ()\07 )\1)[/2(89) — / AO)\_ldF
o0

1.5.2 Reésultat de densité

On a un nouveau résultat de densité des fonctions réguliéres.

5. Le résultat est bien stir vrai si v est "réguliére jusqu’au bord", par exemple v € C°(9).
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Proposition 1.31 Dans tout ouvert 0 a frontiere lipschitzienne, (C°(Q))? est dense dans
H(div;Q) :

Vo € H(div;9), (v € ((CZ(R)Y)", Jim {lv — vk mr(aivie) = 0.

A partir de 14, on va étudier la trace normale, qui apparait dans la formule d’intégration par
parties (1.15), pour des éléments de H (div;(2).

1.5.3 Opérateur de trace normale v,

Soit Q2 un ouvert, & frontiére dQ lipschitzienne et bornée. Pour tout v € (C°(£2))? on peut
définir sa trace normale sur 02 : (v - n)j9q. Lorsqu’on prolonge par continuité aux éléments de
H (div; (), comme espéré on aboutit cette fois & une application trace normale & valeurs dans
le dual de H'/2(0Q). Enfin, on peut généraliser la formule d’intégration par parties .

Théoréme 1.32 Soit Q un ouvert de R®, a frontiére lipschitzienne et bornée. Alors, on peut

définir Uapplication trace normale

(C= (@) — (@HY2(00))

Y
‘ v = v = (V- n)po

De plus, elle se prolonge par continuité en une application linéaire continue et surjective, encore
notée 7y,, de H(div;Q) dans (H/%(0Q))’.
Soient v € H(div;Q) et w € HY(Q), on a la formule d’intégration par parties :

/(; ((le ’U)w +v- V@) dQ) = <’}/n'v, 70w>(H1/2(39))’,H1/2(3Q)' (120)

Démonstration : On raisonne par étapes.
— Trace normale pour v € (CCOO (ﬁ))d. Comme l'espace H'/2(0Q) est égal a I'espace des traces
de H'(Q), on choisit tout d’abord w € H'(f2). Si on raisonne comme pour démontrer la
proposition a l'aide d’une suite de fonctions de (CZ° (ﬁ))N tendant vers w dans H'(£2), on

montre que

/ (v-m) g Yow dl' = / (v - Vw + (div v)w) dS2.
o0 Q

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz a deux reprises, on en déduit que
‘/BQ(U : n)\agwdr‘ < |vllr2@)eIVwll 2@y + I1div ol g2 @)llwl 22

< vl z(aivso)llwl 51 0)-

L’application trace g est linéaire, continue et surjective de H'(Q) dans HY/2(9Q) : pour tout
A€ H1/2(8Q), on applique la majoration ci-dessus aux w € H'(Q) tels que yow = \. Il suit

v-n AL < ||lv v inf .
[ @ mpaXdr] < lollmave ot ol
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En utilisant la définition (1.17)) de la norme dans H/2(99), on trouve
YA € H'2(00), ’/m(v'n)wsz)\dF‘ < Wl Eivio) M g200)-
Ainsi, on a bien (v - n)gq € (HY2(0Q))", avec I'identification
((v- n)|6§27)\>(H1/2(aQ))/,H1/2(aQ) = /BQ(U : n)\BQXdF-

Application trace normale dans E(H(div :Q), (Hl/Q(OQ))’). D’aprés ce qui précéde, on a
pour tout v € (C2°(Q))4 :

%’U||(H1/2(ag))f = sup

AeH1/2(0Q)\{0} H/\HH1/2(8§2)

< |[v[lmdiv:0)-

L’application 7, est donc continue de (C°(Q))? dans (H'/2(0R)) par rapport & la norme de
H (div; Q). D’apreés la proposition on peut prolonger par continuité 7, en une application
linéaire et continue de H (div ;) dans (H'/2(99))’, toujours notée ,,. On note que ||v,|| < 1
dans £(H (div;Q), (HY2(09))").
Intégration par parties . Il suffit maintenant de raisonner par densité sur v et sur w,
puisque le terme de bord aura un sens par dualité, sous la forme (y,v, 70w>(H1/2(8Q))',H1/2(aQ)-
Surjectivité de v, € L(H (div; ), (H1/2(8(2))’). Soit g € (H'Y/2(9%)), on considére la for-
mulation variationnelle

{ Trouver u € H'() telle que

(U’w)Hl(Q) = <9,’Yow>(H1/2(aQ))/,H1/2(aQ)7 Yw e H'(Q)

D’aprés le théoréme de représentation de Riesz, cette formulation variationnelle admet une
solution, et une seule. En outre, si on choisit une fonction-test v € D(2) quelconque, on en
déduit facilement que —u+ Au = 0 dans D’(€2). Si on pose v = Vu, on a v € (L*(Q))? puisque
u € HY(Q) et, en outre, divy = Au = u appartient & L?(Q) : ainsi v € H(div;Q). A partir
de 14, si on remplace u par divw et Vu par v dans la formulation variationnelle, on trouve que
pour tout w € H(Q),

<g, 70w>(H1/2(5Q))/7H1/2(8Q) = (u, ’w)L2(Q) + (Vu, V'w)(L2(Q))d = (le v, w)LQ(Q) + (’U, Vw)(Lz(Q))d.

Et si on utilise la formule d’intégration par parties ([1.20]), on a donc établi que

Yw € HI(Q), <g,’}/Ow>(H1/2(aQ))/7H1/2(aQ) = <7n'v,70w>(H1/2(BQ))/7H1/2(69).

Et comme I’application trace o est surjective de H'(Q) dans HY/2(d%), on a démontré que

v = g dans (H'/2(09)), d’out la propriété de surjectivité.

Ceci achéve la démonstration. []

Remarque 1.33 On note que siw € H}(Q), le terme de bord disparait dans . Ce résultat

s’obtient (rivialement si on raisonne par densité, en approchant w dans H'(Q) avec des éléments

de D(Q).
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Enfin, Pespace de Hilbert H(div ;2) est défini comme 'adhérence de (D(£2))? dans H (div ; Q) :
Yo € Ho(div; Q), (v € (D)9 Jim {lv — vk mr(aivi) = 0.

On a le

Théoréme 1.34 Soit Q0 est un ouvert de R* a frontiere lipschitzienne et bornée. Alors on a
[identification :

H(div;Q) = {v € H(div;Q) tel que y,v =0} .

Remarque 1.35 On note que si v € Hy(div;Q), le terme de bord disparait dans . Ce
résultat s’obtient trivialement si on raisonne par densité, en approchant v dans H (div;{2) avec

des éléments de (D(Q))2.

1.5.4 Propriétés de saut

Selon la régularité du champ considéré, on a des propriétés différentes de saut au fran-
chissement d’une interface. Un résultat simplifié peut étre obtenu facilement pour des champs

réguliers (au sens classique) "par morceaux", voir I'exercice ci-apres.

NA
o)
(V]

NA

FIGURE 1.1 — Exemples de partition d'un domaine de R?

Exercice : Soit Q un domaine de R%. On suppose qu’il existe deux domaines disjoints ; et
Qs tels que Q = O UQ,. On note ¥ = 904 N O, l’interfaceﬂ et mx; un vecteur unitaire normal
a ¥ dirigé de © vers Q. Voir des exemples sur la figure [I.1]

1. Soit v € L?(Q) telle que Vi, € CI(Q_j) pour j = 1,2. Montrer que si le sautde v s’annule,
c’est-a-dire si [v]y = 0, alors on a v € H'(€Q). Que pensez-vous de la réciproque ?

6. En pratique l'interface est une courbe si d = 2, et une surface si d = 3.
7. Pour w réguliére de part et d’autre de l'interface ¥ séparant 1 et (s, le saut de w au travers de X

(conforme a l'orientation du vecteur unitaire normal ny, dirigé de Q; vers {25) est égal a

[’w}g = w‘agz — w\aﬂy
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2. Soit v € (L2(Q))d telle que v, € (Cl(Q_j))d pour j = 1,2. Montrer que si le saut de la
trace normale de v s’annule, c¢’est-a-dire si [v-nygls = 0, alors on a v € H(div; ). Que

pensez-vous de la réciproque ?

Plus généralement, on a les résultats ci-dessous sur les sauts.

Théoréme 1.36 Soit Q un domaine de R%. On suppose qu’il existe deux domaines disjoints
Oy et Qy tels que Q = QL UQ,. On note ¥ = 0y N O, Uinterface. Alors :
— pour v € L*(Q) telle que vio, € H' () pour j = 1,2, on a léquivalence

veE H(Q) <+ [vs=0. (1.21)
— pour v € (LQ(Q))d telle que vjq, € H(div;Q;) pour j = 1,2, on a l’équivalence

ve H(div;)) <= [v-ng|y=0. (1.22)



Notes de cours 2

Etude théorique du modéle de la diffusion

L’équation de la diffusion permet de modéliser différents phénoménes physiques tels que
la loi de Darcy, la loi de Fick ou la diffusion des neutrons. Pour la diffusion neutronique par
exemple (voir par exemple [9]), elle permet de déterminer le flux neutronique (grandeur a va-
leurs scalaires réelles). On peut choisir soit de I'exprimer comme une équation aux dérivées
partielles (EDP) du second ordre, soit comme deux équations aux dérivées partielles du pre-
mier ordre couplées entre elles. Dans ce second cas, on détermine, outre le flux neutronique, le
courant neutronique (grandeur a valeurs vectorielles réelles proportionnelle au gradient du flux
neutronique). Ainsi, d’un point de vue variationnel, deux approches coexistent. On utilise soit
la formulation variationnelle & une inconnue pour se concentrer sur le flux neutronique ; soit la
formulation variationnelle & deux inconnues pour se concentrer a la fois sur le flux et le courant

neutroniques.

On se place dans un domaine Q de R, pour 1 < d < 3. Le modéle étudié est basé sur des
données et des solutions a valeurs réelles. On choisit donc K = R lorsqu’on I’étudie, en particulier
pour les formulations variationnelles. Concernant la théorie "abstraite", on se placera a priori
dans K = C, et on considerera le cas K = R plus briévement. On note (+|-) le produit scalaire
(hermitien) de L?(€2) ou de (L?(92))¢, et ||-|| la norme associée. Enfin, on note L*(Q2) = (L?(Q2))%.

2.1 Modéle de la diffusion neutronique

2.1.1 Mesure, équation et condition aux limites

On reprend le formalisme énoncé au §I.I] Résoudre le modéle de la diffusion revient a
résoudre :
Trouver u € H'(Q) tel que
—divDVu + ou = Sy dans Q (2.1)
u = 0 sur 0f).

19
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La solution u cherchée est le fluz neutronique, D est le tenseur de diffusion, o la section efficace,
et la donnée Sy la sourceﬂ Toutes les grandeurs sont a valeurs réelles. De plus, la modélisation
conduit & faire les hypothéses suivantes :

— Le coefficient D est un champ de matrices de R**? mesurable sur € tel que

AD,pin > 0, Vz € RY, presque pour tout € € Q, Dyin|z|> < D(x)z - 2;

AD ez > 0, Vz € R, presque pour tout € Q, |D(x)z| < Dpas|2|- (2:2)
— Le coefficient o est un champ de scalaires mesurable sur Q tel que
A0 min, Omaz > 0, presque pour tout & € Q, opin < (@) < Opmas- (2.3)
— La source Sy appartient a L?(Q).
Sous les hypothéses sur u et sur D, on note que le courant neutronique p = —DVu est tel

que p € L*(Q) (voir la proposition . De plus, sous les hypothéses sur u, o et Sy, on a

divp = Sy — ou € L*(Q2). Ainsi, le courant neutronique est tel que

p € H(div;Q).

2.1.2 Formulation variationnelle équivalente

La condition aux limites sur u est une condition aux limites de Dirichlet. Classiquement [15],
c’est une condition aux limites essentielle, et on choisit des fonctions-test w € H{ ().
Chaque terme de 'EDP apparaissant dans le modéle (2.1) appartient a L?(2). On réalise donc
le "produit scalaire dans L2(€2)" de V'EDP avec w € H¢ (), pour trouver[]:

/ SywdS = / (—divDVu + ou)w dQ / (DVu- Voo + ouw) s,
Q Q Q

On en conclut que si u est solution du modéle (2.1)), alors u est solution de la formulation

variationnelle

Trouver u € H}(Q) tel que

2.4

Vw € H(9), / (Dvu Vw + auw)dQ - / S w dQ. (24)
Q Q

Réciproquement, en raisonnant au sens des distributions, on montre facilement que si u est

solution de la formulation variationnelle (2.4]), alors u est solution du modeéle (2.1]). On a donc

bien construit une formulation variationnelle équivalente a motre modéle. Nous prouvons son

caractére bien posé ci-dessous a l'aide du théoréme de Lax-Milgram.

1. On peut également modéliser la diffusion neutronique avec une autre condition aux limites que celle de
flux neutronique nul, telle que DVu - njpq = 0 (réflexion), ou (DVu - n + au)pq = 0 (albédo, avec a > 0) ; ou

bien des conditions aux limites distinctes sur différentes parties de la frontiére...
2. Au lieu de la formule d’intégration par parties 1} on peut utiliser la remarque m
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2.2 Existence et unicité, théoréme de Lax-Milgram

On rappelle les fondements de la théorie "abstraite" (voir par exemple [8, [I5]). Soient :

— V un espace de Hilbert défini sur K = R ou C, de produit scalaire (hermitien) (-,-)y.
On note || - ||y la norme associée ;

— af(+,-) une forme, bilinéaire si K = R, sesquilinéaire si K = €| et continue sur V' x V.

Pour ¢ € V' donné, on étudie le probléme écrit sous forme variationnelle,

(2.5)

Trouver u € V tel que
Yw eV, a(u,w) = ({,w)y.

Pour le modéle de la diffusion, on a respectivement (avec K = R) :
— V=Hy() ;
— a(v,w) = (DVu|Vw) + (ov|w) ;
— (Lw)v = (Sy|w).

2.2.1 Théoréme de Lax-Milgram

Définition 2.1 (coercivité) On dit qu’une forme a, sesquilincaire si K = C, bilincaire si

K =R, est coercive sur'V si, et seulement si :
Ja >0, VeV, |a(v,0)] > alv[f- (2.6)

Théoréme 2.2 (Lax-Milgram) Soit V' un espace de Hilbert sur K, a une forme sesquilinéaire
s1 K = C, bilincaire s1 K =R, continue et coercive sur V.
Pour tout £ € V', il existe une unique solution u € V' de la formulation variationnelle . En
outre, la solution u dépend contindment de la forme linéaire ¢ : il existe C' > 0 indépendante
de u et { telle que

ully < C[|€]|v

Lorsque K = €, on peut établir une caractérisation équivalente de la coercivité, voir [§].

Lemme 2.3 [K = C/ Soit a une forme sesquilinéaire et continue surVxV. Alors a est coercive

sur'V' si, et seulement si :
Ja>0, FeR, VoeV, R(exp(fa(v,v)) > alvl;. (2.7)

Si la forme est de plus hermitienne, c’est-a-dire si

Vo,w eV, alv,w) = a(w,v),

on ale



22 (©A.-S. Bonnet-Ben Dhia, P. Ciarlet 2024

Lemme 2.4 [K = C/ Soit a une forme sesquilinéaire, continue et hermitienne sur V x V.
Alors a est coercive sur' V' si, et seulement si, on a une des deux alternatives :

Ja >0, Yo eV, +a(v,v) > a|v||}; (2.8)
Ja >0, Yo € V, —a(v,v) > a|jv|}. '

Démonstration : Si on a l’alternative , il est clair que a est coercive.

Réciproquement, supposons a coercive. On note tout d’abord que, puisque a est hermitienne, pour
tout v € V, on a a(v,v) = a(v,v). Ainsi, pour tout v € V, on a a(v,v) € R. Supposons maintenant
qu’il existe vy, vy € V tels que a(vy,v1) > 0 et a(ve,v2) < 0. Notons que vy et vy sont non-nuls puisque
a est sesquilinéaire ; de plus, v et v9 ne sont pas colinéaires : sinon, 45 € C tel que v; = Bvy et dans

ce cas par linéarité par rapport au ler argument, resp. antilinéarité par rapport au 2éme argument,
a(vi,v1) = a(Bvg, Bvz) = [B*a(vz, v2) < 0,

ce qui contredit le fait que a(vy,v1) > 0.

On introduit la fonction continue de [0, 1] dans R
[ t—=altvr + (1 —t)ve, tvg + (1 — t)ve).

Par définition, f(0) < 0 et f(1) > 0. Puisque f est continue, 3t* €]0, 1] tel que f(¢t*) = 0. Si on pose
v* = t*v1 + (1 — t*)vg, on conclut de ce qui précéde que v* # 0 (v; et vy ne sont pas colinéaires), et

que a(v*,v*) = 0, ce qui contredit le fait que a est coercive. Ainsi, alternative ([2.8)) est vérifiée. [ |

Lorsque K = R, on peut facilement démontrer 1'équivalent du lemme 2.4 sans hypothése de

symétrie de la forme.

Lemme 2.5 [K = R/ Soit a une forme bilinéaire et continue sur V x V. Alors a est coercive

sur 'V si, et seulement si, on a une des deux alternatives :

Ja >0, Yo €V, +a(v,v) > a|lv||}; (2.9)
Ja >0, Yo € V, —a(v,v) > a|jv|}. '
Si a est de plus symétrique, ¢’est-a-dire que :
Vo,w eV, a(v,w) = a(w,v),

alors on peut montrer que la solution u de (2.5)) est I'unique point de minimum de la fonction-
nelle : .
v o 5(1(1},2}) —{,v)y,

définie de V dans R.

2.2.2 Diffusion & une inconnue

Pour le modéle de la diffusion posé sur R, on doit donc vérifier que la forme bilinéaire
a(v,w) = / <]D)Vv -Vw + avw) s
Q

est continue et coercive sur H} () (sous les hypotheses (2.2))-(2.3)) sur les coefficients).
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— Continuité : soient v, w € H}(2), on a

la(v,w)| < [(DVo[Vw)| + [(ov|w)]
(Cauchy-Schwarz ds L*(Q2), L*(Q2)) < [|[DVol [|[Vw| + |lov| |Jw]|
"" < Diae “VU” “VwH + Omag HU” “w“
< max(Drmaz, Omaz) (VO [V + [[v]| Jw]])
(Cauchy-Schwarz ds R2) < max(Dyaz; 0maz) (|V0]% + |02 (VW] + [|w]|?)

maX<Dmaxa0max) ||U||H1(Q) ||w||H1(Q) )

d’ott la continuité de a avec ||a||| < max(Dmaz, Omaz)-

— Coercivité : soit v € H}(£2), on a

a(v,v) = (DVu|Vv) + (ov|v)
B2-@3) = Duin IVVI? + Oonin 0]

> min(Din, Omin) ”UH%H(Q) ;

d’out la coercivité de a, avec une constante de coercivité oo = min(Dypin, Omin) > 0.
Par ailleurs, d’aprés la proposition [1.6] L?(2) est son propre dual. Comme H}(Q) est un
sous-espace strict, dense dans L?(f2) avec injection continue, on a I'injection continue "duale"
L*(Q)) C (Hi(Q)), et en particulier w — (Sy|lw) appartient a (H(Q2)) puisque Sy € L*(Q).
D’aprés le théoréme de Lax-Milgram, on en déduit que la formulation variationnelle admet
une solution et une seule. De plus, il existe une constante C' > 0 indépendante de Sy telle que :
lull @ < C IS¢l

2.3 Existence et unicité, cadre général

Nous proposons ci-dessous une approche plus générale que celle du théoréme de Lax-Milgram
pour résoudre les formulations variationnelles. Entre autres, les formulations variationnelles
peuvent mettre en jeu un espace des solutions différent de 'espace des fonctions-test. On se
concentre sur le cas K = C, le cas K = R est complétement similaire. Précisément, soient :

— V et W deux espaces de Hilbert définis sur C ;

— a(+, ) une forme sesquilinéaire et continue sur V' x W.

Pour ¢ € W’ donné, on étudie la formulation variationnelle,

{ Trouver u € V tel que (2.10)

Vw e W, alu,w) = (£, w)y.

2.3.1 Caractére bien posé

Nous commencons par une définition générale.
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Définition 2.6 (Hadamard) La formulation variationnelle est bien posée si, et seule-
ment si, pour tout £ € W', admet une solution et une seule u € V', avec dépendance

continue :

30 >0, Ve W', [lully <l

Remarque 2.7 Par stabilité, on cherche a déterminer dans quelle mesure une "petite pertur-
bation" de ¢ induit une "petite perturbation” de u. Par abus de langage, on dira que plus C' est

petite, plus la formulation variationnelle est stable.

On introduit I'application linéaire et continue A € L(V, W) associée a af(-,-), et définie par :
V(v,w) e V. x W, (Av,w)w = a(v,w). (2.11)

Pour tout v € V'\ {0}, on rappelle le résultat élémentaire :

|Av||w = sup (v, ww| _ Ja(v, w)

weW\{0} H“‘HH' B H“'Hu"

On en déduit que :

[Av]w la(v, w)|
[[All| = sup = sup T = [[la]l]. (2.12)
veV\{0} vl veEV\{0},weW\{0} vl [lwl[w

Proposition 2.8 Soient V,W deux espaces de Hilbert, et a(-,-) une forme sesquilinéaire et

continue sur V- x W. Alors la formulation variationnelle (2.1(]) est bien posée si, et seulement

si, inverse de A défini par existe et est continu : A=t € L(W, V).

Remarque 2.9 Ainsi, est bien posée si, et seulement si, A est un isomorphisme de V
dans W.

Démonstration : Supposons que est bien posée. Soit £ € W, alors il existe une solution et
une seule a la formulation variationnelle (2.10]) avec pour donnée la forme w — (£, w)w, antilinéaire
et continue sur W, qu’on note ug. En outre, |uglly < C||f|lw avec C' > 0 indépendante de £. On
introduit B : f — ug, dont on vérifie facilement que c’est une application linéaire (par linéarité de a
par rapport au premier argument) et continue de W dans V : B € L(W, V).

Par ailleurs, pour £ € W :

Yw e W, (ABf,w)w = a(Bf,w) = (f,w)w,

et ainsi ABf = f. on a donc AB = Iyy.

De méme, pour u € V :

Vw e W, a(BAu,w) = a(B(Au),w) = (Au, w)w = a(u,w);
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il suit que BAu = wu, par unicité de la solution de la formulation variationnelle . On en conclut
que BA = Iy. Ainsi, B est I'inverse (continu) de A.

Réciproquement, si I'inverse de A existe et est continu, soit £ € W’ : d’aprés le théoréme de Riesz, il
existe £ € W unique tel que (£, w)w = £(w) pour tout w € W, avec ||£|lw = ||¢|/w. Notons us = A~1f,

par construction Aus = A(A~'f) = £ dans W, soit
Vwe W, a(ug,w) = (£,w)w = l(w).
En d’autres termes, us résout la formulation variationnelle (2.10)) avec la donnée ¢, et

luellv = [[A7 £l < [[[AH]IElw = [[[A7H]] el

On a donc dépendance continue de la solution us par rapport a la donnée ¢. Vérifions enfin 1'unicité
de la solution. Pour ¢ donnée, si ui,us sont deux solutions, alors A(u; — ug) = 0 et donc u; — ug =

A7'A(u1 — ug) = 0, ce qui conclut la démonstration. ]

2.3.2 Théorie de Banach-Necas-Babuska

Nous allons énoncer des conditions nécessaires et suffisantes pour que la formulation va-
riationnelle (2.10) soit bien posée. Précisément, il s’agit de la condition de stabilité, également

appelée la condition inf-sup, et de la condition de solvabilité.

Définition 2.10 Soit a(-,-) une forme sesquilinéaire sur V-xW. Alors a(-,-) vérifie une condi-

tion inf-sup si, et seulement si,

o' >0, Yo €V, sup Ja(v, w)| > d||v]|v. (2.13)
wew\foy llwllw
Dans ce cas, on appelle constante inf-sup la plus grande valeur de o' dans . Elle est
égale a
inf sup M.
veV\{0} wew\ {0} [v]lv [lwllw
Définition 2.11 Soit a(-,-) une forme sesquilinéaire sur V-x W. Alors a(-,-) vérifie une condi-

tion de solvabilité si, et seulement si,
{w e W tel que a(v,w) =0, Yv € V} = {0}. (2.14)

Intuitivement, la condition de solvabilité exprime le fait qu’on n’a pas "trop” de fonctions-test.
Nous allons maintenant énoncer et démontrer le résultat général, le théoréme de Banach-Necas-

Babuska, et son corollaire (on utilisera en général la notation BNB dans la suite).

Théoréme 2.12 (Banach-Necas-Babuska) Soient V' et W deux espaces de Hilbert, a(-,-)

une forme sesquilinéaire et continue sur V- x W. La formulation variationnelle est bien

posée si, et seulement si, les conditions (2.15) et (2.14)) sont satisfaites.
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Démonstration : Supposons la formulation variationnelle (2.10]) bien posée. D’aprés la proposition
I’application linéaire A associée a a par admet un inverse continu de W dans V.
Soit v € V'\ {0}, on a:
— d’une part, a(v, Av) = (Av,Av)w = [[Av]|3, ;
— d’autre part, [[v]|y = [[A7 (&v)|lv < [||A7Y||| |Av]lw (en particulier, Av # 0).
Ainsi,
la(v,w)| _ |a(v, Av)]

1
sup > = [[av]lw = o= [l
wew\{oy [lwlw 10w 1A=l

La condition inf-sup (2.13)) est vérifice avec o’ = 1/H|A_1 ’H

Soit w € W tel que a(v,w) = 0 pour tout v € V. En particulier,
0=a(A™'w,w) = (AL w), w)w = [Jw|y, soit w=0.

La condition de solvabilité est vérifiée elle aussi.

Réciproquement, supposons que les conditions (2.13)) et (2.14]) sont satisfaites. Nous allons prouver
que l'application linéaire A associée a la forme a est bijective, d’inverse continu. La proposition [2.§
permettra alors de conclure.

Soit w € V tel que Au = 0 : alors, a(u,w) = (Au,w)y = 0 pour tout w € W et, d’apres (2.13), il
suit ||ully = 0, c’est-a-dire u = 0. A est donc injective.

Ensuite, nous allons prouver que l'image de A, Im(A) = {w € W tel que Jv € V, w = Av}, est un
sous-espace vectoriel fermé de W, d’orthogonal réduit a {0}. Pour commencer, Im(A) est un sous-espace
vectoriel de TW. Pour le caractére fermé, on va établir que toute suite d’éléments (w*); de Im(A) qui
converge dans W a sa limite dans Im(A). Par définition, pour tout k il existe v* € V tel que w* = AvF,

A Taide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

Vk,m, Yw € W, |a(v* —v™ w)| = |(&F — & w)w| = [(w* — ™, w)w]

lw* — w™[[w Jwlw-

IN

En utilisant (2.13)), on en déduit que

k m

ja(v” — v, w)|

1 1
vkom, ot o™y < = sup < allwk —w™[w-

o wew\ {0} [[wllw
La suite (w"); étant convergente dans W, elle est a fortiori de Cauchy : limg ;o0 |0 — w™ |l = 0.
Il en est donc de méme pour (v*);, dans V. Et, comme V est un espace complet, (v¥); converge dans

V, cest-a-dire qu'il existe v € V tel que limg_,o0 ||v* — v|lyy = 0. On en déduit :
[w* — Aollw = [|A(v* = o)[lw < [A][][v* —v]ly = 0 quand k — oo,

et ainsi (w¥);, converge vers Av € Im(A) ; Im(A) est donc fermée dans W.
Soit maintenant w € (Im(A))*, 'orthogonal de Im(A) dans W : par définition, ¢a signifie que, pour
tout v € V, 0 = (Av,w)w = a(v,w). D’aprés (2.14), on a w = 0. On en conclutlﬂ que Im(A) =W : A

est, surjective.

1
3. Comme W est un espace de Hilbert, pour tout sous-espace vectoriel fermé Y de W,ona W =Y @ Y+,
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Comme A est bijective, pour tout £ € W, on sait qu'’il existe us = A~'f € V unique tel que Aug = f.

Et, d’aprés (2.13) et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

. 1 alus, w 1 1
ey = gl < & sup 22 o Ly = L,
o wew\foy llwllw o o

c’est-a-dire que H‘A‘l |H < 1/d’. On en conclut comme annoncé que la formulation variationnelle l}

est bien posée au sens de Hadamard. [ |

Remarque 2.13 Pour une forme sesquilinéaire définie sur V- x V', on a donc le choix entre
coercivité d’une part, et stabilité plus solvabilité d’autre part. On vérifie facilement que, si la
forme est coercive (avec une constante o > 0), alors elle satisfait a la fois une condition de
stabilité (avec o/ = ) et la condition de solvabilité. La réciproque est fausse, voir le §2.3.5,

Notons que, lorsque la théorie de Banach-Necas-Babuska s’applique, on a une estimation de
stabilité (voir la remarque , puisqu’on peut calculer une constante C' apparaissant de la

définition 2.6 On peut préciser, voir le
Corollaire 2.14 (Stabilité) Lorsque la formulation variationnelle est bien posée, on
a, pour tout o > 0 réalisant la condition inf-sup , l’estimation de stabilité :
1
vee W', lully < = el

En outre, la plus grande valeur de o (la constante inf-sup), est égale a 1/[||[A7]].

Remarque 2.15 En général, on ne dispose que d’une estimation de la meilleure constante C
dans la définition . En effet on ne connait pas la valeur exacte de la constante inf-sup (pour
cela il faut connaitre ||A7Y|||), mais plutot des nombres o/ réalisant (2.13).

Démonstration : Tout d’abord, & 'aide de (2.13]), on obtient la borne :

1 a(u,w)| @10 1 0w 1
lully < = sup U!i |G wyw|

i ; = — [ellw
@ wew\joy llwllw o wewrioy llwllw — «

Ensuite, puisque la formulation variationnelle (2.10]) est bien posée, on sait que A est bijective. On
déduit que

- aww)l Aol
in sup in
veV\{0} wew\{oy V[V [lwllw veV\{o} [[v]lv
B ol
wew\{0} |[A~1w]||y
—1 -1
o p Mul)
wew\{o} llwllw A=
ce qui est le résultat demandé. [ |

Si la forme a est de plus hermitienne, on a le
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Corollaire 2.16 (Banach-Necas-Babuska) Soit Vun espace de Hilbert, a(-,-) une forme
sesquilinéaire, continue et hermitienne sur V' x V. La formulation variationnelle avec
W =V est bien posée si, et seulement si, la condition inf-sup est satisfaite.

Démonstration : D’aprés le théoréme BNB, lorsque a est hermitienne, il suffit de prouver que la
condition inf-sup ([2.13)) implique la condition de solvabilité (2.14]). Soit w € V tel que a(v, w) = 0 pour
tout v € V : on en déduit que a(w,v) = 0 pour tout v € V. D’aprés (2.13)), on a w = 0 : la condition

de solvabilité (2.14]) est satisfaite, et le théoréme précédent nous permet de conclure. [ |

2.3.3 Diffusion & deux inconnues

A quoi sert le théoréme BNB pour le modéle de la diffusion ? En préambule, on note que,
si on considére des espaces de Hilbert sur R avec des formes bilinéaires et continues, voire sy-

métriques, et la valeur absolue | - |, on a exactement les mémes définitions et résultats qu’aux

E31E33.

On choisit d’utiliser la variable auxiliaire, c’est-a-dire le courant neutronique p. Grace aux
les hypothéses sur les coefficients D et o et sur la donnée Sy, on note que le modéle est
équivalent a :

Trouver u € H}(Q), p € H(div;Q) tels que
divp + ou = Sy dans (2 (2.15)
D~ !'p + Vu = 0 dans €.

Dans la suite, nous allons mettre ce modeéle sous forme variationnelle, avec les deux inconnues
u et p. D’aprés 'hypothése (2.2)) sur D, on en déduit facilement que

IO

min

dD! >0, Vz € R, presque pour tout = € 2, D7 (x)z| < D! |z|.

max max

>0, Yz € RY, presque pour tout = € Q, D} [z|>? <D '(x)z- 2;

(2.16)

Démonstration : Soit z € € tel que D(x) existe. D’aprés (2.2h), D(x) est inversible. Soit z € RY
non-nul, on pose y = D~ !(x)z.

Tout d’abord, d’apres ) pour y, on a Dyin|y|? < D(x)y -y = z -y < |z||y|. Aprés division par
ly| # 0, on en déduit que D71 (x)z| = |y| < (Dpin) ~'|2|, cest-a-dire (2.16p) avec D;,} . = (Dpin) ™t

Puis, d’aprés (2.2b) pour y, on a [D(2)y| < Dimae|yl, c’est-a-dire que |z| < DD~ (x)2]. D'ou, si

on réutilise (2.2p) pour y, et si on se souvient que le produit scalaire est symétrique :

Dini _ -
Dz 7l < Dmin D7 (@) = Drinlyl* < D)y -y =y - D(@)y =D (w)z - =,
max

et on a obtenu ([2.16p) avec D} = Din/ (Dmaz)?. u

min

Pour simplifier I'analyse, nous supposons en outre que le coefficient D est un champ de

matrices symétriques. Pour construire une formulation variationnelle équivalente au modéle
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(2.15)), on commence par réaliser donc le "produit scalaire dans L*(2)" de la seconde EDP avec
r € H(div; ), pour trouverF_f] :

0:—/(D‘1p+vu)-rd9/ (—D_lp-r+u(d1vr))d§2.
Q Q

On note qu’apreés intégration par parties, 'inconnue u n’apparait plus que comme appartenant
a L*(2), et de méme dans la premiére EDP. En outre, la condition aux limites sur u est expli-
citement utilisée dans l'intégration par parties... Pour poursuivre, on réalise donc le "produit

scalaire dans L%(Q2)" de la premiére EDP avec w € L?(f2), pour former

/wa dQ) = /(divp+au)w dQ :/ <w(divp) —|—0uw> ds.
Q Q Q

On en conclut que si (u, p) est solution du modele (2.15)), alors (u, p) est solution de la formu-

lation variationnelle

Trouver (u,p) € L*(Q) x H(div;Q) tel que
Y(w,r) € L*(Q) x H(div;Q), (2.17)

/ ( — D 'p-r+u(divr) + w(divp) + Juw> dQ = / Spw dSL.
Q Q

Réciproquement, en raisonnant au sens des distributions et en utilisant la surjectivité de ’ap-
plication trace normale -y, de H(div;Q) dans (H2(9Q))" (voir le théoréme [1.32)), on montre
que si (u,p) est solution de la formulation variationnelle (2.17), alors (u,p) est solution du
modéle (on retrouve au passage que u € H'(), puis que upo = 0). On a donc bien
construit une seconde formulation variationnelle équivalente a notre modéle.
Par rapport a la formulation variationnelle "abstraite" (2.5)), on a respectivement :

V= LX) x H{div; Q) muni de la norme |0, )llv = (1ol2 + @y )

— a((v, ), (w,7)) = —(Dglr) + (vldivr) + (wldiv q) + (ovfw) ;

() = (Sylw).
On vérifie facilement que la forme bilinéaire a est continue sur (L*(Q) x H (div;Q)) x (L*(Q) x
H(div;Q)), et que la forme linéaire ¢ est continue sur L*(Q2) x H(div; ). Nous prouvons son
caractére bien posé ci-dessous a 'aide du théoréme BNB. En effet, le théoréme de Lax-Milgram
ne s’applique pas, puisque la forme a n’est pas coercive! Si on examine |a((0,q),(0,q))| =
(D qlq)], on note que DL, [lg]2 < [a((0, @), (0, )| < Dyl llgl1> Wsuit que [a((0, @), (0, @))] =
|(D™"q|q)| ne peut pas majorer ||q||3; i .q) = [1g|I* + [|div g||* uniformément (c’est-a-dire avec
une constante de coercivité indépendante de q), car on peut construire une suite (g )x>1 d’élé-
ments de H (div ; Q) telle que ||g,|| reste bornée, mais pas ||div g,||. Par exemple, on peut choisir
g, = sin(kz)er, pour k > 1 : pour cette suite, il n’existe pas de constante ¢ > 0 telle que, pour
tout k > 1, on ait |a((0, q,), (0,q,))| > c||div g, ||*.
Par contre, la forme a étant symétrique, pour obtenir le caractére bien posé, on peut passer par

4. Au lieu de la formule d’intégration par parties 1} on peut encore une fois utiliser la remarque m
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le corollaire BNB, ce qui simplifie quelque peu l'analyse. Il suffit d’établir la condition inf-sup
. Nous allons la construire explicitement : pour cela, pour (v,q) € L?(2) x H(div ;)
non-nul, nous allons chercher (w*,r7*) € L?(2) x H(div;$)) non-nul, dépendant linéairement
de (v, q), et tel que

la((v, q), (w*, 7)) = o[ (v, @)llv [[(w*, 7*)lv,

avec une constante o’ > 0 indépendante de (v, g). L’idée de cette approche est que 'on pourra,
lors de la discrétisation, reproduire ce calcul afin d’obtenir une estimation "similaire". Voir les

notes de cours . On raisonne par étapes.

1. Cas particulier g =0. On a
a((v,0), (w, 7)) = (v|diver) + (ovfw) et [|(v,0)[lv = [[v].
Quel (w*, 7*) choisir 7 Avec w* = v et r* =0, on a [[(w*, 7*)||v = ||v|, et ce choix donne
a((v,0), (W*, 7)) = (0v]v) = Tmin [[V]* = Tmmin | (v, 0) [ [l (w*, 7*) v
2. Cas particulier divg = 0. On a
a((v, ), (w,r)) = (=D"'qlr) + (v|divr) + (ovw) et [|(v, @) l[v = ([o]* + [la]*)">.

Quel (w*,r*) choisir ?

— r* = —q donne : a((v,q), (w,7")) = (D~'qlq) + (cv|w), puisque divg =0 ;

— w* = v donne : a((v, q), (w*,r*)) = (D'q|q) + (ov|v).

Avec ce choix, ||(w*, 7*)|ly = (|[v]|* + ||q||*)"/?, puisque divg = 0. On a donc
a((v,q), (w*,r%)) = Di, llgll* + omin [[0]*

> min(D,, omin) (llgll* + [[0]]*)

= min(Dyin, Tmin) || (v, @)llv | (w*, )|y

3. Cas général div g # 0. Quel (w*,r*) choisir 7
— On commence comme pour "la divergence nulle" avec 7* = —q, et on a

a((v,q), (w,r")) = (D™'qlq) + (w — v|div q) + (ov|w).

— Ensuite, on considére w* = a(v + o~ !div q), pour a > 0 & déterminer. Le choix av
reprend "la divergence nulle". En plus, on a introduit o~ 'divg pour le "controle"
de div q ; avec le coefficient 0~! devant div q par homogénéité, cf. la premiére EDP

dans le modele (2.15)). On trouve
a((v, @), (w',7)) = (D qla) + (20 — 1)(vldiv @) + (o~ div gldiv g) + a(ov]v).
Si on fixe a = 3, le terme croisé¢ en (v|div q) disparait! Il reste
* * — ]' — . . 1
CL((U7 q)7 (’UJ T )) = (]D) 1q|q) + 5(0- 1leq|le q) + §<O'U|U)7

pour (w*,7*) = (1(v+ o7'divg), —g). On a bien dépendance linéaire.
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Avec ce choix, on a maintenant

* * ]‘ — .
a((v,q), (w*, 7)) > Do, llall’ + + 5 (Omac) 1\|le‘1\|2+§<7mm||v\|2
1 1 .
> min (Dmirw §(Umax) 17 QUmzn) (”qH2 + HleqH2 + ||U||2)
. 4, 1 1
— i (Dl 2(0mae) ™ 2n) 0. @I (2.18)

Pour conclure, il suffit de majorer[] || (w*, 7*)|v par || (v, g)||v. On a

* 1 — . .
I )l = Flw+o " diva)|” + gl + [|div gl
| :
< oll® +3lle ™ dival® + llgl® + [ldiv gl
1 . .
< max (1, 2 (0mn) 1) (gl + l[diva|* + [|v])

1 . .
= (5(omn) " +1) (lall” + [Idivql* + [|v])

= ')l < (Gloma) ™+ )@ )l (2:19)

Finalement, on a établi que, pour tout (v, ¢) non-nul, si on choisit (w*, r*) = (3(v+o'div q), —q),
on a
min (Dmina %(Umaz>_17 2 mm)

_ 1/2
(3(omin) =2 + 1)
Et ainsi la condition inf-sup (2.13)) est valable avec

a((v, q), (w*, 7)) = 10, @)lv [I(w”, )y

1 1 11
o — min (szm 2<0mar> ;/2207””1) (2.20)
(g(amin)_2 + 1)

Qui plus est, pour tout (v, q) on dispose d’un représentant "explicite" (w*,r*)) réalisant (2.13)).
Comme annoncé plus haut, on peut appliquer le corollaire BNB et en conclure que le modéle
de la diffusion est bien posé, en étant cette fois passé par la formulation variationnelle (2.17) a

deux inconnues.

2.3.4 Introduction a la T-coercivité

Reprenons I'étude de (2.17)) avec les résultats obtenus précédemment.
Explicitons la note de bas de page [f| page [31] et introduisons T € £(V) définie par :

(v, 4)) = (w*,1) = (50 + 0" diva), ~q)

5. Si on n’est pas intéressé par une majoration explicite, il suffit de noter que (v, q) — (w*,r*) est linéaire,

et de plus appartient a £(V'), puisque : |[w*| < 2||11H + 5 o1 Idiv qll, et [|[7*]| e (aiv:0) = gl ziv;0)-

mzn
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on a [T < (2(omin) "2+ 1) dapres (2.19).
La forme a'((v, q), (w,r)) = a((v,q), T((w,r))), définie sur V' x V, est bilinéaire et continue.
En outre, si on se souvient de (2.18)), on a prouvé que :

/ . 4 1 1
V(U, q) € ‘/7 a ((U7 q)a (Ua q)) Z min (‘Dmirw §(Umam) 17 éamin) H(’U, q)”%/a

ce qui signifie que la forme a’ est coercive!
De méme, la forme (¢, (w,r))y = (¢, T((w,7)))y est telle que ¢ € V.

Par ailleurs T est bijective, en effet :

— T((v,q)) = (0,0) signifie que v + o~ *divg = 0 et g = 0, c’est-a-dire que (v,q) = (0,0),
d’ou l'injectivité ;
— pour (w,r) € V, sion pose ¢ = —7 et v = 2w+ o 'divr, alors (v,q) € V est tel que
T((v,q)) = (w,r), d’ou la surjectivité.
Si on récapitule, puisque T est bijective, on a établi que (u,p) est solution de si, et

seulement si, (u, p) est solution de
Trouver (u,p) € V tel que
V(w,r) eV, d((u,p),(w,r)) =, (w,r))y.
D’aprés le théoréme de Lax-Milgram, la formulation variationnelle (2.21]) est bien posée.

Pour résumer, on a utilisé la notion de T-coercivité, qui permet d’établir le caractére bien posé
de la formulation variationnelle (2.17)). Voici une définition abstraite (cf. [6]).

(2.21)

Définition 2.17 Soient V' un espace de Hilbert défini sur R, et a(-,-) une forme bilinéaire sur

V xV.a(-,-) est T-coercive si, et seulement si,

3T € L(V), bijective, 3o >0, Yv € V, a(v, Tv) > a|v||}. (2.22)

-1 1
min’ 2

all(w.p)lv < al(u,p). T(u,p)) = (. T((w.p))v < [l [ T(u. p)llv < [l lITINI(w, ) Iy,

c’est-a-dire que

Ici, @ = min (D (Cmaz) ", %amm), et on a pour finir 'estimation de stabilité

[ 1
< —|l|lyy: = —=||€]|v
I, Pl < =Rl = <l

avec o défini en ([2.20)).

Exercice : On revient sur les autres conditions aux limites pour le modéle de la diffusion, voir
la note de bas de page [I] page 20}
1. Construire la formulation variationnelle & deux inconnues pour la diffusion avec condition
aux limites de type réflexion DVu - njpq = 0. Etablir que le modéle est bien posé.
2. Construire la formulation variationnelle & une inconnue pour la diffusion avec condition
aux limites de type albedo (DVu - n + au)jpq = 0, avec o > 0. Etablir que le modéle est

bien posé.




Notes de cours 3

Approximation des formulations

variationnelles

On s’intéresse a 'approximation des formulations variationnelles, dont on rappelle la forme
générale (espaces de solutions et de fonctions-test non nécessairement égaux). Soient

— V et W deux espaces de Hilbert définis sur C, de dimension infinie ;

— a(+, ) une forme sesquilinéaire et continue sur V' x W.

Pour ¢ € W’ donné, on étudie la formulation variationnelle,

{ Trouver u € V tel que (3.1)

Vw e W,  a(u,w) = ({,w)y.

On veut approcher la solution de la formulation variationnelle , que nous supposons bien
posée au sens d’'Hadamard (voir la définition [2.6). On introduit (Vs)s et (Ws)s deux suites
d’espaces vectoriels de dimensions finies, paramétrées par 9, avec Vs C V et Ws C W pour
tout & (approzimation conforme). Par convention, le paramétre 0 prend des valeurs strictement
positives, et on a lims_,o (dim(Vj)) = +00. De méme pour (Ws)s.

Comme précédemment, on considérera des espaces de Hilbert V' et W définis sur R, avec af(-, )

une forme bilinéaire et continue sur V' x W, pour 'approximation du modé¢le de la diffusion.

3.1 Formulation variationnelle discréte

On va résoudre des problémes approchés, ou discrets, posés dans les espaces Vj (espace de

solutions discrétes) et Wy (espace de fonctions-test discrétes), pour un 6 > 0. L’approximation

de (3.1)) s’écrit simplement

{ Trouver us € Vj tel que (3.2)

Yws € W, a(U5,w5) = <€, w5>W.

33
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e

Aprés introduction de I'application linéaire A; € L(Vs, Ws) et de £5 € W tels quOEI
V(vs, ws) € Vs x Ws, (Bsvs, ws)w = a(vs, ws), et Yws € Wy, (5, ws)w = (L, ws)w,,  (3.3)

on peut reformuler (3.2)) sous une premiére forme égquivalente :

(3.4)

Trouver us € Vs tel que
Asus = £5 dans W.

La formulation variationnelle discréte (3.2) peut aussi étre reformulée sous la forme d’un systéme

linéaire. Ci-dessous, on omet la dépendance par rapport a d...

Lemme 3.1 Soit (¢;)1<j<ny une base de l’espace vectoriel Vs, respectivement (¢;)1<i<p une
base de l’espace vectoriel Ws. Alors la formulation variationnelle discrete est équivalente

au systéme linéaire posé dans CV :
Trowver X € CN tel que AX = L, (3.5)
o
VI<j<N,VI<i<M, Ay=alp;,;) et L= 1), (3.6)
et on a la relation sutvante entre les solutions
us= Y Xjp;. (3.7)
j=1,N

Démonstration : On établit le résultat intermédiaire suivant (& connaitre!)

Yws = > Yah € Wy,  alus,ws) = (AX|Y ). (38)
i=1,M
En effet, on a
(AX|V)cr = (Y aux)Vi= 3 (X alevnX;)%
i=1,M j=1,N i=1,M j=1,N
(-,;) linéaire —
2 o X X Vi= > alus, vi)V:
i=1,M j=1,N i=1,M
) antilinéai
a(us,") antilinéaire a(w;, Ew@) — a(ug, w)
i=1,M

Pour tout Y € CM  on a donc, en choisissant ws = Zizl,M Y -
oy 33) B-2) ¢ antilinéaire —def. L o
AX[YV)en = alug,ws) = (Cwshw = =0 Y (G wY; = T (LY )
i=1,M
Ainsi, ug solution de 1j implique que X solution de 1’ La réciproque est évidente. [ |
Enfin, il est clair qu’une condition nécessaire pour que la formulation variationnelle discréte
admette une solution et une seule est que dim(Vs) = dim(Ws).

1. En dimension finie, toute application linéaire est continue.
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3.2 C(Cas d’une forme coercive

Dans ce cas, on doit résoudre une formulation avec V' = W. On note o > 0 la constante de
coercivité apparaissant dans ([2.6)), ie.

voeV, la(v,v)] > ool

On choisit Vs = W pour tout ¢ pour assurer en particulier que dim(Vy) = dim(Wj). On note

(pi)1<i<n une base de l'espace vectoriel Vj.
Proposition 3.2 Si la forme a(-,-) est coercive, alors pour tout ¢ la matrice A est inversible.

Démonstration : On note que la matrice A est carrée dans le cas présent. Ainsi A est inversible si, et
seulement si, ker(A) = {0}. Soit donc ¥ € CM tel que AY = 0. On a (AY|Y)cn = 0, et on déduit de
1} que a(ws,ws) = 0, avec ws =y .4 y Yig;. Comme la forme a est coercive, on a nécessairement

wg = 0, et également Y =0. [ |

Remarque 3.3 Lorsque V' est un espace de Hilbert défini sur R, on peut montrer que la matrice

est soit définie-positive, soit définie-négative, pour tout 6 (idem lemme .

Ainsi, us existe et est unique pour tout 6. On peut alors étudier 1’erreur entre la solution
exacte et la solution approchée, u — ugs. Et plus précisément, si on a convergence, c¢’est-a-dire si

limg o [|Ju — us||y = 0.

Théoréme 3.4 (Lemme de Céa) Sila forme a(-,-) est coercive avec une constante de coercivité
a >0, cf. @, on a l’estimation d’erreur

Ve eV, v, - < WO 5nf = vg]]y. 3.9
lu = wsllv < =% inf - flu—vsly (3.9)

Si de plus la forme a(-,-) est hermitienne, on a 'estimation d’erreur

1/2
VeV Yo, |lu—us|ly < (@) inf |lu— vs]|v. (3.10)

vs€Vs

Démonstration : On suppose que u # ug (dans le cas contraire (3.9)-(3.10)) sont vérifiées!).
D’aprés la coercivité de a, on a en particulier afju — ug||?, < |a(u — ug, u — ug)|.
Soit maintenant ws € Vs : puisque u résout (3.1)) et que us résout (3.2), on a

a(u,ws — ug) = (l,ws — ug)w = a(us, ws — ug).
Ainsi, a(u — us, us — ws) = 0. On en déduit que
allu —ugsl|F < lalu — us,u — ug) + alu — ug, us — ws)| = |a(u — us,u — ws)|.

Et, d’apreés la continuité de a, on a |a(u — ug, u — ws)| < |||all| ||u — us||v ||u — ws||v. Si on rassemble les

estimations, on trouve, aprés division par ||u — us||y # 0,

allu —usllv < llafl llu — ws]lv.
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Le résultat étant vrai pour tout ws € Vy, on en conclut que (3.9) est vraie.

Si de plus a(-, -) est hermitienne, on raisonne différemment. Tout d’abord, on écrit pour ws € Vj :

a(u—ws,u—ws) = a((u—us)+ (us — ws), (u— us) + (us — ws))
= a(u—us,u —ugs) + alu — us, usg — wy)
+ a(us — ws, u — us) + a(us — wg, us — ws)
a hermitienne = a(u — ugs,u — ug) + 2%(a(u — Ug, U§ — U}(s)) + a(us — wg, us — wg)

U s0l. , ug sol. = a(u — us,u — us) + a(us — wg, us — wy).
Ensuite, d’apreés le lemme on a l'alternative :
Je € {~1,+1}, 3a >0, Yo €V, ea(v,v) > av|.
En particulier, pour tout v € V, on a |a(v,v)| = ea(v,v). On en conclut que, pour ws € Vj :

la(u —ws, u —ws)| = ea(u — ws,u — ws)
= ea(u — us,u — ug) + eaus — ws, usg — wg)

> ea(u —us,u—us) = |a(u — us,u — ug)|.
A T’aide enfin de la coercivité et de la continuité de a, on a obtenu
allu — us|[f < lallllu — ws]3,

et (3.10) suit. [ ]

Remarque 3.5 Lorsque V' est un espace de Hilbert défini sur R, on a l’estimation (@) lorsque
la forme est coercive, et l’estimation lorsque la forme est de plus symétrique.

On note que, dans les estimations ci-dessus, la constante C' = |||a|l|/a ou C = (|||a|||/a)'/? est
indépendante de 0 et de u. On en déduit que la norme de 'erreur est comparable a 'erreur
d’approximation de u par des éléments de Vs. En effet,

inf [Ju—vsllv < [lu—uslly <C inf [lu—vs]y.
Jof flu —vslly < [lu—uslly < C inf flu—vslv

Enfin, puisque Vj est de dimension finie, c’est un sous-espace vectoriel fermé de V', et on a
inf, ey, ||lu—vs|ly = ming ey, ||u—vs||y = ||lu— Psully, ott Ps est la projection orthogonale sur
Vs.

Une condition suffisante pour que lims_ ||u — us||y = 0 est la propriété d’approximabilité.
Définition 3.6 La famille (V)s vérifie la propriété d’approximabilité de V' si, et seulement si,

dV* s.e.v. dense de V', Vo, drs : V* — Vj tels que

' (3.11)
Vor e V*, o limgy [|v* — r5v* ||y = 0.
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Proposition 3.7 Si la propriété d’approximabilité est vérifiée, alors

Yo eV, lim ( inf |jv— 05\]‘/) = 0. (3.12)
0—0 \vs€Vs

Démonstration : Soient v € V', et n > 0 donnés.

D’aprés (3.11]) 1ére ligne, comme V* est dense dans V| il existe v* € V* tel que ||v — v*||y < n/2. Et,

d’apres (3.11) 2éme ligne, il existe 6, > 0 tel que, pour tout 0 €]0,d,[, on a |[v* — rsv*||vy < n/2. A

I'aide de I'inégalité triangulaire, on en déduit que

V6 €]0,0y[, v —rsv*llv < lv—v"[lv + [Jv* = rsv*[ly <,
soit
V8 €05, inf v vslly <,
vsEVs
ce qui permet d’atteindre le résultat cherché. [ |

Théoréme 3.8 Si la forme a(-,-) est coercive, et si la propriété d’approzimabilité est

vérifiée, alors la suite des solutions approchées (ugs)s=o converge vers u dans V :
lim ||u — us||y = 0. (3.13)
0—0

Démonstration : 11 suffit d’appliquer le lemme de Céa et (3.12)),—. [

Une fois la convergence de (us)s~o vers u obtenue, on pourra se poser la question de la qualité

de 'approximation, ou de la vitesse de convergence.

Définition 3.9 (vitesse de convergence) On dit que l’approzimation (us)s=o est convergente

a lordre s > 0 s’il existe une constante C > 0, indépendante de § telle que :

Hu — u(;HV S C(Ss

3.3 Cas général

On se pose maintenant la question de la convergence d’une approximation conforme dans
le cas général, c’est-a-dire dans les cas : V' # W ; ou bien V' = W avec une forme a(-,-) qui
n’est pas coercive. Rappelons que, comme la formulation variationnelle est a priori bien
posée au sens d’'Hadamard, alors d’aprés le théoréme BNB (théoréme , ceci est équivalent
au fait que la forme a vérifie une condition inf-sup et une condition de solvabilité .
Pour que les formulations variationnelles discrétes soient bien posées, on peut également
appliquer le théoréme BNB : il faut donc, pour la forme a, une condition inf-sup discréte (on

dit parfois stabilité discrete) ainsi qu'une condition de solvabilité discréte, pour tout § > 0.

Définition 3.10 La forme a vérifie une condition inf-sup discréte si, et seulement si

Vo >0, Jas > 0, Vo5 € Vs, sup M

> asl|vs|v- (3.14)
ws €Ws\{0} ||w5||w
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Définition 3.11 La forme a vérifie une condition de solvabilité discréte si, et seulement si,
Vo > 0, {ws € Wy tel que a(vs, ws) =0, Vs € Vs} = {0}. (3.15)

Pour § > 0, on a introduit 'application linéaire A5 € L(Vs, Ws) associée & a(-,-) sur Vi x W,
voir ([3.3]). On vérifie facilement que la condition est équivalente a Ay injective, et que la
condition est équivalente a As surjective. Ces deux conditions sont donc équivalentes a Ag
bijective, ce qui est bien sir équivalent au fait que la formulation variationnelle discréte ((3.2)
est bien posée. Pour des raisons pratiques, on va remplacer ces deux conditions et définir un
nouveau jeu de conditions équivalentes. En effet, si dim(Vs) = dim(Wj), alors disposer d’une

des deux conditions est nécessaire et suflisant.

Corollaire 3.12 (Banach-Necas-Babuska discret) Soient Vs et Wy deux espaces de Hilbert
de dimension finie, a(-,-) une forme sesquilinéaire et continue sur Vs x Ws. La formulation

variationnelle discréte est bien posée si, et seulement si, la condition inf-sup discrete

est satisfaite, et dim(Vy) = dim(Ws).

Dans la suite on supposera donc que

dim(Vs) = dim(Ws) pour tout 6 > 0|.

Mais, contrairement & la coercivité qui se transmet automatiquement aux formulations varia-
tionnelles discrétes pour une approximation conforme, la condition inf-sup ne se transmet pas!?

On rappelle la condition inf-sup pour la formulation variationnelle (3.1]) ci-dessous :

da/ >0, Vo €V, sup Ja(v, w)| > o||v||v.
wew {0y llwllw
Or, cette condition n’implique pas (3.14)), car on n’a pas :
Al e w)]
ws€W;s\{0} l|ws ||w weW\{0} [[w|w
En effet, Ws C W entraine au contraire que
Al e w)]
ws€Ws\{0} |ws|lw weW\{0} [[w[w

Ainsi, pour obtenir le caractére bien posé des formulations variationnelles discrétes on devra
explicitement établir la condition inf-sup discréte ((3.14)).

Théoréme 3.13 (Lemme de Céa) Soit 6 > 0. Si la forme a(-,-) vérifie la condition inf-sup
discrete , on a l’estimation d’erreur

Vee W', Ju—us|y < (1 + M) inf ||lu—vs|v. (3.16)

Qs vsEVs
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Démonstration : Soit vs € V. D’aprés (3.14), on a

1 la(us — vs, wh
Juws € Vs \ {0}, |lus —vsllv < — H,—(S)'
e! |wsllw

Et, puisque u résout (3.1) et que wus résout (3.2), on a a(u,ws) = (¢, ws)w = a(us,wy), et ainsi
a(u — ugs, w§) = 0. On a donc

|a(us — vs, ws)| = la(us — vs, ws) + a(u — us, ws)| = a(u — vs, ws)|.

Par conséquent,
|a(us — vs, ws)| _ |a(u — vs, wp)|
T = o < lllall lw = vslv
[wsllw [wsllw

Si on revient & I'estimation initiale, on a finalement
a
l[us — vsllv < lla] [l — vs]lv
a5
Par inégalité triangulaire, on trouve

a
=l < = vslly + s = uslly < (1400} — gy,

et, comme c’est valable pour tout vy € Vg, on peut prendre I'infimum et en déduire (3.9). [ |

Pour que la norme de l'erreur soit comparable a 'erreur d’approximation entre Vs et V, il
faut que la constante apparaissant dans soit uniformément majorée par rapport a ¢ ou,
ce qui est équivalent, que les constantes (as)s soient uniformément minorées par un nombre
strictement positif : c’est ce qu’on appelle la condition inf-sup discrete uniforme (ou de stabilité

discréte uniforme).

Définition 3.14 La forme a vérifie une condition inf-sup discréte uniforme si, et seulement
St,

Say >0, W6 >0, g€ vy, sup 120000

> ap|vellv. (3.17)
ws W5\ {0} [[ws || w

Si cette condition est vérifiée (encore une fois, c’est une autre condition que la condition inf-sup

(2.13]) vérifiee dans V' x W), on a convergence a l'aide de la propriété d’approximabilité.

Théoréme 3.15 Si la forme a(-,-) vérifie une condition inf-sup discréte uniforme, et si la
propriété d’approximabilité est vérifiée, alors la suite des solutions approchées (us)s=o
converge vers u dans 'V :

(ISE%H“_WHV =0. (3.18)

Démonstration : Il suffit d’appliquer le lemme de Céa (théoréme [3.13)) et (3.12),—,. ]

Une fois la convergence de (us)s~o vers u obtenue, on pourra se poser la question de la vitesse
de convergence, cf. la définition [3.9]
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3.4 Application a la diffusion neutronique

3.4.1 Diffusion & une inconnue

On commence par étudier la discrétisation de la formulation variationnelle (2.4]), posée dans

H}(Q), ou © est un domaine, qu’on réécrit ici :

Trouver u € H}(Q) tel que

3.19
Vw € HY(Q), /(Dvu-Vw+auw)dQ:/sfwdQ, (3.19)
Q Q

avec un D un champ de matrices symétriques vérifiant , et o vérifiant . Les hypothéses
— sur les coefficients D et o garantissent que la forme bilinéaire est coercive, d’ou le
caractére bien posé. On va définir des sous-espaces discrets a l'aide de la méthode des éléments
finis (voir [15]). Pour simplifier 'exposé, on suppose que le domaine 2 est polygonal si d = 2, ou
polyédrique si d = 3. Dans ce cadre, le paramétre de discrétisation est égal au pas du maillage
(voir plus bas), et est noté h. On note (V,?);, la suite des sous-espaces discrets de H}(£2). Pour

h > 0 donné, la formulation variationnelle discréte s’écrit :

Trouver uy;, € V) tel que

3.20
Ywy, € Vho, / (]DVuh -Vuwy, + auhwh) dQ) = / wah dsQ. ( )
Q Q

Le caractére bien posé découle du fait que la forme bilinéaire est coercive (cf. §3.2)).

Pour construire les sous-espaces discrets (V)?),, on s’appuie sur des maillages (75,), de €,
formés de simplexes (triangles si d = 2 ; tétraédres si d = 3). Soit un maﬂlageﬂ Ty donné : on
appelle (7;),=1,1 'ensemble des simplexes le composant (par convention, ce sont des fermés de
R?). Le pas du maillage Ty, est égal & h = max, hy, o hy est le rayon de la plus petite boule
contenant 1.

Pour un simplexe T" quelconque et k£ € N, on déﬁnitﬂ :
PHM(T) = {q € P(T) tel que d°(q) < k}.

A partir de 1, on définit classiquement V) en deux étapes. Soit k > 1.

1. On introduit d’abord[f] Vj, ¢ H*(9) :

Vi, ={v, € H(Q) tel que Vn, € Pk(Tg), Ve =1,L}. (3.21)

2. Un maillage de 2 formé de simplexes est un ensemble de simplexes fermés (7y),—1 1 tels que :
Q=uU,Ty ;
Ve, int(Ty) # 0 ;
Ve, # by, int(Ty, ) Nint(Ty,) = 0 ;
— V4, toute facette de Ty est soit incluse dans 0f2, soit une facette d’un autre simplexe.
3. Lorsque k =1, on a aussi PY(T) = {q € P(T) tel que q(z) =a+b-x, Vx € T}.
4. On a la définition équivalente : Vi, = {v, € C°(Q) tel que vy 7, € P*(Ty), V0 =1,L}.
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2. Puis on introduit V;? C H(Q) :
Vho = Vh N HS(Q) = {’Uh S Vh tel que Uh‘ag = O} (3.22)

Ceci correspond a la discrétisation conforme par éléments finis de Lagrange d’ordre k.
On fait en outre ’hypothése que la famille de maillages (75);, est réguliére. Pour h donné, et
pour un simplexe T, € 7T, on introduit py le rayon de la plus grande boule incluse dans T;. On

dit que la famille de maillages (7y)n est réguliére si

h
3¢ >0, Vh, VI, € Ty, p—egq.
4

Remarque 3.16 Pour la discrétisation par éléments finis de Lagrange, nous donnons quelques
détails pour réaliser les calculs élémentaires, c’est-a-dire les intégrations sur les simplexes du
maillage. Pour cela, on peut effectuer un changement de variables et passer par le simplexe de
référence, noté T, dont les sommets sont l'origine, et les d points dont les coordonnées sont
(d—1) 0, et un 1... Pour un simplexe Ty, on note F, : T =T, la transformation affine
transformant T en Ty, et on utilise le changement de variables @ = Fy(x) = A& + by, avec
Ay, € R et by € RY. Le jacobien de la transformation vaut Jg, (&) = det(dF,(x)) = det(A,),
et on a dx = |Jg, ()| dz ; notons que det(A,) = £2mes(Ty), selon lorientation des sommets de
Ty. A une fonction v définie sur Ty, on associe alors © définie sur T telle que u(x) =v(F(x)) =
v(x) pour tout & € T, et on a Vo(x) = (AT)"'Vo(&).

On montre que les fonctions de V}, peuvent étre caractérisées par des valeurs ponctuelles (ce

qui semble raisonnable, puisque qu’elles appartiennent a C°(Q) et sont donc définies partout).

Nous détaillons ci-dessous pour les €éléments finis de Lagrange d’ordre k = 1. On note
(M;)i=1 v les sommets du maillage 7, et (w;);—1n les fonctions de base associées aux som-
mets, caractérisées par : pour tout 1 < ¢ < N, on a w; € V) avec pour tout 1 < 5 < N,
w;(M;) = d;;. Pour un élément vy, € Vj, on vérifie que vy (x) = >, v vn(M;)wi(x) pour tout
x € Q. Ainsi, les degrés de liberté associés, c’est-a-dire les quantités caractérisant vy, sont les
quantités (vp(M;))i=1 n. Ensuite, si on note Z ’ensemble des indices correspondant aux som-
mets n’appartenant pas a la frontiére, c’est-a-dire Z = {i € {1,--- , N} tels que M; & 00}, on

note que (w;);ez est une base de V0.

Remarque 3.17 En suivant le formalisme du lemme avec (w;)ier comme base de V)2, on
obtient un systeme linéaire équivalent a , et on peut montrer que la matrice A € RZI*IZI
est creuse, au sens swivant. Si on indice par le pas du maillage, alors le nombre d’éléments
non-nuls de Ay, noté nnz(Ay), peut en principe croitre comme |Iy|? lorsque h tend vers 0. On
montre en fait que nnz(Ay) est borné par C|Iy|, avec C > 0 une constante qui ne dépend pas de
h. Ce résultat est toujours vrai lorsque d = 2. Lorsque d = 3, il faut que la famille des maillages

(Tr)n soit réguliere.
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La propriété d’approximabilité (3.11]) qui implique la convergence de l’erreur vers 0 est obtenue
grace a un opérateur d’interpolation. Nous rappelons le plus "classique" ci-dessous (& h donné).

CO<§) — Vh

3.23
v = T =y V(M) w; (3.23)

Th
On utilise la définition de H} () : D(Q) est dense dans H](f2), et on introduit les opérateurs
Th = Thip(Q), & valeurs dans VY. On peut prouver par le calcul que, pour tout v* € D(Q), on a
limyp, o ||0* — Tpv* || g1 (@) = 0 (voir par exemple le chapitre 3 de [I3] )E| D’aprés le théoréme ,
la convergence suit :

li — = 0.
h{}%”“ up || 510

Pour les éléments finis de Lagrange d’ordre k > 2, les degrés de liberté sont les valeurs
ponctuelles aux sommets, ainsi qu’en certains points des arétes, des faces (si d = 3) et de l'in-
térieur des simplexes. Concernant le nombre d’éléments non-nuls de Ay, il est toujours borné
par Ck|Zy|, ot Z), est ’ensemble des indices de degrés de liberté ne se trouvant pas sur 052, avec
C) > 0 une constante qui dépend uniquement de k, mais pas de h. La propriété d’approxima-
bilité est obtenue a ’aide de 'opérateur d’interpolation 7, défini en .

Concernant la vitesse de convergence, on a un résultat "classique" en théorie des éléments

finis, que nous admettons (voir [15] pour des éléments de preuve).

Proposition 3.18 Supposons que la solution u est de régularité H'™* "par morceauz” sur une
partition de 2, ot s appartient a Rj,ﬂ alors si on utilise les éléments finis de Lagrange d’ordre
k sur une famille réguliére de maillages qui respectent la partition, il existe une constante C' > 0
indépendante de h telle que

[t — up|| i) < C h™PER),

Ainsi, la vitesse de convergence dépend d’une part de la régularité "par morceaux" de la solution,
et d’autre part de 'ordre des éléments finis.

On peut également obtenir une vitesse de convergence minimale. Pour cela, on utilise le fait que,
si la donnée est "réguliére", alors la solution I'est également. Précisément, on admet (voir par
exemple [14]) que la formulation variationnelle posséde la propriété de décalage suivante
(Sy est la donnée, et u la solution) :

il existe un ezposant de décalage rpq, €)0,1] tel que, pour tout Sy € L*(Q) :
- 81 Ppaz < 1, w appartient & H'*" "par morceaux" B pour tout r € [0, rpasl, (3.24)

- Si Tymas = 1, w appartient & H? "par morceaux" @

5. On a aussi une propriété d’approximabilité pour une discrétisation dans H'(Q), a 'aide de rj, = Thicse (@)
6. Intuitivement, ceci signifie qu’il existe une partition de  en sous-domaines disjoints (€2,)p=1,p, telle que
la solution restreinte a chaque sous-domaine €2, appartient & H 1+s (Qp). Si s € N*, ce sont les espaces de Sobolev
"usuels" de la définition Si s € Ry \ N, on a une appartenance "par morceaux" a des espaces de Sobolev
d’ordre fractionnaire... Principale propriété des espaces de Sobolev d’ordre positif : pour tous s1,s2 € Ry tels

que s1 < s, H'T52(€),,) est un sous-ensemble strict de H'™51(,,), avec injection continue et compacte.
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De plus, la norme H'*" "par morceaux" de u, pour tout 7 € [0, 7maez| (81 "mae < 1), ou la norme
H? "par morceaux" de u (si e, = 1) dépend contintment de [|Sy|12()-
Si la donnée Sy est dans L?(92), on en déduit donc le résultat minimal de convergence pour la

diffusion a une inconnue .[1]

Théoréme 3.19 Soit 1,4, €]0,1] Uexposant de décalage défini comme ci-dessus. Alors on a

estimation suivante en norme || - || g1 (q) -

- 81 P < 1 V7 € [0, 7maz[, CL > 0 telle que Yh, VSy € L*(Q), |lu — upl| ) < CLRT([S¢] 22(0),
- 81 TP = 1 : 3C] > 0 telle que Yh, VSy € L*(Q), |lu — upll 1) < C1R|S| 200

Si maintenant on s’intéresse & la convergence en norme | - ||12(q), qui est une norme plus faible
que la norme || - || g1(q), on a en général une meilleure vitesse de convergence. En effet, a partir
de , on établit le résultat de convergence en norme || - ||z2(q) a l'aide du lemme d’Aubin-
Nitsche, qui garantit, entre la vitesse de convergence en norme || - |[41q) et celle en norme

| - l|l2(e), un gain de O(A") pour tout r < rmes Si Tmae < 1, et de O(h) si rpe, = 1.
Pour la diffusion & une inconnue avec donnée S; dans L?(Q2), on en déduit donc le second

résultat minimal de convergence ci-dessous.

Corollaire 3.20 Soit 4. €]0,1] lexposant de décalage défini comme ci-dessus. Alors on a

estimation suivante en norme | - ||12@q) -

- 80 Taz < 1 2 Vr € [0, pag], ICY > 0 telle que Yh, ¥S; € L*(Q), ||u — upllr2) < CF B*||S¢ | 120
- 80 oz = 1 - 3CY > 0 telle que Vh, VSy € L*(Q), |lu — upn|| 2@ < CF h2||S¢]| 120

Situation "typique" pour la résolution numérique de la diffusion & une inconnue : avec des
éléments finis de Lagrange d’ordre £ = 1, et un exposant de décalage r,,.. = 1, l'erreur u — uy,

converge vers 0 a 'ordre 1 en norme || - || 1), et & l'ordre 2 en norme || - || z2(q).

3.4.2 Diffusion & deux inconnues

On veut maintenant discrétiser la formulation variationnelle (2.17)), pos¢ée dans L?(Q2) x

H (div; ), ot © est un domaine, qu’on réécrit :

Trouver (u,p) € L*(Q) x H(div; ) tel que
Y(w,r) € L*(Q) x H(div;Q),

/ ( — D 'p-r +u(dive) + w(divp) + 0uw> dQ = / Spw dSD.
0 0

On suppose toujours que le coefficient D est un champ de matrices symétriques vérifiant (2.2]),
et que le coefficient o est un champ de scalaires vérifiant (2.3)), qui est de plus constant par

7. La vitesse de convergence sera meilleure, sous réserve que min(s, k) > 7. Pour cela, il faut et il suffit
que : (1) la solution u soit extra-réguliére (s > Tpqq); (2) Pordre k vérifie k > 140
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morceaux, voir plus bas (nouvelle hypothése simplificatrice ; on peut s’en abstraire, voir le §5.1
de [14]). On utilise & nouveau la méthode des éléments finis, dans un domaine 2 supposé
polygonal si d = 2, ou polyédrique si d = 3. Dans ce cadre, le paramétre de discrétisation est
égal au pas du maillage.
On note cette fois (M), la suite des sous-espaces discrets de L*(R2), et (@Q,)n la suite des
sous-espaces discrets de H(div;€2). Pour A > 0 donné, la formulation variationnelle discréte
s’écrit :

Trouver (up,py,) € My x Q), tel que

V(wp, rh) € My, x Q, (3.25)

/ ( — D 'p, -7+ up(dive,) + wy(divp,) + O'thh) dQ) = / Spwp, dS2.
Q Q

Comme on l'a noté au §3.3] il faut disposer d’une condition inf-sup discréte (uniforme) dans
(M, x Qp)n- Ceci signifie qu’on ne peut pas choisir My, et Q,, indépendamment l'un de l’autre.
Un choix possible est celui des éléments finis de Raviart-Thomas d’ordre k. Les maillages (75)n
sont similaires, et possédent les mémes propriétés, que ceux précédemment utilisés, avec la
contrainte supplémentaire que le coefficient o restreint a tout simplexe est constant sur ce sim-
plexe (de fagon plus imagée, si on partitionne {2 en sous-domaines sur lesquels o est constant,

alors les maillages respectent cette partition).

Etape 1 : définition de Q,, C H (div; ).

En préambule, on note que, comme on discrétise des champs a valeurs vectorielles, on considére
des approximations a 'aide de polyndomes & coefficients vectoriels, c’est-a-dire qu’on se place
localement dans des sous-espaces vectoriels de P(T) = (P(T))%, ou T est un simplexe.

Si on a un champ g, régulier (polynomial) par simplexe, & quelles conditions a-t-on g, €
H (div;Q)? Pour répondre a cette question, soient deux simplexes distincts 7, 7" de 7T, ayant
une aréte a en commun (si d = 2) ; une face f en commun (si d = 3). On rappelle la condition
sur le saut de la composante normale énoncée au théoréme [1.36|:

g, € H(div;int(TUT)) = | @0 Maa=0 std=2;

g, -nfly=0 sid=3.

Et, plus globalement, I’appartenance de q,, & H(div ;) est garantie si, et seulement si, le saut
de la composante normale sur toutes les arétes communes & deux triangles de 7, est nul (si
d = 2) ; le saut de la composante normale sur toutes les faces communes a deux tétraédres de
Tr est nul (si d = 3). On parle d’arétes internes, respectivement de faces internes, de Tj. Les
degrés de liberté associés a cette composante normale seront donc identiques des deux cotés

des arétes (d = 2) ou faces (d = 3) internes.

Remarque 3.21 La continuité des autres composantes de la trace de q,; n’est pas requise. Par

conséquent, les éléments de Q) ne sont pas obligatoirement continus, c’est-a-dire que Q) ¢

C°(Q) est possible.
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Nous introduisons, pour k£ € N ﬁﬂ
Q, = {q, € H(div; Q) tel que g, € P"(T) + P*(T))x, V=1, L}. (3.26)

Nous détaillons ci-dessous pour les éléments finis de Raviart-Thomas d’ordre k = 0. Notons
que, si d = 2, dans tout triangle T, de T, il y a 3 arétes, et que, si d = 3, dans tout tétraédre T}
de T, il y a 4 faces. Or dim(P°(T;) + P°(T;)x) = d + 1! Intuitivement, il semble raisonnable de
considérer un degré de liberté par aréte si d = 2, par face si d = 3 : on peut directement vérifier
par le calcul que cette définition est possible (voir 4 nouveau le chapitre 3 de [13]). Globalement,
on note (a;);=1,4 les arétes du maillage 7, (si d = 2) ; (f;)i=1.r les faces du maillage 7;, (sid = 3).

Dans ce cas, les degrés de liberté associés, c’est-a-dire les quantités caractérisant g;,, sont les

(/qh-nadl) sid=2;

a; i=1,A

(/qh-nfd8> sid=3.
i i=1,F

Observons que ce ne sont plus des valeurs ponctuelles, mais des moments.

quantités :

(3.27)

On peut construire une base de @, avec, pour chaque aréte interne (si d = 2), ou pour chaque
face interne (si d = 3), commune & deux simplexes T' et 7", une fonction de base associée, de
support égal & T'UT", dont le degré de liberté vaut 1 sur ladite aréte, ou face, et 0 ailleurs.
Et pour chaque aréte de la frontiére (si d = 2), ou pour chaque face de la frontiére (si d = 3),
appartenant a un simplexe 7', une fonction de base associée, de support égal a T', dont le degré

de liberté vaut 1 sur ladite aréte, ou face, et 0 ailleurs.

Pour les éléments finis de Raviart-Thomas d’ordre k > 1. Le processus de construction est
similaire, nous renvoyons au chapitre 2 de [3]. Notons qu’on doit définir des degrés de liberté
supplémentaires, toujours de type moment, avec notamment des intégrales sur les simplexes (et

des fonctions de bases associées dont le support est égal a ce simplexe).

Etape 2 : définition de M), C L*(Q). Le point de départ est la définition de I'espace discret
Q,, par (3.26). On observe que, pour tout q, € Q,,, on a d’une part divq, € L*(2), et de plus,
pour tout 7 € Ty, on a divgy,r, € P*(T)). Ceci suggére de définir

M, = {v, € L*(Q) tel que vy, € P*(T;), V€ =1,L}. (3.28)

8. Lorsque k = 0, on a aussi P*(T) + P*(T)x = {¢ € P(T) tel que q(x) = a + bz, Yo € T}.
9. Par construction, on observe que :
— Sid=2: alors, pour tout h, pour tout T; € Tp, pour toutes les arétes (aq)a=1,3 de 0Ty, et pour tout
q, €Qp,onaq, -nqg, € P*(ay) ;
— Sid =3 : alors, pour tout h, pour tout Ty € Ty, pour toutes les faces (fq)a=1,4 de 0T}, et pour tout
g, € Q. onaqy, -nj, € PH(f,).
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De cette fagon, on a div [Q,] C My,. L’intérét de la définition de My, a partir de celle de Q) est

qu’on va pouvoir directement transposer, pour la diffusion a deux inconnues, la démonstration

de la condition inf-sup (cf. §2.3.9), ou celle de la la T-coercivité (cf. §2.3.4)), au cas discret.

Pour cela, pour (vp, q;,) € M; x @, non-nul, nous allons chercher (w},r}) € M} x @, non-nul,

dépendant linéairement de (vy, q,,), et tel que

|a(vn, qn), (Wi, i) = aill(vn, @i)llv | (wh, 77)llv,

avec |[(v, q)|lv = (HUHQLQ(Q) + HqH%-I(div;Q))l/Q, et une constante a; > 0 indépendante de (vy, gy,)
et de 7. En s'inspirant des calculs du §2.3.3) on choisit (w}, r}) = (3(vp+ 0 'divg,), —q,). Par
construction, et puisque par hypothése o~! est constant par morceaux, on a, pour tout 7, € Ty,
o~ 'div gz, € PH(T}), et ainsi w}, € M). En reprenant ezactement les calculs du §2.3.3] avec
des indices ;, en plus, on trouve que

: -1 1 -1 1
min (szna Q(Umaa:) ) §Umzn)

(o) 2 + 1)

1(on, gi)llv [ (wh, 73)llv,

ce qui est le résultat cherché.

Il est important de remarquer qu’on a utilisé une preuve "adaptant" la T-coercivité introduite

au §2.3.4, En effet, si on considére T;, € L(M}, x Q,,) définie par

Tu((on, @) = (G (on + 0~ diva,), —ay),

on note que, pour tout h, la forme a restreinte a (M, x Q,,) X (M}, x Q,,) est T-coercive au sens
de la définition [2.17] avec une constante a indépendante de h. Qui plus est, la norme de ’appli-
cation linéaire Tj, est également indépendante de h. On précisera cette notion de "T-coercivité
discrete" au chapitre 9 (voir la définition [0.15)).

Avant de conclure a la convergence de l'erreur vers 0 dans L?(Q) x H(div;), on note que
la propriété d’approximabilité (3.11]) est obtenue :
— pour (M), dans L*(Q), grace aux opérateurs d’interpolation (7,); définis en (3.23)),

avec V* = D(Q), ot la convergence en norme || - [|12(q) est une conséquence de celle déja
énoncée au ;

— pour (Qy,)n dans H (div;(2), grace & un opérateur d’interpolation agissant sur des fonc-
tions & valeurs vectorielles, avec V* = C*°(Q2), nous renvoyons p. 110 de [3].
D’aprés le théoréme [3.15] la convergence suit : limy,_¢ |[|[(u — up, p — pg,) ||y = 0, ou bien

lim ([lu = unllz2@) + [P = PollE@ive) = 0.

Concernant la vitesse de convergence, on a le résultat suivant, que nous admettons.

Proposition 3.22 Supposons que la solution (u,p) est de régularité H' x H* "par morceauz”,

alors si on utilise les éléments finis de Raviart-Thomas d’ordre k > 0 sur une famille réguliére
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de maillages qui respectent la partition, il existe une constante C' > 0 indépendante de h telle
que

|l — unl|22(0) + [P — PrllH(av:0) < Ch.

Si la solution est plus réguliere, la vitesse de convergence est meilleure, si bien str on augmente

I'ordre de I’élément fini de facon adéquate (voir a nouveau p. 110 de [3]).

Remarque 3.23 Pour la discrétisation par éléments finis de Raviart-Thomas, nous donnons
quelques détails pour réaliser les calculs élémentaires (intégrations sur les simplezes du maillage),
en reprenant les notations de la remarque[3.16. Pour un simplexe Ty, si on effectue le change-
ment de variables F, : T — Ty avec ¢ = Fy(x) = Ay + by, alors, a une fonction vectorielle q

définie sur T, on associe q définie sur Ty telle que :

N 1 1 ~
VeeT, qlx)=——~ANq(x), divg(x)=———divg(a).
) = fea A, v a®) = oy v a@)
C’est la transformation de Piola, utilisée pour transformer des éléments de H(div;Q) (voir
par ex. p. 59 de [3]). Pour les éléments de My, on procéde comme pour les éléments finis de
Lagrange, cf. la remarque [3.16 Le choiz de la transformation de Piola pour les éléments de
H (div; Q) peut-étre "justifié" via les changements de variables dans les intégrales, mettant en

jeu des éléments de Q,, et My, :

7 ldet(Ag)| 7

| V@) qy(@)de [ iy ) det(Ao)

1 N .
/ vn(@)div g, (@) de = / @) sy A (@) det(4)|d2 = / o(&)div §(2) d#,
T,

&>

Avq(2) |det(A,)|dz = / V(i) - q(&) di.
T
On peut également montrer que :
/ vp(x)gy(x) -ndly = / v(x)g(x) - ndls.
T, T

Remarque 3.24 En suivant le formalisme du lemme on peut montrer, mais c’est un peu

fastidieuz (voir le chapitre 8 de [13]), que la matrice associée a la formulation variationnelle

discréte est creuse.

3.4.3 Comparaison des discrétisations

Donnons quelques éléments de comparaison entre la discrétisation u? par élément fini de
Lagrange d’ordre 1 (utilisée pour la diffusion & une inconnue), et la discrétisation (u?’,p,,)
par élément fini de Raviart-Thomas d’ordre 0 (utilisée pour la diffusion a deux inconnues),
en supposant que l'exposant de décalage 7. est égal a 1 (la solution u est donc H? "par

morceaux"), et que p = —DVu est H'(Q) "par morceaux" :
— D’apreés la proposition [3.18] le théoréme et le corollaire [3.20, on a

lu—up|lm@ < Ch, |lu—uy|r2@ < Ch%
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— D’aprés la proposition [3.22] on a

lu = u ™ || 2) < Chy P = PrllHG@iv) < Ch.

En général uX # ufl : en effet, ul est un champ continu par définition, ce qui n’est pas le cas de
RT 1> s S, L RT .

uy’" . L’approximation est a priori meilleure pour uy; que pour w;" en norme ||-{[2(q) ; elle est du

méme ordre en norme || - || g1(q) olt, pour I'approximation par élément fini de Raviart-Thomas,

on passe par la convergence en norme || - ||g2q) de Vu = —D~'p...



Notes de cours 4

Problémes avec contraintes

On s’intéresse a la résolution de problémes pour lesquels les solutions doivent vérifier cer-
taines contraintes, qui peuvent étre indépendantes (ou pas...) des données. Un exemple classique

est le modele de Stokes, qui modélise I’écoulement stationnaire de fluides incompressibles.

On se place dans un domaine €2 de R?, pour 2 < d < 3. Comme pour la diffusion, le modéle
étudié ici est basé sur des données et des solutions a valeurs réelles. On choisit donc K = R
lorsqu’on I’étudie. Concernant la théorie "abstraite", on se placera dans K = C (pour I'appliquer
au modele, il suffira d’enlever la conjugaison). On note (-|-) le produit scalaire (hermitien) de
L2(Q) ou de (L*(Q))4, et || - || la norme associée. On pose L*(Q) = (L2(Q))¢, et H}(Q) =
(H}(2))%. Lorsqu’on considére les dérivées d'un champ v a valeurs vectorielles, on note Vo le

tenseur (0;v;); =14 ; €t pour v, w & valeurs vectorielles, on note Vv : Vw = Z” 0;v;0;w;.

4.1 Modéle de Stokes

Résoudre ce modéle revient a résoudre les équations et conditions au bord :

Trouver (u,p) telles que
—vAu + Vp = f dans Q)
divu = 0 dans €2

u = 0 sur 0f2.

(4.1)

La partie de la solution a valeurs vectorielles u est la vitesse du fluide, et la partie & valeurs
scalaires p est la pression, v est la viscosité cinématique, et la donnée f est la densité des forces
extérieures. La relation divu = 0 traduit la contrainte d’incompressibilité, et la condition aux
limites signifie que la vitesse du fluide est nulle sur les parois délimitant le domaine. Toutes

les grandeurs sont a valeurs réelles. On observe que, par construction, Au, Vp et f sont des

49
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champs a valeurs vectorielles dans R®. On peut donc réécrire (4.1)) sous la forme équivalente

Trouver ((u;)i=14,p) telles que
—vAu; + O;p = f; dans Q, pouri=1,4d

4.2
Y ie1.qOiu; = 0 dans (4.2)
u; = 0 sur 0f2, pour i = 1,d.
Dans la suite, on fait I’hypotheése suivante :
Le coefficient v est un nombre réel strictement positif. (4.3)

Avant de définir une formulation variationnelle équivalente & ces modéles, on va proposer des
espaces fonctionnels auxquels la solution, et la donnée, appartiennent.

Tout d’abord, comme on a une condition aux limites pour chaque composante u; de la vitesse
dans , on suppose a priori que u; € H'(Q) pour ¢ = 1,d. Ceci permet de donner un sens a
la condition aux limites via 'application trace 7y, et plus précisément on a u; € H{ () pour i =
1,d. Dans la suite, on munit Hg(€2) de la semi-norme |10 : v = [[Vol| = (32, 4 10;0])"/2,
voir (1.8), qui définit une norme équivalente a la norme |- || () d’aprés 'inégalité de Poincaré.
Pour le modéle (4.1)), on a donc u € H(2), et on munit H () de la semi-norme

1/2
_ 2
v = |vig= (Z |Uz'\m> )
i=1,d

qui définit une norme équivalente & la norme || - || g1 (o) d’apres l'inégalité de Poincaré.

Puisque u; € H}(2), on en déduit que Aw; appartient a (Hg(2))’, pour i = 1,d, avec
dépendance continue, cf. (1.12). De méme, si p € L*(Q), alors d;p € (H{(R2)) pour i = 1,4,
avec dépendance continue, cf. . Comme on a modifié la norme utilisée sur Hg (£2), le module
de continuité est lui aussi modifié. Néanmoins, on peut vérifier que les bornes respectivement
obtenues en et restent valables. Les résultats sont résumés ci-dessous, et complétés

de la transposition aux grandeurs vectorielles.

Proposition 4.1 Dans un domaine ), on a les résultats :
— soit u € HY(Q), alors —Au € (H} ()" ;
de plus, on a —A € L(H*(Q), (H3(Q))'), avec |||-Al| <1 ;
— soit w € H*(Q), alors —Au € (H}(Q))' ;
de plus, on a —A € L (H'(Q), (H}(Q))'), avec [|[-Al| <1 ;
— soit p € L*(R), alors Vp € (H(Q)) et O;p € (HL(Q)) pouri=1,d ;
de plus, on a V € L (L*(), (H(2))'), avec || V||| < V4, ainsi que 9; € L (L*(Q), (H}())'),
avec ||0;|]] < 1 pouri=1,4d.

Ainsi, lorsque u; € H}(Q) pour i = 1,d et p € L*(Q2), la donnée f; apparaissant dans la premiére
équation de (4.2) étant égale & —v Aw; + 9;p, doit appartenir a (H}(€2))". De méme, pour la
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donnée f apparaissant dans la premiére équation de (4.1)), on la choisit telle que
f e (Hy(Q). (4.4)

Par ailleurs, on note que la pression p est connue a une constante prés : en effet, p apparait
uniquement via son gradient, or I’équation Vp = 0 admet pour solution les constantes, puisque
le domaine € est connexe. Pour lever cette indétermination, on va chercher p dans le sous-espace

de L*(2) orthogonal au sous-espace formé des constantes, c’est-a-dire dans

L2, (Q) = {q € L*(Q) tel que (¢|1) = 0}.

vmn

En d’autres termes, L*(Q) = L2,.,.(Q) é R. On note que L2, () est le sous-espace vectoriel
de L*(Q) formé des fonctions a moyenne nulle, et p € L? ().
A partir de 14, on va résoudre, sous les hypothéses et , le modéle de Stokes "mathé-
matique"
Trouver (u,p) € H(Q) x L2, (Q) telles que
—vAu+ Vp = f dans (Hy(Q)) (4.5)
divu = 0 dans €.

On en construit une formulation variationnelle équivalente. Tout d’abord, on déduit facilement

des résultats précédents que la premiére équation de (4.5)) est équivalente a

V'U c H(l)(Q), 1% / VU : V'U d§) — / ple’UdQ = <-f7’v>(H(1)(Q))’,H(1)(Q)
Q Q

Il reste & écrire la seconde équation de (4.5)) sous forme variationnelle. Comme div u appartient
a L?(Q) puisque toutes ses dérivées partielles premiéres sont dans L?(Q2), on pourrait écrire la

formulation variationnelle équivalente
Vg € L*(9), /qdivudQ:O.
Q

Mais on peut caractériser un peu plus précisément div w : en effet, si on choisit ¢ = 1 ci-dessus,
on a par intégration par parties (|1.20))

/ divu dQ) = <"}/n’U,, 1>(H1/2(8Q))’,H1/2(89) = (u . ’n|ag, 1)L2(BQ) = 0,
Q

2
vmn

seconde équation de (4.5)) finalement retenue est

puisque ujgo = 0. Ainsi divu € L, (€), et la formulation variationnelle équivalente a la

Vge L2, (), /quivudQ:O.

vmn

Pour résumer, on a montré qu'une formulation variationnelle équivalente a (4.5]) est

Trouver (u,p) € H{(Q) x L2, (Q) telles que

vmn

V(v,q) € Hé(Q) x L? (Q), (4.6)

vmn

y/Vu:V'de—/pdiv'de—/qdivudQ:(f,v>(H(1)(Q)),7H(1)(Q).
Q Q Q
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Dans la suite, on va également résoudre le modéle de Stokes "généralisé", ou la contrainte
d’incompressibilité est remplacée par divu = g dans €2 o, comme on ’a vu plus haut, on

choisit une donnée g € L2, (). On résout donc

Trouver (u,p) € H{(Q) x L2, (Q) telles que

—vAu+ Vp = f dans ) (4.7)
divu = g dans 2.

C’est un modele "mathématique", dont I’étude se révélera utile pour la suite. On vérifie facile-

ment qu'une formulation variationnelle équivalente est

( Trouver (u,p) € HL(Q) x L2, (Q) telles que

vmn

V(v,q) € Ho(Q) x L3, (),

vmn

z//Vu:Vde—/pdivde—/qdivudQ (4.8)
Q Q Q

= (f, ) @m0y, Hy©) — /qudQ-

Notons que, si on revient au formalisme de la formulation variationnelle "abstraite" ([2.5)), on a

\

pour le modéle de Stokes, et pour le modéle de Stokes "généralisé" :
— V= Hy(Q) x L?,,,(Q), muni de la norme [|(v, )|y = ([v[3 o + lg]*)"/? ;

vmn

— a((v,q),(w,r)):1//V’u:V'wdQ—/qdivwdQ—/rdivde;
Q Q Q

— (lsp, (w, )y = <f»w>(H5(Q))/,H3(Q) ; (Ust—gen, (W, 7))y = (faw>(Hg)(Q)y,H5(Q) —/QTQdQ-
Or, on sait que div € L(H*(Q), L*(2)), avec |||div || < v/d (cf. . On en déduit que la forme
a est bilinéaire, continue et symétrique sur ¥V x V. Par contre, a n’est pas coercive! En effet,
on a, pour tout (0,q) € V, a((0,q), (0,q)) = 0. Enfin | il est clair que, pour toutes les données
Fe(HQ) et ge L2 (), onalsy, s gen €V

vmn

4.2 Outils mathématiques abstraits

Afin de pouvoir analyser mathématiquement les modeéles de Stokes et de Stokes "généralisé",
nous allons maintenant énoncer trois théorémes abstraits, tirés de 2], dont la démonstration
sort du cadre de ce cours.

On rappelle qu’on a la décomposition orthogonale L?(2) = R GLB L% (Q) et que d’apres la

proposition (1.1, V € £ (L*(Q), (H(2))').

Théoréme 4.2 Soit Q un domaine de R%. Alors, ker(V) = R et limage V[L?,,,.(Q)] est fermée
dans (H(Q))'.

Ainsi, V[L?,,,(Q)] muni de la norme || - || g1y est un espace de Banach. En outre, comme
v 6 E (]:%’7]]]<£2>, v|:[2

de Banach que V' € £(VI[L?, (Q)]. L2 (). On a donc

vmn vmn

(Q)]) est bijective, on en déduit a I’aide du théoréme de I'isomorphisme

ACy >0, Vw € V[LZ,, ()], [V 'w| < Cvllw|zi oy

vmn
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vmn

Or, a tout w € V[L?, ()], on peut bien sir associer p € L

vmn

() unique tel que w = Vp, ou

p = V 'w. Ce que 'on résume sous la forme

vmn

30y >0, Yp € Ln(@), Iloll < Cx V0l (49)
Ensuite, on introduit le sous-espace vectoriel de H{(€2) contenant la contrainte
Vo(Q) = {v € H}(Q) tel que divw = 0}.

Vo(Q) est fermé dans H(Q), car il est égal au noyau de la restriction de I'application (linéaire)
continue div € £ (H (), L*(Q)) (voir (1.9)). Ainsi, (Vo(€2),] - |1,0) est un espace de Hilbert.
On note Vo(2)* son orthogonal dans H ().

Théoréme 4.3 Soit Q un domaine de R®. Alors, ker(div) = V(Q) et div [V ()] = L2, (Q).

vmn
L’application linéaire div € £ (VU(Q)L. Lf,m(Q)) est donc bijective et, d’aprés le théoréeme de

I'isomorphisme de Banach, on en déduit cette fois que

ICuqiy >0, Vpe L2, (), v, € V(' tel que divw, = p, avec |v,|1.0 < Caiv ||p||. (4.10)

vmn
Enfin, on a le

Théoréme 4.4 (de Rham) Soit Q un domaine de R. Soit £ € (H(S2))'. On a léquivalence :

\V/'U[) € V()(Q), <f, vO)(H(l](Q))’,H(l)(Q) =0 < Elp* € L2 (Q), f = Vp* dans (Hé(Q))/

vmn

A Taide de ces résultats, nous allons voir comment on peut résoudre le modéle de Stokes

(4.5))-(4.6), ainsi que le modeéle de Stokes "généralisé" (4.7)-(4.8)).

Commencons par le modéle de Stokes (4.5)-(4.6) : soit f € (H{(Q))'. Par définition, on
cherche u € V(). En outre, puisque tout élément de Vo(Q2) est a divergence nulle, u est en

particulier solution de

Trouver u € V() telle que

4.11
\V/’Uo - V()(Q), v / Vu: V’UO dS) = <f,’vo>(V0(Q))/7VO(Q). ( )
Q

Ici, la donnée f est considérée comme appartenant a (Vo(§2))".[] D’aprés le théoréme de re-
présentation de Riesz, cette formulation variationnelle admet une solution, et une seule, qui

dépend contintment de la donnée, car on a |u|io = v~ fll(v,e@)- On a donc :

Vf e (Hy(Q), Fue Vi(Q) solution de (4.11), avec |ulro < v || F | e y-

1. Puisque V(Q) € H}(Q), on a (H(Q)) C (Vo(R)). Précisément, pour tout f dans (H (), on a
fe(VolQ), et

oy = swp  [Lo0warveal o F vy my @)
. <

voEV(2)\{0} lvol1,0 veHE(Q)\{0} [v]1,0

= | Fll a2y



54 (©A.-S. Bonnet-Ben Dhia, P. Ciarlet 2024

D’aprés la proposition , ona (f+vAu) € (H}(Q)). Et d’aprés (4.11), f+ v Aw est tel que
Voo € Vo(Q), (f +vAu,v0)v,@).vee = 0.
Donc, d’aprés le théoréme de de Rham,

Ipel?,.(Q), f+vAu=Vpdans (H,(Q)).

vmn

Si on rassemble le tout, on dispose donc de (u,p) € V() x L2, (Q) telles que

vmn

—vAu+ Vp = f dans Q.

Ainsi, (u,p) est bien une solution du modéle de Stokes (4.5)), avec dépendance continue. En

effet, pour u, on a vu que |ulio < v |z (0)y- Et, pour p, on a

Ipll < Coll Vol ey (cf @9))

< Co(If ey + v 1A% a1a)y)
C’V(HfH(Hé(Q))/ + v |ul,0) (proposition
< 209 fll iy -

L’unicité de la solution est une conséquence immeédiate : si on a deux solutions du modéle de

N

IN

Stokes, leur différence (du, dp) vérifie ce modeéle avec donnée nulle et, en reprenant le raisonne-

ment précédent, on trouve que du = 0, puis que dp = 0. On a donc démontré le

Théoréme 4.5 Soit v > 0. Le modéle de Stokes —@ est bien posé :
Il(u,p) € Hy(Q) x L2,,.(Q) sol. de ({{-3)-({-6), (4.12)

avee [ulro < v fll ey et 1P < 209 Fll ey -

vf e (Hé(ﬂ))ﬁ{

Pour le modéle de Stokes "généralisé" (4.7)-(4.8), la démarche est de s’appuyer sur le théo-

. 1
réme 4.3 pour décomposer la solution u selon H,(2) = V() & V()1 et de reprendre les
résultats obtenus pour le modéle de Stokes. Soient donc (f,g) € (H(Q)) x L2, ().

On décompose orthogonalement la composante u de la solution en u = wg+u , avec (ug,u, ) €
V() x V(2)*. On reformule (4.7) en tenant compte de cette décomposition :

Trouver (ug,u ,p) € Vo(Q) x V()1 x L2, () telles que

—vAuy—vAu, +Vp= f dans Q (4.13)

divu, = g dans €.
Or, d’apreés le théoréme [4.3] on sait que
v, € Vo(Q)* tel que divw, = g, avec |v,|1.0 < Ca [|9]-
Pour résoudre , on doit donc choisir u; = v, (qui dépend contintiment de la donnée g).

A partir de 1a, on remarque que (ug, p) résout

vmn

Trouver (ug,p) € Vo(Q) x L2, () telles que
—vAug+ Vp=f+vAu, dans (.
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C’est donc une solution du modéle de Stokes (4.5)), avec la donnée f' = f+v Au, € (H(Q)).
On peut alors utiliser le théoréme pour caractériser (ug,p) et conclure a l'existence d'une

solution de . On a bien dependance continue, car la donnée f' est bornée par :

Hf/H(H})(Q))

IN

< ||f||(H y+viluilie (prop051t10n
< H.fH(HO r+ v Cav || 9]]-

On a donc les dépendances continues de la solution, par composante,

IN

Caiv ||g||a
lwolo < v ey < v o)y + Caw llgll;
ol < 2691 f Nl myay < 2Cv (1|l ey + v Cai llll)-

|'UJL|1,Q

N

L’unicité de la solution suit... On a donc démontré le
Théoréme 4.6 Soit v > 0. Le modele de Stokes "généralisé” —@ est bien posé :

3(u, p) € Hy(Q) x L2, () sol. de -@,
U(F.) € (YO X L@ { o <07 | Flaryeny +5Can gl et (414)
Ipll < QCV(HfH(H(l)(Q))' + v Ca |gll).

Remarque 4.7 Lorsque g = 0, [’estimation est identique a .

La difficulté, si on veut approcher les formulations variationnelles, est la prise en compte de
la contrainte sur la divergence de la vitesse. En d’autres termes, comment construire une ap-
proximation conforme dans Vy(£2), c’est-a-dire avec des champs discrets a valeurs vectorielles
appartenant a H é(Q), et a divergence nulle? Dans la suite, on va décrire une technique de
pénalisation, qui permet de prendre en compte cette contrainte en pénalisant les champs a

divergence non-nulle. On développera d’autres approches au §5|

4.3 Approximation par pénalisation

On s’intéresse ici & 'approximation du modéle de Stokes (4.5)-(4.6]), avec une viscosité
cinématique v > 0 donnéeﬂ On va décrire une premiére méthode d’approximation, qui prend

en compte la contrainte sur la divergence de la vitesse par pénalisation.

2. On peut reprendre tous les calculs de la section pour établir une dépendance explicite des erreurs en
fonction de v.
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4.3.1 Peénalisation abstraite

Pour € > 0, on considére la formulation variationnelle "pénalisée"
Trouver u. € H}(Q) telle que

1
Yv € Hé(Q), v / V'U,E : VodQ) + g / diV’U,g divo dQ) = <f7’U>(Hé(Q))’,H(1)(Q)
Q Q

(4.15)

L’idée étant que % soit "grand", on choisit par exemple € €]0, 1]. A partir de la, on observe que
la forme bilinéaire définie sur Hy(Q) x H(92) :

1
a. : (v,'w)r—)u/Vv:deQ+—/divvdivwdQ (4.16)
Q € Ja

est continue (voir ([1.9))), coercive et symétrique. D’aprés le théoréme de Lax-Milgram,
Ve >0, 3C. >0, Vf € (H(Q)),
Flu, solution de (4.13)) telle que |uc|i o < Cc || fl g1(0)y-

On peut "comparer" la solution u,. a la solution (u,p) du modéle de Stokes (4.5)-(4.6]).

Théoréme 4.8 La solution u. de est telle que
3G, > 0, Ve €]0,1], VF € (Hy(Q)),  |u—ucho+ llp+ e divue]| < Co e £l ay )y
Démonstration : lére étape : évaluer le comportement de ||div u.||. On choisit v = u. dans (4.15) :

viuelt g + et [divauel® = (f, we) (mr1 )y mio)- (4.17)

Dans (4.17)), on observe que chaque terme de gauche est positif. En particulier, on peut les majorer
séparément par celui de droite.
Tout d’abord,

viuelt o < (f ue)myoy.miye) < 1 Flmo)y [uelie,
et ainsi |ug|1,0 < 1/‘1||fH(H(1)(Q)),. Puis, si on reprend 1} il suit

Idiv e | < e(f, ue) )y my) < lF @y [uelie < e I )

et donc ||div u.|| < 51/21/_1/2||f|\(H(1)(Q))/.
2éme étape : on pose u. = u—u. € H}(Q), pl = p+e~divu. € L2, (Q) et g. = —divu. € L2,,,, ().
A Taide de (4.6)) et (4.15)), on en déduit que (ul,pl) est solution de

Trouver (u.,pl) € H{(Q) x L2,.,.(Q) telles que

V(v,q) € Ho(Q) X L, (), (4.18)

y/Vu'a:Vde—/p;divde—/qdivu;dQ:—/qdeQ.
Q Q Q Q

C’est exactement la formulation variationnelle (4.8) du modéle de Stokes "généralisé", avec la donnée
(0, gc). Puisque [|gc|| < 61/2V_1/2||f\|(H(1)(Q)),, on déduit finalement du théoréme [4.6| qu'’il existe C,, > 0
indépendante de € > 0 et telle que

[ullio + IPLl < Co e 21 | erycays

ce qui est la conclusion annoncée. [ |
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4.3.2 Discrétisation de la formulation variationnelle "pénalisée"

Le but est de calculer une approximation de la solution (u, p) du modéle de Stokes avec f €
(H (€)' donnée : on passe par la discrétisation de la formulation variationnelle "pénalisée".
Au §3.4.1] nous avons déja introduit (V;), une suite de sous-espaces discrets de H} (). Pour
I’adapter & notre cas, il suffit de considérer (V) une suite de sous-espaces discrets de H(€2),
en posant V) = (V,9)4.

Pour € et h donnés, la formulation variationnelle discréte associée a est :

(4.19)

Trouver u. ) € V% telle que
Vo, € Vi, a-(ucp,vp) = (Fson) (=) HY9)

ou la forme bilinéaire a. est donnée par (4.16]).

On utilise la méthode des éléments finis, dans un domaine {2 supposé polygonal si d = 2, ou
polyédrique si d = 3. Le paramétre de discrétisation est égal au pas du maillage, noté h. Pour
construire les espaces discrets (V),, on s’appuie sur I'élément fini de Lagrange d’ordre k > 1
pour construire (V2);, et sur une famille de maillages réguliére : on parle d’éléments finis de
Lagrange vectoriels d’ordre k.

Ci-dessous, on propose ’analyse numérique de la méthode sous forme d’exercice.

Exercice : Tout d’abord, on laisse € et h varier.

1. Montrer que, pour tout & €]0,1] et tout v, w € Hy(Q),
jac(v, w)| < (v +d)e™ " vl10|w]i0-

2. A l'aide du lemme de Céa, en déduire que

aC, > 0, Ve €]0,1], Vh, |u. —u.pli0 < Cie V% inf |ue — vpl1 0.
’UhEV?L

3. En utilisant 'inégalité triangulaire, en conclure que

3Cy, > 0, Ve €]0,1], Vh, |u—u.p|10 < Cy (51/2 + 712 inf lu, — 'Uh|1,Q> :

’UhEVh

Supposons que :

— pour tout € > 0 la solution u, de la formulation variationnelle "pénalisée" (4.15]) est
de régularité H? "par morceaux" sur une partition de € ;

— la norme H? "par morceaux" de la famille de solutions (u.). est uniformément

bornée.
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. Sous ces conditions, rappeler pourquoi, si on utilise les éléments finis de Lagrange d’ordre

k sur une famille réguliére de maillages qui respectent la partition,

305 > 0, Ve €]0,1], Vh, inf |u. —wvpliq < Cs hm0ER),
'U}LEV?l
Puisque min(1, k) = 1, on choisit 1’élément fini de Lagrange d’ordre k& = 1 dans 'esti-
mation de la vitesse de convergence. L’idée est maintenant de choisir € en fonction de

h, afin d’assurer la "meilleure” convergence possible.

. Concernant la vitesse... Pour A > 0, on note u, = wu.; la solution de la formulation

variationnelle discréte (4.19)) pour e = h. Montrer qu’on a Uerreur entre u et wy,

304 > 0, \V/h, |’U, — :l:l/\_};lLQ < 04 h1/2.

. Concernant la pression... Soit I'inconnue discréte auxiliaire p. j, = —¢~'div u. ;. Montrer

que

3C5 > 0, Ve €]0,1], Yh, |lp—penll < Cs ("% + &7 Jue — ucplia) -

Pour h > 0, on note p, = —e 'div U, OU Ugp, est la solution de la formulation varia-

tionnelle discréte (4.19) pour e = h'/2. Montrer qu’on a I'erreur entre p et py,

3Cs > 0, Yh, |lp—pall < Csh'/™.

. Que pensez-vous des erreurs obtenues ? La méthode numérique est-elle intéressante ?




Notes de cours 5

Problémes avec contraintes -

Compléments

On s’intéresse encore a la résolution des modeles de Stokes (4.5))-(4.6)), et de Stokes "généra-
lise" (4.7)-(4.8]), a I'aide de techniques différentes, mais complémentaires, de celles proposées au
En particulier, la condition sur la divergence reste explicite dans la formulation variationnelle

étudiée. On étudie donc la formulation variationnelle "abstraite"

{ Trouver u € V tel que

Yw eV, alu,w) = {,w)y, (5:1)

avec :
— V= Hy(Q) x L},,,(Q), muni de la norme ||(v, q)llvy = (Jvfi o + lal*)"/? ;

vmn

— a((’u,q),('w,r)):u/V'U:deQ—/qdivwdQ—/rdivde;
Q Q Q

— ((w,r))y = <f,w>(Hg(Q))/,H3(ﬂ) - /QTQCZQ (9 = 0 pour Stokes).

On conserve les notations et le formalisme du §4]

5.1 Approche tout-en-un

On raisonne dans 'espace V, c’est-a-dire que la contrainte est placée au méme niveau que
I’équation. Voir le pour une approche alternative. En préambule, on rappelle que la forme

a définie sur V x V n’est pas coercive. En effet,

Vg € L3, (), a((0,9),(0,9)) = 0.

On passe donc par une condition inf-sup, ou de stabilité.

5.1.1 Condition inf-sup abstraite

Le but est ici d’établir une condition inf-sup (cf. (2.13) avec W =V = V) pour la forme a. On

sait déja qu’il en existe une, d’aprés le caractére bien posé de la formulation variationnelle, établi

29
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au théoreme [4.0] Ci-dessous, on souhaite en construire une explicitement, via une construction
que l'on pourra "adapter" a la formulation variationnelle discrétisée. Pour (v, ¢) € V non-nul,

nous allons chercher (w*,r*) € V non-nul, dépendant linéairement de (v, q), et tel que

la((v, @), (w*, 7)) = o'[[(v, @)y [[(w”, )]y,

avec une constante o/ > 0 indépendante de (v, q). On raisonne par étapes. L’enchainement est

"naturel", mais technique...

1. Cas particulier ¢ = 0. On a [[(v,0)[|y = |v]10, et

a((v,0), (w, 1)) :y/w ; deQ—/rdivde.
Q Q

Si on choisit w* = v et 7* = 0, on a a((v,0), (w*,r*)) = v |[v]] o, et [[(w*, )|y = |[v|10.
Il suit
|a((v,0), (w", 7)) = v [[(v, 0)[[v]| (w", )|y

2. Cas particulier v = 0. On a [[(0,q)|v = ||q]|, et
CL((O, Q)a (w,r)) = - / leVw dS).
Q
D’aprés le théoréme , on sait qu'il existe w, € H{(Q) tel que divw, = g, et |w,|;.q <
Caiv ||ql|; avec Cgiy > 0 indépendante de ¢. Si on choisit w* = —w, et * = 0, on a
a((0,q), (w*, 7)) = llq?, et [[(w*,7*)[ly = |wg|1.0. 1l suit

wyl10 1

o((0.4), (D] 2 ol 2222 = L0, )l o, )l

3. Cas général. On cherche w* sous la forme w* = av — fw,, avec o, € R. On a

a((v,q), (w*,r)) = avlvfq— v / Vo : Va, dS)
9]

—a/qdivde+B|\qH2—/rdivde.
Q Q

D’apreés les premier et quatriéme termes, on impose d’abord a > 0 et § > 0. Ensuite,
on choisit 7* = —aq pour annuler la somme des troisiéme et cinquiéme termes. Avec ce

choix pour (w*,r*), on obtient

a((v,q), (w*, 1) = av|vlig + Bllql]* - BV/ Vv : Vw,dQ.
Q

Il reste maintenant a controler le dernier terme a l’aide des autres. Pour cela, on utilise
I'inégalité de YoungE], avec 11 > 0 quelconque :

_bvn pv

—m/ﬂvfu  Vw,dQ > : v[ig — 277|wq|ig
Bvn Br(Caiy )?
> ——|vlig — ———lqlI%
2 2n

1. L’inégalité de Young s’écrit : Y,y € R, Vi > 0, 2zy < na?+n~'92, en développant (n'/2x —n=1/2y)% > 0.
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D’ou les minorations

purn v(Caiv )2

a((v,q), (w*,r%)) = (av = == )|vliq + Bl - 2 Mall?
' o av Br(Caiy )?
(choix =5 >0) > Yol + 50— L g
. BVQ C iv 2 ﬁ
(ehoi + @ = r(Con)?) = PS8y 4 D
. 1/2 C iv 2 1
(ehois = g =1) > ZC0 g
D’ou finalement, si on pose v = 3 min(v?(Cgy )%, 1) > 0 :
a((v, q), (w*, 1)) = [|(v, QI (5.2)
ott w* = v(Cay )?v — wy et 7* = —1(Cay )?q. On note quef]
w10 < v(Caw )*Ivlie + Caw lall, 171l = v(Caiw )*llall-

D’on
[(w*, )5 < 20%(Caiv ) olT o + 2(Caiv ) [la]? + v*(Caiv )l
< (V)l(v, ),

oll on a posé 7 = max (\/iu(Cdiv )2, Caiv [2 + v*(Caiy )2]1/2) > 0.
Dans le cas général, on a donc prouvé que

la((v, ), (w*,77))| = %H(%‘J)HV (™, )|y

On en déduit une condition inf-sup (cf. (2.13]) avec W =V = V) pour la forme a.

Proposition 5.1 La forme a apparaissant dans les formulations variationnelles de Stokes @

et de Stokes "généralisé” (@ vérifie une condition inf-sup :

|a((’07Q),(’U),T))| ,
V(v,q) €V, su > a v, 7
o) (w,r)eg\{O} |(w, )|y sell(v, @)y

ol on a posé

, % min(yQ(C’div )2, 1)

= >0
% max (vV2u(Can )2, Caie [2+ v2(Caiy )]2)

«

Remarque 5.2 Comme indiqué en préambule, cette condition inf-sup permet de recouvrer le
caractére bien posé de la formulation variationnelle en appliquant le corollaire BNB (corol-
laire , puisque la forme a est symétrique.

2. Sion n’est pas intéressé par une majoration explicite, on note que l’application linéaire (v, q) — (w*,r*)

ainsi construite, est continue de V = H{(Q) x L2, () dans lui-méme. En d’autres termes

3Cr >0, V(v,q) €V, [(w",r)[lv < Crll(v, gl
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5.1.2 Utilisation de la T-coercivité

Comme on I'a vu au pour la diffusion, on peut également raisonner a l'aide de la

T-coercivité. En effet, I'application linéaire T définie par
T((v,9)) = (w*,7") = (¥(Caiv )*v — wq, —(Cai )*q),

appartient a £(V), et vérifie ||T||| < 4. De plus, elle est bijective :
— T((v,q)) = (0,0) signifie que v(Cyyy )*v—w, = 0 et ¢ = 0, c’est-a-dire que (v,q) = (0,0),
d’ou l'injectivité ;
— pour (w,r) € V, sion choisit g = —v 1 (Cygiy ) ?retv = v (Caiy ) 2(w—v " (Caiy ) 2w,.),
alors (v,q) € V est tel que T((v,q)) = (w,r), d’ou la surjectivité.
D’aprés ce qui précéde, on déduit de que la forme a(-, ) est T-coercive, cf. définition m
aveca =y = 3
a , toujours posée dans V, pour laquelle la forme bilinéaire est continue et coercive : le

min(v%(Cyiy )%, 1). On peut construire une formulation variationnelle équivalente

théoréme de Lax-Milgram permet de conclure que celle-ci est bien posée. Enfin, on vérifie que

la constante de stabilité apparaissant de la définition est inférieure ou égale a 1/a’,.

5.1.3 Condition inf-sup discréte

On utilise la méthode des éléments finis, dans un domaine €2 supposé polygonal si d = 2, ou
polyédrique si d = 3. Le parameétre de discrétisation est égal au pas du maillage, noté h. Les
éléments finis seront choisis sous certaines conditions. Précisément, des conditions suffisantes
pour obtenir une condition inf-sup discréte uniforme.

On note cette fois (V) la suite des sous-espaces discrets de H{(€), et (Qp)n la suite des sous-

2

2 o), et Vi, =V, x Q) les sous-espaces discrets de V correspondants.

espaces discrets de L

Remarque 5.3 Pour les espaces discrets (Qp)n, on passe habituellement par une approrima-
tion conforme dans L*(Y). Mais il n'est pas aisé de construire des sous-ensembles de fonctions
a moyenne nulle... En pratique, la pression étant définie a une constante pres, on fize cette

constante en annulant un des degrés de liberté (pour h donné).

Pour h > 0 donné, la formulation variationnelle discréte du modéle de Stokes "généralisé"
s’écrit :
( Trouver (up,pp) € Vi x Q) telles que

V(v qn) € Vi X Qn,

V/Vuh : Vvth—/phdivvth—/qhdivuth (5.3)
Q Q Q

= (f.vn) =3y HY Q) — /Qq}zng~

\

Pour établir son caractére bien posé, ainsi que la convergence de 'erreur vers 0, on a vu qu’il
fallait disposer d'une condition inf-sup discréte uniforme (3.17)), cf. le théoréme L’idée est,
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encore une fois (se souvenir de , de transposer au cas discret : soit la démonstration
de la condition inf-sup conclue par la proposition 5.1 ; soit lutilisation de la T-coercivité du
§5.1.2. Dans la suite, nous allons donc réaliser cette transposition, en déterminant sous quelles
conditions on peut la mener & bien. En particulier, on verra (voir — ci-dessous) qu’on
ne peut pas définir l'approvimation de H(QY) par (V) indépendamment de ’approvimation

de L?}mn(Q) par (Qh>h'

Pour (vp, qn) € Vi non-nul, nous allons chercher (w}, r}) € V), non-nul, dépendant linéaire-

ment de (v, qp), et tel que

la((vn, qn), (W}, 5))] = il (0n, @) v [[(wy, 7)1y,

avec une constante oy > 0 indépendante de (v, q,) et de h. Si on transpose directement le

choix de I’étape 3 pour l'obtention de la condition inf-sup abstraite, on choisit :
w* = v(Caiy )?vy, — wy, et r* = —v(Caiy )’qn,

avec w,, € Hy(Q) tel que divw,, = q, et |wy, |1.0 < Caiv [|gn|| (Caiv > 0 indépendante de gy,).

La difficulté dans le choix ci-dessus est, qu’en général, w,, ¢ V. Pour la contourner, on veut

!

trouver w; € V, tel que "divw, = ¢," en un sens a préciser, et w10 < CT g, avec

C™* > 0 indépendante de ¢, et de h. Si cela est possible, on choisira a partir de 1a
w;, = v(CH)v, —wi € Vi et i = —v(Ch)*q, € Q,

et on pourra reproduire les calculs de la condition inf-sup abstraite, C* remplacant Cygj, .

La démarche est la suivante. On doit trouver des espaces discrets (V,, Qp)n tels que

3C, > 0, Yh, Im, € L(H}(Q), V) possédant les propriétés :
Yv € H(l)(Q), |Tholia < Crlvlia; (5.4)
Yo € Hy(Q), Yq, € Q, /qﬁl div (m,v) dQ = / g, divvdQ. (5.5)
Q Q
En effet, si on dispose d’approximations (V'y, Qp)n et d’opérateurs (), satisfaisant ces pro-

priétés, on va voir qu’on peut choisir w; = m,w,, . Pourquoi? Les réponses sont simples !
D’apres (5.4)) et la définition de w,,, on a

1o < CYlall, avec CT = C,Cy;y > 0. (5.6)

lwi 1.0 = [Thwg, 10 < Crlw,,

Et, d’aprés (5.5) et la définition de w,,, on a

Vg, € Qn, / qp, divw;" dQ = /
Q

¢, div (Tpwy, ) dQ2 = / qp, divw,, dQ) = / qhqndQ.  (5.7)
Q 0 Q
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Remarque 5.4 Ci-dessus, on remarque que la propriété "divw,” = g, " est réalisée en un sens

faible, puisqu’on impose uniquement que

L
(divw) — qu) € QF, ou LA(Q) = Q) & Q}-.

Mais ceci est suffisant, puisque la condition inf-sup discréte doit étre imposée variationnellement

dans V', X Qp,, voir ci-apres.
Pour résumer ce qui précéde, on choisit finalement
w;, = v(C)?v), — mw,, € Vi, et ry = —v(CM)2q, € Qp,
avec (), qui vérifie -, et C = C,Cgy . Si on reprend les calculs, on trouve
a((vp, qn), (wy,17)) = v / Vv, : Vwj d) — / qrdiv wj d) — / ry; div vy, dS)
Q Q Q

I ok |vh|iQ—y/Vvh Y (mpwy, ) A0

W n / g div (mhaw,, ) dQ + v(CH)?2 v oy, d9.

(propriété 5) = 12(C) fonlg — v / Von - V(maw,,) 4+ |

On conclut le calcul comme précédemment, grace a l'inégalité de Young (n > 0) :

14
v [ Vo Vimw,)d0 = =Pl - L imw, R
Q
o v v(CH)?
ropriete §8) =~ Lot — 15 L lanl?

On choisit, toujours a la suite du calcul abstrait, n = v(C*)? > 0, pour trouver finalement :

. 1 1
a(on ), (Wi 1) 2 5ACH onli g+ 5l
1 .
> S min(A(CH 1) (ol + lanl?)

1 .
= 3 min(v*(C)%, 1)||(vn, a3

Par ailleurs, similairement au cas abstrait :

IN

* ok 1/2
laoh i)l < (220 ouli + 20T anll + () )

< max (V2u(C)%, CT[2+ v (CTY) || (vn, an) v-

La condition inf-sup discréte uniforme suit...
On a a nouveau utilisé une preuve "adaptant" la T-coercivité du : en effet, T, € L(V, X
()y) définie par

Tn((vn, qn)) = (W(CT)vy, — mpw,,, —v(CT)2qn),
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est telle que, lorsque les conditions — sont vérifiées, pour tout h, la forme a restreinte
a (Vi xQpn) x (Vi x Qy) est T-coercive au sens de la définition m avec une constante «
indépendante de h. De plus, la norme de T, est indépendante de h. On renvoie au chapitre 9
(voir la définition pour la "T-coercivité discréte (uniforme en h)").

Proposition 5.5 Si les espaces discrets (V5,, Qp)n et les opérateurs (my)y, satisfont les proprié-
tés —, alors la forme a apparaissant dans les formulations variationnelles de Stokes
(@ et de Stokes "généralisé” @ vérifie une condition inf-sup discréte uniforme :

Vh’ V(U}U Qh) € Vh, sup |a<(vh7 Qh>, (wh, Th))|

> Qi st “(Uh, Qh)”V7
(wnrn)EVi\{0} [ (wh, 1) |lv

ou on a posé

s min(v2(C1)%, 1)
(0% —_=
P max (V2u(CH)2, CH[2 + 12(CF )2 2)

On peut donc appliquer le lemme de Céa (théoréme [3.13)), et en déduire la convergence de
I'erreur vers 0 si la propriété d’approximabilité (3.11)) est vérifiée (voir le théoréme [3.15)).

5.1.4 Exemples de discrétisation

Pour construire les sous-espaces discrets (V'y,, Qy)p, vérifiant ((5.4))-(5.5]), on s’appuie sur une
famille réguliére de maillages de €2, formés de simplexes. Nous donnons deux exemples de dis-

crétisation par éléments finis, en suivant [3].

Premiérement, 1’élément fini MINI de degré £ > 1. On donne la définition pour 1’élément
fini MINI de degré k=1 :

Vh = {'Uh S CO(§> tel que ’Uh|ag =0et 'Uh|Tg € {P1<Tg) + Bulle(Tg)}, Vil = 1, L},

_ 5.8
Qn = {qn € C°(Q) tel que qni1, € PYTy), V¥t =1,L}, (58)

o, pour tout simplexe 7', on a défini I’ensemble des "bulles"ﬂ selon

Bulle(T) = Veet( [T 7).

i=1,d+1

avec (A\7);—1411 les coordonnées barycentriques dans 7' (on a donc dim(Bulle(T)) = 1) ; et
comme d’habitude Bulle(7") = (Bulle(T))?. Il est prouvé, pp. 470-471 pour d = 2 et pp. 491-
492 pour d = 3 dans [3], que 'élément fini MINI vérifie (5.4)-(5.5).

Pour la propriété d’approximabilité, on note que ces espaces discrets contiennent les espaces
composés des éléments finis de Lagrange P! (vectoriels pour V', scalaires pour Q) ; la pro-

pri¢té d’approximabilité étant vraie en norme || - || g1(q), voir le §3.4.1} et elle est a fortiori vraie

3. Une propriété notable d’une "bulle" est qu’elle s’annule sur 9T, c’est-a-dire que son support est égal & T'.



66 (©A.-S. Bonnet-Ben Dhia, P. Ciarlet 2024

en norme | - |1 q pour (V,), dans H,(Q2), et en norme || - || pour (Qn)y dans L2, ().

Comme annoncé plus haut, d’apres le lemme de Céa et la propriété d’approximabilité, on a
donc convergence de l'erreur vers 0 pour I’élément fini MINT (théoréme [3.15)) :

lim (|u — usl1.0 + [|p — pall) = 0.
h—0
Concernant enfin la vitesse de convergence, si de plus la solution (u, p) de Stokes, ou de Stokes

"genéralisé", est de régularité H? x H' "par morceaux", on peut établir que :
3Cst > 0, Vh, |u—up|io+||p—prll < Csih.

Deuxiémement, ’élément fini de Taylor-Hood P*™! — P* pour k > 1. La définition pour
k=1est:

Vi, = {v, € C°(Q) tel que vpa0 = 0 et vy, € P*(Ty), YVt =1,L},

_ 5.9
Qn = {qn € C°(Q) tel que qur, € PY(T;), V0 =1,L}. (59)

Pour cet élément fini, les conditions (5.4))-(5.5)) sont établies dans [3], pp. 496-504, pour d = 2, 3.
La propriété d’approximabilité est encore une fois une conséquence de celle déja énoncée pour
les éléments finis de Lagrange, et on en déduit la convergence de 'erreur vers 0 pour 1’élément
fini de Taylor-Hood :

lim (Ju — wsli0 + [[p — pull) = 0.
h—0

Et pour la vitesse de convergence, si la solution (u,p) de Stokes, ou de Stokes "généralisé", est

de régularité H? x H' "par morceaux", on a &

ACq > 0, \V/h, |’LL — ’U,h|179 + ||p —th < Cg h.

5.2 Approche un-plus-un : formulation variationnelle mixte
On choisit maintenant d’"isoler" la contrainte sur la divergence. Précisément, on écrit

Trouver (u,p) € Hy(Q) x L2, (Q) telles que

Q Q

Yge L2, (), /qdivudQ:/quQ.
Q Q

4. Sila solution (u, p) est plus réguliére, la vitesse de convergence sera meilleure sous réserve qu’on augmente
lordre de 1’élément fini de fagon adéquate.
5. Pour k = 0, ¢’est-a-dire pour 1’élément fini P* — P, on n’a pas de condition inf-sup discréte uniforme!
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5.2.1 Formulation variationnelle mixte abstraite

De facon abstraite, une formulation variationnelle mizte s’écrit

Trouver (u,p) € V x @ tel que
YoeV c(u,v)+bv,p) = (f,v)y, (5.11)
Vge@, blu,q) ={g9,9q
avec :
— V et Q deux espaces de Hilbert définis sur C ;
— ¢(+,-) une forme sesquilinéaire et continue sur V' x V' ;
— b(+, -) une forme sesquilinéaire et continue sur V' x @ ;
— feV' et ge @ donnés.
On parle de formulation mixte, car si on compare a la formulation initiale , on a isolé la

"contrainte" en découpant la forme a en deux parties, la forme b exprimant la contrainte.ﬁ

Pour le modéle de Stokes "généralisé" [ on a, cf. (5.10) :
— V= Hy(Q) muni de |[v]lv = [v]10, Q = L},,,(Q) muni de [l = [l4ll ;

vmn

— c(v,w) =v / Vv : VwdQ, b(v,q) = —/qdivde :
Q Q
— (fiv)v = <f7’U>(H(1)(Q))’,H(1)(Q) (9,00 = —/qudQ-

Cas g=0

On va commencer par étudier le cas ot ¢ = 0. On introduit le "noyau de la forme b" :ﬂ
Vo = {v € V tel que b(v,q) =0, Vg € Q}.

Comme la forme b est continue, Vj est un sous-espace vectoriel fermé de V. On a donc la

I
décomposition orthogonale V' = Vj @ V-, et résoudre la formulation variationnelle mixte (5.11

avec g = 0 est équivalent a résoudre :

Trouver (u,p) € Vo x Q tel que
Vv € %7 C(U,U) = <f7 U>V7

Vo' € Vit clu,v') + b(v, p) = (f, )y

6. En termes de "systéme linéaire", la formulation variationnelle mixte ([5.11)) est équivalente & :

Trouver (u,p) € V x @ tel que
Cu+B*p=F dansV
Bu =G dans @

ot d’une part C € L(V, V) est application linéaire associée a ¢, B € L(V, Q) est Papplication linéaire associée a
b (voir ), et B* € £L(Q,V) est définie par : Vv € V, Vg € Q, b(v,q) = (v,B*q)y ; et, d’autre part, F € V
est associé & f, et G € @) est associé a g, par le théoréme de Riesz.

7. Pour le modéle de Stokes, on choisit g = 0.

8. Précisément, Vj = kerB.
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On raisonne en deux temps.

Etape 1. On commence par la résolution de

{ Trouver u € Vj tel que (5.12)

Yo e Vo, clu,v) = (fo,v)p,

avec fo € (Vp)' définie par v — (f,v)y. D’aprés le théoréme BNB (théoréme [2.12)), cette

formulation variationnelle & un espace est bien posée (au sens de Hadamard) si, et seulement si
la forme c¢jy; <y, vérifie une condition inf-sup et une condition de solvabilité. (5.13)

On suppose a partir de maintenant que ces conditions sont vérifiées : alors, il existe Cy > 0

telle que, pour tout fo € (V) il existe une solution unique u, et

[ully < Coll foll voy-

Etape 2. Soit [, & (V") deéfinie par o/ +— ([, 0/);-. On s’intéresse a la résolution de

Trouver p € @ tel que (5.14)

Vo' € ‘/OL7 b(pa Ul) = <fL7,U/>V - C('LL, U,)v '
otl on a noté b la forme sesquilinéaire et continue sur @ x V- définie par

Vg€ Q, Yo' e Vi, blg,v) =b1,q). (5.15)

On reconnait cette fois une formulation variationnelle & deux espaces. D’apres le théoréme BNB
(théoréme , cette formulation variationnelle est bien posée (au sens de Hadamard) si, et

seulement si,
la forme by, v+ vérifie une condition inf-sup et une condition de solvabilité.

On note que la définition de b et celle de Vit dépendent de b... Ceci a des conséquences sur
la condition de solvabilité. En effet, soit v € Vj- telle que b(q,v’") = 0 pour tout ¢ € Q : ceci
signifie que v appartient au "noyau de b", égal a Vp, et ainsi v’ € V- NV, = {0} ! La condition
de solvabilité sur b est toujours satisfaite. Ainsi, la formulation variationnelle est bien

posée (au sens de Hadamard) si, et seulement si,
la forme by, v+ vérifie une condition inf-sup.

Si on revient a la forme b, cette condition s’écrit de fagon équivalente :

[b(v", q)]|
38 >0, Vq € Q, sup  ———— > Blldllo. (5.16)
v eVi-\{0} [[v'|lv
La différence avec la condition inf-sup usuelle est que les deux arguments sont inversés : on

parlera de condition inf-sup inversée.
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Remarque 5.6 Dans (5.16), on peut également considérer le supremum pour tout v’ € V\{0},

puisque l’orthogonal de V- est égal au "noyau de b".

Si on suppose que les conditions ((5.13)) et (5.16]) sont vérifiées, on en conclut que, si on choisit
v, € V- \ {0} réalisant (5.16) pour la solution p de la formulation variationnelle (5.14), on a

© 7 Byl
1 U c(u, v
ETD < _(r<f,p>vr+r</ p>|)

B\ Tl gl
1 :

< 5 (sllagy + el ulv)
1 : :

< 5 (Il +Collell ollsy) -

Puisque par définition max (|| fo/| (o) H,/’LH(‘,}%)/) < ||f]]y, on a établi la

Proposition 5.7 Soit a résoudre la formulation variationnelle avec f € V' et g = 0.
On suppose que la forme c vérifie les conditions , et que la forme b vérifie la condition
inf-sup inversée . Alors, il existe une solution (u,p) € V x Q et une seule a , avec

dépendance continue par rapport a || f|v.

Pour le modéle de Stokes, on note que, la forme ¢ : (v, w) — v / Vv : Vw df2 étant coercive

Q
sur H3(Q), elle l'est a fortiori sur Vo(Q) € Hy(2) : les conditions (5.13) sont satisfaites. En
outre, la condition (5.16|) sur la forme b est également vraie : en effet, d’aprés le théoréme ,
on a, pour tout ¢ € L2, () \ {0},

/ gdivw dQ‘
sup L >

vEV (@) 1\ {0} V)10 B vy

gdivw dQ‘
fadvoiaa] N

= > q||-
1,0 |’Uq|1,Q Cliv H ”

Cas g quelconque

On suppose que les hypotheéses de la proposition sont satisfaites. Si on revient a (5.11)),
la nouveauté est qu’on cherche v € V' tel que : Vg € Q, b(u, q) = (g,¢)q, avec a priori g # 0.
i
Si on décompose u selon V =V @& V-, on cherche (ug,u') € Vo x V- avec u = ug + . Ainsi,

résoudre la formulation variationnelle mixte (5.11]) avec g quelconque est équivalent a résoudre :

Trouver (ug,u’,p) € Vo x Vi& x Q tel que

Vge @, bW, q) ={9,9)q
Yo eV,  clug,v) +c(u,v) = (f,v)y,
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On raisonne a nouveau en deux temps.
Etape 1. On considére la (nouvelle) formulation variationnelle & deux espaces

Trouver v’ € YOL tel que (5.17)
VgeQ, bu,q)=(g,9)q
Etudions son caractére bien posé sous les hypotheéses de la proposition
On introduit Iapplication linéaire B € £(Q, V") associée a la forme b définie en (5.15)) :
VgeQ, VW' e Vi, (Bqg,v)v =b(q,v) =b(,q). (5.18)

Par hypotheése la formulation variationnelle (5.14]) est bien posée : B~! existe, et B~ € L(Vjt, Q).

Revenons a (5.17)).

Concernant la condition inf-sup, pour v’ € Vi \ {0}, on observe que :

g o [,

sup ———— > -
sco\0y  lldlle B~
112
(définition (5.18))) = ”711&
IB=1||
_ _ 1
(Bl < B[ lv']lv) > R V'] v

Concernant la condition de solvabilité, soit ¢ € Q tel que b(v',q) = 0 pour tout v/ € V' :
d’aprés , on a immédiatement g = 0.
Ainsi, est bien posée sous les hypothéses de la proposition , et on a caractérisé la
partie de la soution «/ € V- 1 il existe C” > 0 telle que, pour tout g € @Q’, il existe une solution
unique o/, et

[l < C'lgllgr-

Etape 2. On définit f € V" tel quef]
YoeV, (f,oyy = (f,v)y —cl, v),

et on résout maintenant

Trouver (ug,p) € Vo X Q tel que

Vv € %7 C(UJD?U) = <f/7'U>V7

Vo' € Vit clug, ') + b(v', p) = (f,v)y.
C’est exactement la formulation variationnelle résolue pour le cas g = 0, avec la donnée [’ : les
mémes conclusions s’appliquent.

Pour résumer, dans le cas général, on a établi le

9. On a la dépendance continue :

v c(u',v
T [ LA T N L CEL) |
vevrioy  llvllv vevvioy lvllv

< flv + el lgller-
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Théoréme 5.8 (Babuska-Brezzi) Soit a résoudre la formulation variationnelle avec
feVietge . On suppose que la forme c vérifie les conditions , et que la forme b
vérifie la condition inf-sup inversée . Alors, il existe une solution (u,p) € V x Q et une
seule o (5.11]), avec dépendance continue par rapport o | fllv: et ||lgllq -

Pour le modéle de Stokes "généralisé", la constante inf-sup correspondant a ((5.16|) est égale a

/ qdivw dQ‘
inf 0

4€ L2 @O0} et gop N2l [wlio

On l'appelle constante inf-sup de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi. 1’étude de sa valeur en tant

que fonction du domaine ) a fait ’'objet de nombreux travaux, voir [16].

5.2.2 Formulation variationnelle mixte discréte

On introduit (Vj)s et (Qs)s deux suites d’espaces vectoriels de dimensions finies, avec Vs C V/

et Qs C @ pour tout 6 > 0. Pour d donné, la formulation variationnelle mixte discréte s’écrit

Trouver (us,ps) € Vs X Qs tel que
Vs € Vs, c(us, vs) + b(vs, ps) = (f, vs)v, (5.19)
Vs € Q5. b(us, g5) = (9, ¢5)q-

Pour I'approximation des formulations variationnelles mixtes, la difficulté est, qu’en général, on
n’approche pas Vy, le "moyau de b", de facon conforme. En outre, comme on I’a déja constaté
au , la condition inf-sup sur b ne se transmet pas au cadre discret. On introduit donc

un "noyau discret de la forme b" :[[7]
Vos = {vs € Vs tel que b(vs, q5) = 0, Vg5 € Qs}.
On a le résultat suivant, tiré du chapitre II de [I8], qui permet d’estimer l’erreur.

Théoréme 5.9 On suppose que les deux conditions ci-dessous sont vérifiées.

— Coercivité uniforme sur les noyaux discrets :
Jal >0, Vo, Yus € Vis,  |c(vs, vs)| > af||vs]l3. (5.20)

— Condition inf-sup inversée discrete uniforme sur b :

b
EIﬂT > 07 V(;v \V/% € Q57 sup M

> 6" lgslle. (5.21)
vs€Vs\{0} [[vs||v

Alors, pour tout 9, la formulation variationnelle mixte discréte est bien posée.

De plus, on a l’estimation d’erreur

3CT >0, ¥(f,9) € V!xQ', W0, |lu—uslly+lp—psllo < CT(@;ngé lu=vsllv+ inf Ip—aslle)-

10. Précisément, Vs = kerBs ot Bs € L(V5,Qs) est 'application linéaire associée & bjy;x ;-
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On peut en déduire la convergence de l'erreur vers 0 si la propriété d’approximabilité (3.11]) est

vérifiée pour la famille (Vj)s dans V', ainsi que pour la famille (Qs)s dans Q.

Concernant la condition inf-sup inversée discréte uniforme ((5.21)), on a le résultat ci-dessous,

également tiré du chapitre II de [1§], qui énonce une condition abstraite équivalente.

Théoréme 5.10 (Lemme de Fortin) On suppose que b(-,-) vérifie la condition inf-sup inver-
sée ([5.16). Alors, la condition inf-sup inversée discréte uniforme est équivalente a

357 > 0, Vo, Ins € L(V,V;) possédant les propriétés :
voeV, |msvllv < Bollv;
Vv eV, Vgs € Qs,  b(msv,q5) = b(v, gs).

Si on revient aux modéles de Stokes, on considére (V') une suite de sous-espaces discrets de

2

2 (), et on discrétise la formulation

H{(), et (Q);, une suite de sous-espaces discrets de L
variationnelle, exprimée sous forme mixte, dans V' x ()p,. La coercivité uniforme sur les noyaux
discrets est une conséquence directe de la coercivité de la forme ¢ sur H(2) x Hy().
De fagon remarquable (mais est-ce bien surprenant ?), on note que les conditions du lemme
de Fortin sont identiques aux conditions —. Ainsi, on peut reprendre les éléments finis

MINT ou de Taylor-Hood pour définir les espaces discrets.

Exercice : On reprend I'étude de la condition de stabilité pour le modéle de Stokes réalisée
dans le §5.1], lorsque la viscosité v est "petite". On a obtenu a la proposition [5.1]la constante

%min(VZ(Cdiv )2, 1)

> 0.
max (v2v(Caiv )%, Caiv [2 + V2(Caiv )2]V/?)

ag(v) =
En particulier, oy, () se comporte comme %VQ = O(v?) lorsque v — 0.
Montrer que, par un choix approprié¢ des paramétres a, 3,7 dans le cas général (item 3 de
la démonstration de la proposition [5.1)), on peut trouver une constante ay,(r) (strictement

positive!) qui se comporte comme O(r) lorsque v — 0%,




Notes de cours 6

Introduction a la physique des matériaux

électromagnétiques négatifs

Deux domaines de la physique sont en pleine effervescence depuis une dizaine d’années : la
plasmonique qui s’intéresse aux ondes électromagnétiques a la surface de particules métalliques
aux fréquences optiques, et les métamatériaux, qui sont des matériaux artificiels donnant lieu a
des phénomeénes électromagnétiques extraordinaires. Dans ces deux domaines, les phénomeénes
intéressants résultent du changement de signe de la permittivité diélectrique entre le milieu
extérieur d'une part (1'air ou le vide) et le métal ou le métamatériau d’autre part. Ce changement
de signe est responsable d’une perte de coercivité des équations a résoudre, et nous verrons
dans la suite comment y remédier a l'aide des outils qui ont été introduits dans les chapitres
précédents.

Dans ce chapitre, nous rappelons tout d’abord les modéles physiques de Drude et de Drude-
Lorentz qui permettent d’exprimer la permittivité diélectrique € d’'un métal en fonction de la
fréquence. Ces modéles dispersifs permettent d’identifier une plage de fréquences ou la partie
réelle de ¢ est négative. Les modeles de métamatériaux sont ensuite rapidement discutés.

Dans une seconde partie, nous expliquons dans des configurations simples pourquoi un
changement de signe de la permittivité permet d'une part 'existence de plasmons de surface,

et d’autre part le phénomeéne de réfraction négative.

6.1 Les modéles de Drude et Drude-Lorentz

On rappelle que les ondes électromagnétiques sont modélisées par les équations de Maxwell

qui s’écrivent [12]

OH
roté’%—u? —O,

E
I'Ot%—€a —j

73
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ou & et ‘H désignent les champs électrique et magnétique et J la densité de courant. Ce sont
des fonctions de la variable d’espace @ et du temps t. Les coefficients € et p sont la permittivité
dié¢lectrique et la perméabilité magnétique. Ils caractérisent le matériau.

On s’intéresse dans la suite au régime périodique établi de fréquence w > 0, ce qui signifie

que toutes les quantités dépendent du temps de la fagon suivante :
E(x,t) = Re(E(x)e ™), H(x,t) = Re(H(x)e ™) et J(x,t) = Re(J(x)e ™).
On obtient ainsi les équations de Maxwell dites harmoniques :

rot £ = wuH,
rot H = —iweFE + J.

Par abus de langage, on dira encore que E et H sont les champs électrique et magnétique, et
J la densité de courant. Notons que les composantes des champs E, H et J sont a priori a
valeurs complexes. Souvent, le probléme mathématique consiste a trouver E et H qui sont les
inconnues alors que J est une donnée.

Dans les études mathématiques usuelles, on suppose le plus souvent que les coefficients ¢ et
1 sont des constantes strictement positives, ou des fonctions de I'espace, bornées et minorées
par des constantes strictement positives. Les résultats d’analyse mathématique ou d’analyse
numeérique exploitent cette hypothése de positivité. Notre objectif dans ce qui suit est de montrer
que sous certaines hypothéses physiques, il peut étre pertinent de considérer des coefficients

négatifs.

Construction du modéle de Drude-Lorentz Les explications ci-dessous sont largement
inspirées du cours de Raphaél Grandin de I'Institut de Physique du Globe de Paris.

Dans le vide, € et pu sont des constantes strictement positives que 'on note généralement
€0 et po. Dans un milieu différent du vide, une onde électromagnétique modifie elle-méme le
milieu dans lequel elle se propage, en mettant en mouvement les charges présentes. Cela produit
ce qu’on appelle la polarisation et 'aimantation. Pour décrire correctement ces phénomeénes,
il faudrait une théorie quantique, mais on peut raisonnablement se contenter d’une théorie
qualitative, obtenue a 'aide de principes classiques.

Les modéles que nous allons décrire sont dis & Paul Drude, physicien allemand (1863-1906),
et Hendrik Antoon Lorentz, physicien hollandais (1853-1926).

On considére que les noyaux des atomes sont fixes alors que les électrons de masse m et de
charge (—e) sont mobiles. Ces électrons subissent :

— la force de Lorentz due a la présence du champ électromagnétique,

— une force de frottement causée par les collisions avec ’environnement,

— une force de rappel, provoquée par I'interaction avec les noyaux.

Si U désigne la position d’un électron, son mouvement est donc décrit par une équation du type

suivant :

d*u au au
mﬁ——e(g—i-g/\u?{)—mva—lﬂ/{


http://www.ipgp.fr/~grandin/Raphael_Grandin_personal_web_page/Teaching_files/4_milieux.pdf
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ol v et K sont des constantes positives. Si on néglige la partie de la force de Lorentz due au
champ magnétique, alors U est paralléle au champ électrique €. En régime périodique établi de

fréquence w, le mouvement des électrons est lui-méme harmonique en temps
U(t) = Re(ue ™)

et Pon obtient finalement la relation suivante entre le mouvement d’un électron autour d’une

position @ et le champ électrique en x :

_e
J— m
v= Wi — w? — w B
0 Y
ol 'on a posé
K
Wy = —_—.
m

On va tenir compte maintenant du fait que le milieu contient une densité volumique N d’élec-

trons. Ces électrons par leur mouvement créent un courant de densité

J = —Ne%, soit J = wNeuw.

On en déduit que le courant créé par le champ électrique faisant se déplacer les électrons est
lui-méme proportionnel au champ électrique puisque l'on a :
—iwNE

m

2 2 _ v
wh — w* — wy

J =0F avec 0 =

Ce courant devient alors une source dans les équations de Maxwell puisqu’on rappelle que (dans
le vide)
rot H = —iweoE + J.

En injectant I'expression de J dans cette équation, on obtient finalement une équation du type
rot H = —iweFE

ou

avec
, Neé?

meg

Cette pulsation wp est appelée la pulsation plasma (d’ou le P).

Commentons le modéle obtenu.
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— On remarque tout d’abord que la permittivité diélectrique du matériau, contrairement
a celle du vide, dépend de la pulsation w (et donc de la fréquence w/27m). On dit que le
matériau est dispersif.

— Lorsque v > 0, et donc Im(g) > 0, les collisions engendrent des pertes énergétiques dans
le matériau (on parle d’effet Joule dans un métal). On dit alors que le matériau est
dissipatif.

— Le choix des paramétres wy et v permet de différencier les matériaux. Ainsi par exemple,
on considére que dans un métal conducteur, les électrons se déplacent librement de sorte
que l'on peut supposer que K = wy = 0. On obtient ainsi le modele dit de Drude.
Au contraire, dans un diélectrique, les électrons bougent peu de sorte que les effets de
friction peuvent étre négligés et on suppose donc que v = 0. On obtient ainsi le modéle
dit de Lorentz. Autrement dit, un diélectrique n’est pas dissipatif.

— Dans le cas général ol wy et v ne sont pas nuls, on parle de modéle de Drude-Lorentz.

Nous allons revenir plus en détails sur le cas des métaux.

Le cas des métaux Comme on 'a dit plus haut, la permittivité d’un métal peut étre mo-

délisée en tant que fonction de w par le modéle de Drude suivant

avec v > 0. On a donc :

2 2

w Wy
Re(e) =¢o (1 — —L— ), Im(e) =gp——"—r.
=a (1) mE =gy
Les deux courbes correspondantes sont représentées sur la figure [6.1] Classiquement, en élec-
tronique, les métaux sont exploités a basse fréquence, la o la partie imaginaire de € domine.

C’est le classique effet Joule. Si w est petit devant ~, on utilise I’approximation suivante de &

2
w o
5:50(1—,—P) =¢gg+i—
Wy w

sous la forme :

ou la conductivité o est réelle. Ce qui est plus original et a été permis par des avancées ex-
périmentales récentes, c’est d’exploiter le métal & plus faute fréquences, dans le domaine des
fréquences optiques. Plus précisément, la plasmonique correspond & une plage de fréquences
telles que w est inférieur & wp mais grand devant v, de sorte que € a une partie réelle néga-
tive et une partie imaginaire négligeable. Ceci est possible pour les métaux rares tels que l'or
et Pargent. Par exemple pour 'argent, on a v ~ 0,113PHz et wp = 13,3PHz (PHz signifie
pétahertz, soit 10'° Hz). La longueur d’onde associé a la pulsation wp est Ap ~ 142nm. Cette
longueur d’onde se trouve dans I'ultraviolet, juste en-dessous des longueurs d’onde du domaine

visible.
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Re(e)

FIGURE 6.1 — Parties réelles et imaginaires de la permittivité d'un métal en fonction de la

fréquence

On peut dans ce cas utiliser 'approximation suivante, que 1’on appelle modéle de Drude

) -

Les métamatériaux Nous avons vu qu’il était raisonnable dans certaines conditions de

non dissipatif :

considérer qu'un métal a une permittivité réelle négative. Une question naturelle, étant donnée
la symétrie apparente des équations de Maxwell, est la suivante : existe-t-il des matériaux dont
la perméabilité magnétique p est réelle négative? A premiére vue, cela semble impossible car
il n’existe pas de charges magnétiques ponctuelles comparables aux charges électriques que
sont les électrons. Idéalement, on souhaiterait méme trouver des matériaux ou a la fois € et
p sont réels et négatifs. En effet, il a été montré théoriquement [22] que cela donnerait lieu
a des phénoménes extraordinaires comme la réfraction négative, et permettrait par exemple
de réaliser de fagon simple des lentilles parfaites [21]. L’idée a été de concevoir des matériaux
micro-structurés, qui puissent étre modélisés lorsque la longueur d’onde est grande devant
la taille des micro-structures, comme des matériaux avec constantes effectives € et p réelles
négatives. Ceci a été en effet réalisé dans le domaine des micro-ondes en assemblant de petits
résonateurs. Aujourd’hui, de nombreux physiciens proposent de nouvelles idées pour réaliser des
matériaux étranges. Les mathématiciens quant & eux s’intéressent a la justification du processus
d’homogénéisation [7]. Signalons finalement que pour respecter les grands principes physiques

tels que la causalité, € et u doivent étre de la forme suivante (ou d’une forme similaire avec



78 (©A.-S. Bonnet-Ben Dhia, P. Ciarlet 2024

plusieurs poles) :

1 Q% t 1 Q%{
e=c¢ — et u= -
0 w? — w4 +iwyE o= Ho w? — w4 + iwyy

avec Yg/g > 0.

6.2 Deux effets du changement de signe des constantes

électromagnétiques

6.2.1 Les plasmons de surface

Considérons un métal dont la permittivité est notée &,, (m pour métal) et qui occupe le
demi-espace x5 < 0. On suppose que le demi-espace x5 > 0 est vide. Un plasmon de surface est
une onde ¢électromagnétique qui se propage parallélement a la surface, soit par exemple dans la
direction x1, et qui est confinée au voisinage de la surface x5 = 0. Cela nous conduit en particu-
lier & rechercher des solutions des équations de Maxwell (sans terme source J) indépendantes
de x3. Or il est bien connu (et facile a vérifier) que les équations de Maxwell se découplent alors
en deux sous-systémes correspondant respectivement aux ondes Transverse Electriques (telles
que Hy = Hy = F3 = 0) et aux ondes Transverses Magnétiques (telles que £y = Ey = Hy = 0).

Le plasmon est une onde Transverse Magnétique, donc nous allons nous concentrer sur ce cas.

_

€0, Ho
7 /\ -> T

Em, Mo

T2
8
|
|
|
|
|

FIGURE 6.2 — Configuration géométrique pour I’étude du plasmon de surface

On peut montrer que le couple (E, H) donné par

0 1 82u
we
U 0

est solution des équations de Maxwell (avec J = 0) si et seulement si la fonction scalaire u
vérifie I’équation

1
div (gvu) + w?pu = 0. (6.3)
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Ici p est constante, égale & pig, et € est une fonction de x5 (et de w) telle que

() em(w) sixg <0,
€T =
2 €0 si xy > 0.

Dire que l'on cherche un onde guidée par la surface revient alors a chercher u de la forme
suivante
w(zy, 29) = (xy)e™, avec 4 € L*(R) et 3 € R. (6.4)

La condition 4 € L?(R) va imposer le confinement. Si on réintroduit la dépendance temporelle

qui avait été éliminée dans les équations, on fait apparaitre le terme

ei(ﬂzl —wt)

qui correspond & une propagation dans la direction x; (siw, § > 0) a la vitesse w/S. En injectant
la forme ((6.4)) dans ’équation (6.3]), on obtient I’équation différentielle suivante portant sur u :
—3? . d ( 1 du

—_— 2 7 f—
€($2)d$2> + w o =0

5(1‘2)u dCL’Q

qui doit étre vérifiée, au sens des distributions, sur R. Cela signifie que u doit vérifier d’une

part ces équations différentielles a coefficients constants de part de d’autre de zo =0 :

2a . .
—— + (Weopo — ) =0 sixzy >0,
dzs

d*

—Z%—(w Emilo — ) =0 sizy <0,
dzs

et d’autre part, les relations de continuité suivantes en x5 = 0 :
Y

a(07) = a(0*) et 9L oy = L9 vy,

= 6.5
Em Ao g0 dxo (65)

On remarque que si €, est négatif, la dérivée de u change de signe de part et d’autre de 0, et
c’est ce qui va permettre a u de décroitre de part et d’autre de l'interface. Plus précisément,
pour que la condition @& € L*(R) soit satisfaite (avec @) non identiquement nul), il est nécessaire

que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

weopo — 5% =1 =75 <0,
(6.6)
Wrepmpo — B2 =1 —2 < 0.

Si c’est le cas, en choisissant g et 7, strictement positifs, on trouve que u est nécessairement

de la forme suivante :
Ape 072 gl 1y > 0,
i(zg) =
Ape™*? sixg <0,
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ou Ag et A, sont des constantes complexes a déterminer. En injectant la forme ci-dessus dans
les conditions de continuité (6.5)), on obtient un systéme linéaire homogéne de deux équations

a deux inconnues en (Ag, A,,) :

Ay = A,
—EAO _ m - (6.7)
o Em

qui n’a des solutions non triviales que si

_Jo _ Om
€0 Em
On voit immédiatement que ceci n’est possible que si ¢, est négatif. On comprend donc pour-
quoi la plasmonique ne s’est développée que lorsqu’on a pu observer la surface du métal aux
fréquences optiques, et donc dans une gamme de fréquences ol la permittivité diélectrique du
métal est (approximativement) réelle et négative.
Si €, < 0, en injectant I'expression de 7y et v, dans la relation ci-dessus, on obtient

finalement la relation de dispersion suivante, qui nous donne le carré de la vitesse de I'onde en

w21 (1 1>
= =4+ —), 6.8
B% o\ Em (6:8)

et qui fournit une seconde condition d’existence des plasmons de surface. En effet, on voit que
le terme de droite de 'égalité doit étre positif, et donc que 'on doit avoir &, + &9 < 0.

fonction des coefficients du milieu :

Remarque 6.1 Pour aller plus loin, on doit préciser la relation qui donne €, en fonction de
w. St l’on adopte le modéle de Drude non dissipatif (6.1)), on trouve que la condition ,,+c¢ < 0

se traduit en fréquence par la condition w < wgp ou

wp
wsp = E

(SP pour Surface Plasmon). On peut ensuite représenter 3 en fonction de w comme sur la
figure [6.3. On observe une asymptote en wsp, qui se traduit par le fait que la longueur d’onde
du plasmon de surface tend vers 0 lorsque w tend vers wgp. C’est aussi un phénomeéne tres
inhabituel de pouvoir générer de toutes petites longueurs d’onde sans augmenter la fréquence.

On peut alors envisager d’imager de tres petits objets.

6.2.2 La réfraction négative

Nous allons maintenant expliquer pourquoi on peut observer un phénoméne de réfraction
négative a 'interface entre un diélectrique (ou du vide) et un métamatériau. On va a nouveau
considérer une expérience ou la géométrie et le champ électromagnétique sont indépendants de
la variable x3. Plus précisément, on considére cette fois que le demi-espace x5 < 0 est vide et

que le demi-espace xo > 0 est occupé par un métamatériau tel que (& la fréquence considérée)
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I il

FIGURE 6.3 — Courbe de dispersion du plasmon de surface pour le modéle de Drude non

dissipatif

sa permittivité &, (m pour métamatériau) et sa perméabilité magnétique p,, sont toutes deux
des réels négatifs. On se souviendra le moment venu que 'on a négligé les effets de dissipation,
qui se manifesteraient par une partie imaginaire de ¢, et/ou de p,, strictement positive.

Tout comme dans le paragraphe précédent, on peut alors se restreindre au calcul d’ondes
Transverses Magnétiques de la forme ou u est une fonction scalaire & valeurs complexes
satisfaisant . Contrairement au paragraphe précédent, nous nous intéressons ici a 'effet
de l'interface sur des ondes planes qui se propagent dans une direction non paralléle a celle-ci.

Ainsi par exemple, dans le vide, une onde plane correspond a une solution u de la forme
;1.0 0
u(xy, ) = Age! i thars)

avec Ay une amplitude complexe et (k?, k9) un vecteur d’onde de composantes réelles, qui donne
la direction de propagation de I'onde. Pour qu’une telle fonction satisfasse (6.3]) dans le vide, il

faut et il suffit que la relation de dispersion suivante soit vérifiée :
(k9)? + (k3)* = wcopto- (6.9)

Une onde qui se propage vers l'interface doit avoir une composante k9 positive.

Dans le métamatériau, on peut également calculer des ondes planes. On a cette fois
u(wy, T9) = A, et R m kg )

avec A,, une amplitude complexe et (k}", k5") un vecteur d’onde de composantes réelles vérifiant
la relation de dispersion
()2 + (k5)? = w’epmfim. (6.10)

A ce niveau, le fait que ¢, et u,, soient négatifs ne semblent pas avoir d’importance puisque

c’est leur produit, qui est lui positif, qui apparait dans la relation de dispersion.
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Classiquement, I’étude de la réfraction par une interface plane consiste a calculer les solutions

u du probléme global, dans tout le plan, de la forme

( ) ei(k(l’x1+kgl‘2) + Rei(k?xlfkgm) pour x5 < 0,
U\xr1,x == .
1,2 Tek etk e2) pour 24 > 0,

avec ky > 0. Dans le vide, la solution est la somme d’une onde qui se propage vers l'interface
(appelée onde incidente) et d’une onde réfléchie. Dans le métamatériau, la solution correspond
a l'onde transmise. Les coefficients R et 1" sont des nombres complexes appelés coefficients de
réflexion et de transmission. La fonction u ci-dessus vérifie les équations souhaitées de part et
d’autre de l'interface dés lors que les relations de dispersion et (6.10]) sont satisfaites. Pour
que I’équation soit globalement vérifiée, il faut en plus assurer les conditions de raccord a

I'interface qui s’écrivent :

1 Ou 1 Ou
w(z1,07) = u(x,07) et —=—(2,,07) = —=——(21,0"), Va; € R.
(1,07) = i, 0) ot~ (01,07) =~ (1, 07), Ve
Ceci n’est possible que si k¥ = kT, que nous pouvons noter k; dans la suite et choisir, sans

perte de généralité tel que &y > 0. Les conditions de transmission conduisent alors au systéme
linéaire suivant, pour les coefficients R et T :
1+R=T N . kg%e’fo

ol v = .
1-R=vT kSem

(6.11)

On vérifie que ce systéme est solvable si et seulement si v # —1.

Tous ces calculs sont trés classiques lorsque 1’on s’intéresse a une interface entre deux maté-
riaux positifs (c’est-a-dire & constantes ¢ et u positives). Le phénoméne de réfraction correspond
au changement de direction de 'onde, entre 'onde incidente et ’onde transmise. L’onde inci-
dente a pour direction le vecteur (ky,k9) avec k; > 0 et kI > 0. Dans un matériau positif,
I'onde transmise quant a elle a pour direction le vecteur (ki,k%"), ot l'on a choisi k7" > 0
puisque l'onde transmise s’éloigne de l'interface. Ces deux vecteurs (ki, k9) et (ki, k5") ont leur
deuxiéme composante ko positive : on parle de réfraction positive.

Dans le cas d'un matériau négatif, on observe une réfraction négative. Comment cela est-il
possible 7 On peut remarquer que dans la relation , étant donné k" = ky, il existe deux
valeurs possibles de £J' opposées l'une de ’autre. Et nous allons expliquer pourquoi dans le cas
d’un matériau négatif, il faut choisir £5* négatif. Une fagon de s’en convaincre est, comme on l'a
annoncé au début du paragraphe, de réintroduire une faible dissipation dans le métamatériau.
Autrement dit, on suppose par exemple que la permittivité est égale a ¢, + id,, avec d,, > 0

un parametre que 'on va faire tendre vers 0. La relation de dispersion s’écrit alors
k2 4 (K5)? = w?(em + i0m) than-

Etant donné k;, cette équation en k5 admet deux solutions complexes opposées I'une de 'autre :

i\/wQ(em + 10 ) . — K3
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La solution physiquement acceptable est celle qui conduit & un champ exponentiellement
décroissant loin de l'interface (et non exponentiellement croissant). Autrement dit, on veut
Im(k%3*) > 0. On vérifie aisément, en remarquant que le nombre sous la racine a une partie
réelle positive et une partie imaginaire négative, que ceci entraine Re(k3") < 0, et donne a la
limite d,, = 0 une valeur négative de k' comme on l'avait annoncé.

Ceci est surprenant : comment une onde qui s’éloigne de 'interface peut-elle avoir un vecteur
d’onde qui pointe vers I'interface ? L’explication est que dans le métamatériau, une onde plane
a une vitesse de phase opposée a sa vitesse de groupe. Autrement dit, elle se déplace comme
Michael Jackson avec sa moon-walk, et avance en reculant. Donc I'onde transmise se déplace en
réalité dans la direction (—kp, —k%"). Elle s’éloigne bien de I'interface mais a changé de direction
parallélement & I'interface, c’est la réfraction négative.

Pour conclure, on peut noter que dans le cas idéal ol €, = —e&g et i, = —pg, k' = —k9
et le coefficient v qui apparait dans le systéme ((6.11]) est égal a 1. La transmission est parfaite

dans ce cas et la réflexion nulle.



Notes de cours 7

Etude des problémes de transmission avec

changement de signe : premiers résultats

Nous avons vu au chapitre précédent qu’il pouvait étre pertinent et intéressant de considérer
des problémes d’électromagnétisme ol les coefficients € et /ou p changent de signe dans le milieu.
Dans ce chapitre et le suivant, nous allons nous intéresser a un probléme modéle tres simple de
ce type, faisant intervenir un coefficient variable noté o qui change de signe (mais sans s’annuler)
dans le domaine. Ce probléme écrit sous forme faible fait intervenir une forme bilinéaire qui
n’est pas coercive, a cause du changement de signe de 0. L’objet de ce chapitre est de montrer a
'aide de la T-coercivité que, sous certaines conditions sur les coefficients et /ou sur la géométrie,
le probléme est bien posé. On verra aussi briévement comment assurer la convergence d’une

méthode de discrétisation.

7.1 Description du probléme de transmission

On note € un ouvert borné de R?, ot d > 1 (en pratique on s’intéressera aux cas d = 2 et
d = 3). On suppose qu’il existe une interface ¥ (une courbe si d = 2 et une surface si d = 3)
telle que 2 = X UQ; Uy, ou Q) et 5 sont deux ouverts disjoints tels que 92; NIy = 3. On
suppose enfin que 2, £2; et 2, ont chacun une frontiere lipschitzienne, et on note I'; = 9§2;N OS2,
j = 1,2 (on peut avoir I'y = () ou I'y = ), voir 'exemple de droite de la figure [7.1] pour lequel

I's = (}). On introduit alors o une fonction telle que

1
o€ L>(Q) et ~€ L>(§2), avec o(x) >0 p.p. ¢ € Q et o(x) <0 p.p. € Qo, (7.1)
(7.2)
et on pose
a(v,w) = / oVv-VwdQ et (l(w)= / fwdQ. (7.3)
Q Q

84
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NA

FIGURE 7.1 — Exemples de domaines considérés

On cherche alors a résoudre, pour f € L?(Q), le probléme suivant :

(P) Trouver u € H} () tel que
Vw € HY(Q), a(u,w) = l(w).

Le probléme (P) peut étre reformulé de fagon équivalente :

Trouver u € H}(Q) tel que
—div (cVu) = f dans Q

ou I'équation aux dérivées partielles peut s’écrire

et est a prendre au sens des distributions.

Compte tenu des hypothéses sur la fonction o, la forme bilinéaire a(-,-) n’est pas coer-
cive. En effet, on peut trouver une fonction u™ € H}(Q2) et une fonction u= € H () telles
que a(ut,ut) > 0 et alu™,u”) < 0.E| Il suffit alors de remarquer que la fonction ¢
a(tu™ 4+ (1 — t)u,tu™ 4+ (1 — t)u~) qui est continue s’annule nécessairement pour une va-
leur de ¢ entre 0 et 1. Autrement dit, il existe u € HJ (), u # 0, tel que a(u,u) = 0.

Dans la suite, pour v € L*(Q2), on note v; = vjg, pour j = 1,2.

On s’intéressera plus particuliérement au cas ot o est une fonction constante par morceaux,
telle que
o(x)=0; pp xeQyj=12. (7.4)

D’aprés ([7.1]), on a dans ce cas 01 > 0 et 03 < 0, et on appelle k, = g3/01 < 0 le contraste.

1. C’est évident si o est une fonction localement continue au voisinage d’un point ou elle prend une valeur
strictement positive et au voisinage d’un point ol elle prend une valeur strictement négative, mais c’est également
vrai dans le cas général (en considérant des points de Lebesgue de la fonction).
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Exercice : Sous I'hypothése ([7.4), montrer que le couple (uq,uy) vérifie

—Auj = S dans Q;,5 = 1,2,
gj
uj=0sur I';,j =1,2,

(7.5)
Uy = Ug SUT 23,
811/1 (9?,62 >
01—=—— = 09— sur
lanz 28712 ’

ot 9/0ny, désigne la dérivée normale sur ¥, la normale ny, étant orientée par exemple de )y

vers ).

Observons que la derniére équation de ([7.5)) peut se réécrire comme suit

_8u1 =K % sur 2
8712 n U(’?ng .

Toute la difficulté vient du fait que k., est négatif.

7.2 La T-coercivité

La forme bilinéaire a(-,-) n’étant pas coercive, nous ne pouvons pas espérer montrer le
caractére bien posé du probléme (P) a I'aide du théoréme de Lax-Migram. Nous allons utiliser
le concept de T-coercivité, déja introduite dans le §2.3.4L On rappelle les résultats principaux
ci-dessous.

Définition 7.1 Soit V' un espace de Hilbert et a(-,-) une forme bilinéaire continue de V x V
(dans R ou C). On dit que la forme bilinéaire a(-,-) est T-coercive sur V s’il existe T € L(V)

bijective telle que la forme bilinéaire (v, w) +— a(v, Tw) est coercive sur V.

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 7.2 Soit V' un espace de Hilbert, a(-,-) une forme bilinéaire continue sur V-x V
et { une forme linéaire continue sur V. On suppose de plus que la forme bilinéaire a(-,-) est

T-coercive sur V. Alors le probléme

{ Trouver u € V' tel que (7.6)

VweV, a(u,w) = l(w),
est bien posé.

Démonstration : La preuve est immédiate. En effet, le probléeme (7.6]) est équivalent au probléme

suivant
{ Trouver u € V' tel que

Yo eV, a(u,Tv) =4(Tv),
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qui est bien posé d’aprés le théoréme de Lax-Milgram. [ |

Supposons qu’on soit dans le cadre du théoréme précédent. Que peut-on en déduire concernant

I’approximation du probléme ? La situation favorable est décrite dans le théoréme suivant :

Théoréme 7.3 Sous les hypotheéses du théoreme[7.4, on note Vi, un sous-espace de dimension
finie de V' tel que

(V) C Vi (7.7)

Alors le probléeme approché

Trouver uy, € Vj, tel que (7.8)
th € Vh, a(uh, ’LUh) = E(wh), .
est bien posé, et il existe une constante C' > 0, indépendante du choix de Vj, telle que
lu—up|ly < C inf |ju—wvplv (7.9)
v EVR

ot u désigne la solution du probleme (7.6) et uy, celle du probléeme ([7.8]).

Démonstration : On peut tout d’abord remarquer que nécessairement T(V}) = V},, puisque T est

bijective. Par conséquent, le probléme suivant est équivalent a ([7.8)) :

{ Trouver uy, € V3 tel que (7.10)

Yop, € Vi, a(up, Tup) = £(Tup,).

Il suffit alors de raisonner comme dans la démonstration du lemme de Céa (théoréme jon a

aup, T(up —vp)) =0 Vo, € Vp,
d’ou

a(u —up, T(u —up)) = alu — up, T(u — vp)).
On en déduit que pour tout vy € Vj,
allu—un} < Jo(u T — )| = s — wun, Tt — )| < Nl 1T — ol s — enlv

ot a > 0 est la constante de T-coercivité. Le résultat s’en déduit avec C' = |||a||| |||T]||/c. [ ]

L’objectif dans la suite du chapitre est de construire des applications linéaires continues T telles
que la forme bilinéaire a(-,-) définie en soit T-coercive. Une remarque fondamentale est
que T n’est pas unique. D’une part, il est clair que si T convient, alors AT convient également
pour tout A # 0 (avec || la constante de T-coercivité). D’autre part, on va proposer dans la

suite plusieurs catégories possibles d’applications T.
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7.3 Le cas des contrastes grands ou petits

On cherche donc T € L(H}(€)) bijective pour laquelle

Ja >0 tel que Yu € Hy(Q)

/UVU - V(Tu) dQ‘ > g/ |Vul? . (7.11)
Q 0

On remarque qu’on a utilisé ici le fait que la semi-norme |- |; o est une norme sur Hj () grace
a I'inégalité de Poincaré.

On se place sous I'hypothése , c’est-a~dire que o prend deux valeurs constantes de
signes opposés de part et d’autre de Y. La difficulté venant du changement de signe de o, on
souhaiterait que 'application T combatte en quelque sorte ce changement de signe. Un choix
tentant serait de poser Tu = wu 1a ol ¢ est positif, et Tu = —u 14 ou o est négatif. Mais
malheureusement, ceci n’est pas possible puisque Tu ainsi défini n’appartient pas en général
a H'(Q). En effet, si u ne s’annule pas sur l'interface X, alors Tu construit ainsi aurait un
saut de trace a travers X, égal a 2u. L’idée est alors de corriger cette définition pour rétablir
'appartenance de Tu a H'(Q) (et & H}(Q)).

On notera dans la suite pour j = 1,2

Hyr (Q5) = {v; € H' () tel que v, =0} .

J

Notons que, si I'; = 0, alors Hol,Fj(Qj) = H'(y). Si T; # 0, les fonctions de H&Fj(Qj), qui
s’annulent par définition sur I';, ne s’annulent pas, en général, sur X. Enfin, on peut vérifier
que Von a Végalité Hyr () = {v € L*(Q;) tel que 30 € Hi(Q), v = Tjo, }-

Lemme 7.4 Soit R une application linéaire continue de Hyp () dans Hyp, () telle que
Vuy € Hop, () (Rur)ls = (w)ls (7.12)

Alors T défini pour tout u € HY () par

dans Q)
Tu={ " ans=a (7.13)
—ug + 2Ruy;  dans Qs

appartient o L(H}(Q)), et vérifie
(ToT)u=u Yu€ Hy(9).
C’est donc en particulier une application bijective.

Démonstration : On peut vérifier que les traces de Tu de part et d’autre de X coincident bien
puisqu’on a sur X :

up = —ug + 2Ru; = —uy + 2uq,
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o 'on a utilisé ((7.12) et la continuité de u & travers ¥ (voir le théoréme [1.36)). Il est alors facile de
vérifier que Tu € Hg(Q). La continuité de T résulte ensuite de la continuité de R. Enfin, un calcul simple

montre que

Uy dans €21
(ToT)u =
—(Tu)2 + 2Ru; = —(—ug + 2Ru;) + 2Ru; = ug  dans 9

et on a bien (T o T)u = v comme annonce. u
Remarque 7.5 Il existe de nombreuses applications R remplissant les conditions du lemme.

On peut penser par exemple au relévement harmonique, qui consiste a poser Ru = ¢ ot ¢ est

['unique solution du probléme suivant :
Ap=0dans Qy, ¢=0surly et ¢ =uy sur.

Nous allons maintenant chercher a voir sous quelles conditions a(-,-) est T-coercive, pour une

application T de la forme ((7.13)).

Théoréme 7.6 On suppose qu’il existe R € L(Hyp, (1), Hyr,(Q)), vérifiant (7.12), et telle
que pour une constante C' >0, on a :

/ ]V(Rul)\de S C ‘VU1‘2dQ, Vu1 < H(%Fl(Ql)' (714)
QQ Q1 7
Alors la forme bilinéaire

a : (v,w)H/onwdeQ
0

est T-coercive sur H}(Q) dés que le contraste k, = 09/0; vérifie

1
Ko > — e (7.15)
ou l'on a posé
\// 1V (Ruy)[2 4O
IRI= sup = .

'LL1€H(%,F1 (921),u1#£0

/ V|2 dO
1951

Remarque 7.7 Lorsque T'y # () et T'y # 0 (voir la figure a gauche), alors (7.14]) équivaut
a la continuité de R. En effet, on a a la fois une inégalité de Poincaré sur 2y et sur 2o ; par
conséquent la semi-norme | - |1q, est équivalente a la norme || - ||gq,) dans Hyp (1), et il
en est de méme dans Hg ., (Q2). Dans ce cas et avec ce choix de norme, ||R| est donc égal au

module de continuité ||R|||. Dans la situation ot soit T'y est vide, soit T'y est vide (voir la figure
m a droite), on renvoie a l'exercice page .
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Démonstration : Prenons u € H}(Q) et calculons a(u, Tu). Par définition, on a
a(u,Tu) = oy / Vui|?dQ + o2 | Vug - (—Vug + 2V (Ruy)) dQ.
Ql QZ

On en déduit en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les propriétés de o que

a(wT0) > [ rauwdﬂ—zrm\/ / rw2|2dﬂ\/ | Va0
Q Qo Q2

qui implique, par définition de |[R|| :

a(u,Tu)z/ |J\|Vu]2dQ—2|02]HRH\// |Vu2|2dQ\// [Vuq |2 dS2.
Q Qo (951

L’inégalité de Young nous dit alors que pour tout 4 > 0, on a

1
2\// | Vg |2 dQ\// Vu[2dQ <6 | |Vue?dQ+ = [ |Vuy|?dQ.
Qo [ Qo 0 951

En combinant les deux derniéres inégalités, on trouve que pour tout § > 0, on a

1
ofu.0) 2 (01~ loallRl ) [ 1V a2+ fool(1 = IR [ [Tuafa
Ql QZ

ce qui prouve la T-coercivité a condition que

R 1
oallR] 5 1
o IR

d’otl le résultat. [

Nous venons de montrer que si le contraste est assez petit en valeur absolue, bien qu'’il soit
négatif, la forme bilinéaire a(-,-) est T-coercive, de sorte que le probléme de transmission (P)
est bien posé. Dans notre approche, nous avons choisi d’introduire le terme correctif Ru; dans
la définition de Tu sur 2. Mais on peut sans rien changer au probléme multiplier o et f

par —1, ce qui revient & inverser les roles de €; et ;. Cela nous conduit a considérer R €
L(Hyr, (), Hyp, (), vérifiant

\V/UQ < Hé’FQ(QQ) (RU2)|E = (Ug)’g, (716)

et T € L(H}(Q)) définie pour tout u € H}(Q) par

Tu — { u; — 2Rup  dans (7.17)

—U9 dans QQ

On montre ainsi exactement de la méme fagon que le probléme (P) est bien posé pour des
contrastes assez grands en valeur absolue, & condition d’avoir également une condition de Diri-
chlet sur une partie du bord de €5 (ce qui est vrai pour le domaine de gauche mais ne I'est pas

pour le domaine de droite de la figure [7.1]). Tout ceci est résumé dans le théoréme suivant.
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Théoréme 7.8 Soient Rio € L(Hjp (), Hip,(Q2)), Rost € L(Hjp, (), Hyp, (1)) telles
que

Vuy € Hyp, (), Yuz € Hyp,(Q2)  (Risow)]s = ()]s et Rewa)|s = (uo)ls,  (7.18)

et telles que pour une constante C' > 0 :

|V (Ri_ouy)|? dQ2 < 0/ [Vui[?dS),  Vuy € Hyp, (),
h (7.19)

|V(R2_>1U2)‘2 dQ) S C |VU2‘2 dQ, VUQ c H&,F2 (Qg)
Ql QQ

Qo

Alors la forme bilinéaire

a : (v,w)H/aVv-deQ
Q

est T-coercive sur H () dés que le contraste k, vérifie

o # |~ lracall, -] (7.20)

EE

ot l'on a posé

\/ ‘V(Rl_)zul)|2 dS)
Qo

[Rise|l = _Sup , et
w€Ho p, ()70 / |Vu1\2dQ
1951
\// ‘V(R2_>1U2)|2dﬂ
1951
[Real = _Sup .
N
Qo

Sous cette condition, le probléme de transmission (P) est bien posé.

Exercice : On se place dans le domaine de droite de la figure [7.I Montrer qu’il n’existe pas
d’application lin¢aire Ry_,; de Hjp,(Q) dans Hgp (€) vérifiant (7.16)), et telle que

3C >0, Vuy € H(%,FQ(QQ)a [V(Roou2) P < O | [Vuo|* dQ.

Q1 Q2

Pour cela, on considérera us constant dans 2.
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Pour le domaine situé a droite sur la figure [7.I} on ne peut donc pas appliquer la démarche
proposée au théoreme pour démontrer que le probléme est bien posé pour un contraste assez
proche de 0. Néanmoins le résultat demeure vrai et peut se démontrer par une construction
légérement différente de I'application T.

Notons finalement que dans le cas ol ¢ est une fonction variable dans chaque sous-domaine,

on peut montrer que le probléme (P) est bien posé dés lors que

sup |oz(x inf

= Al A
. 2517
inf oy(x) |IR1—2]|? sup o1 (x) -

r€N €N



Notes de cours 8

Etude des problémes de transmission avec

changement de signe : compléments

Le premier objectif de ce chapitre est de préciser le résultat obtenu au chapitre [7] pour
certaines configurations géométriques simples. On cherche en particulier a déterminer toutes
les valeurs possibles du contraste conduisant a un probléme bien posé. On montre également
comment généraliser la notion de T-coercivité, pour traiter les problémes bien posés au sens de
'alternative de Fredholm. On repart pour cela du probléme (P), sous les hypothéses —,

avec un coefficient o constant par morceaux (7.4). On note k, = 09/01 < 0 le contraste.

8.1 Le cas des domaines symétriques

On va considérer dans ce paragraphe le cas particulier ou le domaine €2 est symétrique par
rapport a l'interface . Pour fixer les idées, on note & = (x,y, 2) si on est dans R® et = (z,y)

si on est dans R?, et on suppose que X est contenu dans I’hyperplan # = 0. On note alors S

Q|

FIGURE 8.1 — Exemple de domaine symétrique

I’application qui & @ associe son symétrique par rapport a 'axe x = 0. Autrement dit,
S(z,y,2) = (—x,y,2) en 3D, et S(z,y) = (—z,y) en 2D.
On démontre alors le résultat suivant.

Théoréme 8.1 Supposons que S(€1) = Q. Alors le probléme (P) est bien posé si et seulement

si le contraste Kk, est différent de —1.

93
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Démonstration :
Etape 1 : supposons que K, # —1 et montrons que le probléme (P) est bien posé. D’aprés le
théoréme @, il suffit de construire des applications Ri_,o et Ro_,; de normes égales a 1. Or ceci est

réalisé de facon trés simple en posant
Ri_ou; =u10S et Royqug = ug o S.

En effet, d'une part la condition (7.18) est bien vérifiée puisque pour & € 3, Sx = x. D’autre part,

par exemple en 2D :

/Q2|V(u105)|2d9 = /Q2 (—%1;1(—:1:,3/))2 <éj;;1(—x,y)>2] dady

IR

Etape 2 : il reste & montrer que le probléme (P) est mal posé quand k, = —1. Pour cela, il suffit de
remarquer que dans ce cas, le probléme admet un noyau de dimension infinie. Autrement dit, lorsque
f =0, (P) admet un espace de solutions de dimension infinie. D’aprés (7.5]), un élément du noyau est

une fonction u telle que (u1,uz) est solution du probléme suivant

—Auj =0 dans 2,5 = 1,2,
uj =0surI';,j =1,2,

U] = Uy Sur X, (8.1)
8U1 (3u2

el R N

Oz Oz Sut 2

puisque la normale & > est orientée selon x.

Notons Vg I'espace des traces des fonctions de Hi () sur ¥ (qui est de dimension infinie) :
Vs, = {X € L*(2) tel que Ju € H(Q), A= ups } -

Alors pour tout ¢ € Vi, il existe un unique u € Hg () tel que uly = ¢ et tel que pour j = 1,2, Au=0
dans Q;. 11 suffit en effet pour s’en convaincre de considérer le probléme de Dirichlet suivant (dont on
sait qu’il est bien posé [I5]) dans chaque sous-domaine €2; :

—AU]' = 0 dans Qj,

uj = 0 sur I';, (8.2)

uj = @ sur X.

Mais par ailleurs, posons e = uq 0 S, soit par exemple en 2D,
Uz(z,y) =w(-2,y) Y(z,y) € Q.

On vérifie alors aisément que @2 est solution du méme probléme de Dirichlet (8.2)) dans Q5 que ug. Par
unicité du probléme de Dirichlet, on en déduit que us = o = uq 0 .S. Autrement dit, la fonction u est

symétrique par rapport & X. En 2D par exemple, on a donc

u(_$’y) = u(xay) V($,y) € Qa
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d’ot 'on déduit que
8U1 aUQ
—(0,y) =———=(0 V(0 .
5, (09) 5, (0Y) V(0,y) €

Donc (uq,usz) est une solution de (8.1). On a ainsi construit pour chaque ¢ un élément du noyau, et il

est facile d’en conclure que la dimension du noyau est, tout comme celle de Vx, infinie. [ |

Supposons maintenant que 'on ait S(2;) = 2 et que le contraste k, soit différent de —1, de
sorte que le probléme (P) soit bien posé. On veut alors le résoudre par éléments finis. D’aprés

le théoréme on peut énoncer le résultat suivant :

Théoréme 8.2 Supposons que S(21) = Qs et que le contraste k, est différent de —1. Soit V},

un sous-espace de dimension finie de H}(Q) tel que
Yu, € V), up,oS eV, (83)
Alors le probleme approché (ow a(-,-) et £(-) sont définies par (7.3))

(P) Trouver uy € Vy, tel que
" Ywy, € Vh, a(uh, wh) = E(wh)

est bien posé, et on a lestimation d’erreur (7.9) ou u désigne la solution du probléme exact

(P) et uy, celle du probléme approché (Py).

Démonstration : D’aprés le théoréme il suffit de vérifier que la condition (8.3) implique que
T(Vp) C Vp, pour les applications T suivantes :

dans € -2 S dans

Tuy, = (un)r WS ot Tuy, = (un) = 2un)z 0 WETL(84)
—(un)2 +2(up)108  dans Qy —(up)2 dans Q9

ce qui est effectivement le cas. [ |

Concrétement, cela signifie que pour résoudre (P) par éléments finis et assurer la convergence
de la méthode, il suffit de construire un maillage symétrique (et d’utiliser le méme ordre pour les
éléments finis de part et d’autre de U'interface). En pratique, on observe en effet de bien meilleurs
résultats lorsque I'on utilise un maillage symétrique, méme si la méthode semble converger avec
un maillage quelconque (ce qui est prouvé sous certaine conditions moins fortes que la symétrie
du maillage). Pour fixer les idées, on introduit en 2D le domaine (voir la figure

Q =] — 1,1[x]0, 1[ et Qs =]0, 1[x]0, 1].

Les résultats suivants sont tirés de [11]. On reproduit trois exemples de maillages a la figure 8.3
tous ces maillages sont conformes a l'interface, c’est-a-dire que tous les triangles sont soit
inclus dans €y, soit dans . Pour réaliser les tests et calculer précisément l'erreur, on se
donne la solution exacte u, qu'on choisit réguliére par morceaux, et on calcule la donnée f
correspondante. On construit la formulation variationnelle a l'aide d’éléments finis de

Lagrange P; : les espaces discrets (V},), sont construits a partir d'une famille de maillages
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Q X D

FIGURE 8.2 — Domaine symétrique "type"

AVAY A
RROAKAZZPSRRE

AN
IOEKPEA AV N
NN SNRGALRT
ARSI XIN SRR
NN A DO NNK]
AN AT Zars b |
D avaraYavgy! % vaa AV
S T
P CHK AN KNG

FIGURE 8.3 — Trois exemples de maillages, non-symétrique en haut a gauche, symétrique en

haut a droite, et localement symétrique au voisinage de I'interface en bas.

réguliere. Comme la solution est réguliére par morceaux, 1'ordre théorique de convergence de

l'erreur est de 1 en norme

‘|1, et de 2 en norme || - || 12(q) si 'on utilise un maillage symétrique.
Les tests ont été réalisés a l'aide du logiciel Freefem++. On choisit deux valeurs du contraste
ke € {—2,—1.001}, et on étudie I'influence des maillages sur I'erreur, mesurée en norme ||-|| 2.
Les échelles sont en log-log, voir les figures[8.448.5] de sorte que 1'on s’attend a trouver une droite

de pente -2. Faisons les commentaires suivants :

— Que les maillages soient (complétement) symétriques, localement symétriques dans un
voisinage de Y2, ou quelconques, on observe que l'erreur converge vers 0. Par contre, les
ordres des erreurs sont différents d’une classe de maillage a ’autre. Ceci est valable pour
les deux valeurs de k., et les différences sont plus marquées lorsqu’on se rapproche de la
valeur critique -1.

— De plus, les vitesses de convergence sont différentes. On ne retrouve 1'ordre théorique (2)
que pour les maillages symétriques. Pour les deux autres classes de maillage, on semble
étre dans le régime "pré-asymptotique" de convergence (on converge, mais pas a l'ordre
prévu par la théorie).

— Enfin, la convergence n’est pas monotone, sauf si les maillages sont complétement symé-

triques.
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Contraste = -2

¢ Maillage quelconque
¢ Maillage localt sym.
Maillage symetrique

Erreurs relatives

2.4 26

FIGURE 8.4 — Domaine symétrique : contraste k, = —2.
8.2 Le cas des interfaces a coin

8.2.1 Le carré dans un carré

Considérons maintenant le domaine 2D de la figure tel que €2y correspond au quart du

carré €. Alors on a le résultat suivant :

Théoréme 8.3 Soient Q =] —1,1[x]—1,1] et Qs =0, 1[x]0, 1[. Alors le probléme (P) est bien

posé si le contraste k, n'appartient pas a lintervalle [—3, —1/3].

Démonstration : Il suffit de construire des applications Ry_,5 et Ro_,1 de normes au carré égales a 3.
Pour la construction de Ro_,1, les symétries du domaine conduisent naturellement & proposer une

construction & valeur dans les trois sous-domaines de €2; isométriques a {2g :

uQ(_xay) s1 (.Z',y) G] - 1’0[X]07 1[7
Roauz(z,y) = { w(z,—y)  si (z,9) €]0,1[x] - 1,0,
ug(—z,—y) si  (z,y) €] —1,0[x]—1,0[

I est clair que cette application est admissible au sens ou :
— Rg_,jus appartient a H' dans chaque sous-domaine, est continu aux interfaces entre sous-
domaines, et ainsi Ry_yjus € H'(Q) (d’aprés le théoréme :
— en outre, Ro_,1uo s’annule sur la frontiére extérieure et vérifie la condition ;

— enfin, il est facile de voir que

/ |V(R2*>1U2)|2 dQ) = 3/ |VUQ|2 dfd.
Ql Q2
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Contraste = —1.001

¢ Maillage quelconque
o ¢ Maillage localt sym.
o- Maillage symetrique
b ° ° ° ° . ° .
7, . L] (]
[0 ° °
2 ° ° o O
E -2 . .
o
(2]
5
Q-3
w
_4
_5
_6 | ]
2.4 26
FIGURE 8.5 — Domaine symétrique : contraste x, = —1.001.

0
r 7

FIGURE 8.6 — Exemple ou l'interface a un angle droit

La construction de Rj_,o se fait par une sorte de repliement. On pose pour (x,y) € Qs :

R1_>2’U,1($, y) = Ul(—.%', y) - Ul(—Z', _y) + Ul(.ﬁ(}, _y)7

et & nouveau, on constate que cette application vérifie toutes les conditions requises. Enfin, pour
calculer sa norme, on utilise les relations suivantes, valables pour tout M-uplet de réels aq,as,...aps

(c’est I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans RM) :

M 2 M
(Z al-) <M Z az. (8.5)
i=1 i=1

On trouve donc en utilisant & nouveau les symétries que

/ IV (Ry ot )2 2 < 3/ V|2 €2,
QQ Q1

Iégalité étant réalisée si pour tout (x,y), on a

’U,l(—.%',y) = ul(x7 _y) = _u1<_xa _y)'
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Remarque 8.4 On peut noter que l'intervalle [—3,—1/3] contient la valeur —1 qui était déja

exclue dans le cas des domaines symétriques.

A nouveau, la construction des applications Rqi_,5 et Ry_,; par symétrie permet d’énoncer le

résultat suivant pour le probléme discret :

Théoréme 8.5 Supposons que le contraste k, n’appartient pas a lintervalle [—3,—1/3]. Soit
Vi, un sous-espace €léments finis de Hy(QY), construit a l'aide d’un maillage possédant la double
symétrie en x et en y, alors le probléme (Py,) est bien posé, et on a l'estimation d’erreur (|7.9)

ot u désigne la solution du probleme (P) et uy, celle du probleme (Py,).

Remarque 8.6 — On peut remarquer que les résultats précédents s appliquent directement

a toute géométrie possédant cette double symétrie en x et en y, comme par exemple celles

de la figure[8.7.

Q9

FIGURE 8.7 — Domaines symétriques en z et en y.

— Nous avons démontré que, pour ces géométries a double symétrie, le probleme (P) est bien
posé des que le contraste k, nappartient pas a lintervalle [—3,—1/3]. En fait, on peut
méme démontrer que ce résultat est optimal, et que deés que l'interface présente un angle
droit, le probleme devient mal posé pour un contraste appartenant & cet intervalle [5].
C’est pourquoi on dit que [—3,—1/3] est l'intervalle critique. Il est intéressant de noter
que la valeur 3 correspond exactement au rapport entre les deux angles de part et d’autre
du coin, 3w/2 et w/2.

— On peut établir des résultats similaires en 3D, par exemple pour un cube dans un cube :
Q= {(2,9,2);0 <z < 1,0 <y < 1,0 <y <1} etQ = {(z,y,2);lz| < 1,|yl <
1,|z| < 1}. En généralisant (en 3D) les applications Ri_5 et Ry_,q introduites au cours
de la démonstration du théoreme[8.3, on montre alors que le probléme est bien posé si

Ko & [=7,—1/7]. Mais contrairement au cas 2D, ce résultat n’est pas optimal.
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8.2.2 Le camembert

Que se passe-t-il si 'interface présente un coin d’angle o quelconque ? On va considérer le

cas ou €2 est un disque dont un secteur constitue €25 :

FIGURE 8.8 — Le camembert.

De fagon naturelle, on repérera ici les points par leurs coordonnées polaires (r,6). On dé-

montre alors le résultat suivant :

Théoréme 8.7 Soient Q = {(r,0);r < 1} et Qo = {(r,0);0 < 0 < aetr < 1}. Alors le

probléme (P) est bien posé si le contraste k, n’appartient pas a Uintervalle | — Z,, —1/Z,[ ot

Ia:max<27r_a, a )
«Q 2T — «

Remarque 8.8 — On remarque que ce résultat est identique a celui du paragraphe précé-

dent lorsque o = /2, puisque L, est alors égal a 3.
— On peut aussi noter que si « =, L, = 1 et on retrouve le résultat du cas symétrique.
— Enfin, on note que plus l'angle est petit, plus lintervalle critique est grand, tendant a la

limite a remplir tout [’axe réel négatif.

Démonstration : Il suffit de construire des applications Ri_,o et Ry_,; de normes au carré égales a
Z«- On propose pour cela de choisir par exemple Ry_,1 de la forme suivante, ol v est un parameétre réel
positif & fixer :
Roqua(r, 0) = u(r, —~0).
Il est clair qu’on a la premiére condition de raccord (en 6 = 0)
Roy1u2(r,0) = u(r,0),
mais on veut également la deuxiéme condition de raccord (en 6 = «)

Roqua(r, =27 + a) = u(r, ),

ce qui est réalisé en prenant
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)

On calcule alors la norme de ’application :

0 1
[ veewpan = [ a [ rar \a<u<r,—ve>
0 .,y 0 or
2

2

+ [0 ufr, —0))

0 1 ou ou 2
= d dr | |=(r, =0 2 —(r,—#
/Qﬂm /07“ r ‘ar(r, 1) T |5 —0)
*1 1 ou 2 ou 2
0 = —~0 = —df’ dr | |=(r, ¢/ 2= (r,0
@ = —0) [ /0(‘(9( )|t | 2 >)
< max(r,1/9) [ [Vaof ds
Q2
qui est le résultat attendu. On peut de faire de méme pour I'application Ri_so. [ |

L’inconvénient de la construction proposée dans cette preuve est qu’elle ne "passe pas" au
discret, au sens ou ne peut pas réaliser la condition T(V},) C V}, avec des éléments finis. C’est
pourquoi une construction alternative a été proposée, qui fonctionne lorsque 'angle a est un

multiple rationnel de 7. On renvoie a [4] pour plus de détails.

8.3 Une idée de la démarche générale

8.3.1 T-coercivité et localisation

Pour une géométrie arbitraire comme sur la figure [7.I] on ne peut pas construire de fagon
aussi simple une application T assurant la T-coercivité pour certaines valeurs du contraste. On
décide alors d’étre moins exigeant. Au lieu de chercher & restaurer la coercivité de la forme
bilinéaire a(-, ), on va se contenter d’obtenir la coercivité "a une perturbation compacte prés".
On s’appuie sur le théoréme suivant :

Théoréme 8.9 Soit V un espace de Hilbert, a(-,-) et b(-,-) deux formes bilinéaires continues
sur V. xV et { une forme linéaire continue sur V. On suppose que la forme bilinéaire a(-,-)+b(-, )
est T-coercive sur V' et que B € L(V') définie par

Yo,w eV, (Bu,w)y = b(v,w)
est compacte. Alors le probleme

{ Trouver uw € V' tel que (8.6)

Vw eV, a(u,w) = l(w).

releve de [’alternative de Fredholm : il est bien posé si et seulement si le probleme homogéne

[est.
Démonstration : En effet, si on note A € £(V') définie par

Vo,w eV, (Av,w)y = a(v,w),
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les hypothéses du théoréme permettent de montrer que A + B est un isomorphisme. [ |
Nous allons appliquer ce théoréme a I’exemple suivant. On suppose que
Q={(z,y);—d<z<1,0<y<1},
et
O ={(zr,y);—d<zr<0,0<y<l}etQ={(r,y);0<x<1,0<y<1}

ot d est un réel positif. Dans le cas ou d = 1, on a vu que le probléme (P) est bien posé si et
seulement si kK, # —1. On voudrait maintenant savoir ce qu’on peut dire si d # 1. Supposons

pour fixer les idées que d > 1. En procédant comme dans la preuve du théoréme [8.1) on peut

0 Y O

FIGURE 8.9 — Domaine rectangulaire

montrer que (P) est bien posé si kK, < —1. En effet, si S désigne la symétrie par rapport a

I'interface X = {(z,y) € Q;x = 0}, on peut définir une application Ry_,; comme suit :

_ U’?(_'T?y) si (I,y) E] - 170[X]07 1[7
Reo1ia(2,y) = { 0 si (z,y) € —d, —1[x]0, 1[.

En revanche, on ne peut pas aussi facilement construire une application optimale Ry 5. Comme
on sait que la difficulté vient du changement de signe de ¢ a travers 'interface X, on introduit
une fonction de troncature pour localiser ’action de I'application R;_,» au voisinage de . Soit
X € D(R), a valeurs dans [0, 1], telle que x(z) = 0 si |z| > 1 et x(0) = 1. Pour simplifier les
calculs, on peut choisir une fonction x qui est paire : x(—x) = x(z). On définit alors ’application

Ri_2 comme suit :
R1H2ul(x7 y) = X(%)ul(—l’, y)a V(x, y) 6]07 1[X]O7 1[7
et I'application T associée :

Tu(z, y) = { u(z,y) pour (z,y) € {4
’ —u(z,y) + 2x(x)u(—x,y) pour (x,y) € Q.

Comme dans tous les exemples précédents, (T o T)u = u donc T est bijective.
On a alors pour u € H}(Q),

a(u, Tu) = /Q o||Vul?dQ = 2|oy| [ Vu(z,y).V(x(z)u(—2z,y)) dS.

Qo2
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Cela nous conduit a poser :

b0, T0) =2 | O )X (o) dO, (8.7)

de sorte que

a(u, Tu) + b(u, Tu) = / o||[Vul? dQ = 2|oy| [ x(2)Vu(z,y).V(u(—2z,y)) dS.
Q Qo
I1 est trés facile en reproduisant la preuve du théoréme de montrer que a(-,-) +b(,-) est T-
coercive sur Hg () dés que k, > —1. Il ne reste plus qu’a montrer la compacité de ’application
B associée a la forme b(-,-).
Soit donc (u,), une suite bornée de H} (). On veut montrer que la suite (v,), = (Bu,)n

admet une sous-suite qui converge dans Hj(2). Par définition de B :
o = vl gy = (Bt = ) (00 = Vi) g = b (1 = ), (v = ).
Mais comme T est égal a son inverse, on a
b(u,v) = b(u, T(Tv)).
D’apres , on en déduit finalement que

O(uy, — um)(

[ ) (@) (T — To) () 2,

Jvn — vm”?{(}(ﬂ) = 2|0y
d’ot, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

[vn = vl Fa ey < 2102l 11X e g-1,1p [tn = il (@) I Ton = Toml|z20n)-

Or la suite (Tv,), est bornée dans H}(Q), donc d’aprés le lemme de Rellich (puisque € est
borné), on peut en extraire une sous-suite (Tv,),s qui converge dans L?(€2). On en déduit que

la suite (v,), est de Cauchy dans H}(Q), ce qui permet de conclure.

8.3.2 Modes plasmoniques

En poursuivant sur 'exemple précédent, si k, # —1, on sait que le probléme (P) est bien
posé si et seulement si le probléme homogeéne 'est. Il suffit donc de chercher des solutions du

probléme homogéne suivant :

—Au]‘ = 0 dans Qj,j = ]_,2,

uj=0surI';,j =1,2,

Uy = Uy SUr X, (8.8)
8U1 81,62

01% = 02% sur X.
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La séparation de variables conduit a rechercher, pour chaque entier n > 1, des solutions de la

forme :
uj(z,y) = ¢;(x)sin(nmy), j =1,2.
Les deux premiéres équations de (8.8) imposent alors I'existence de constantes A; et Ay telles

que
1(x) = Ay sinh(nm(xz + d)) et pa(x) = Agsinh(nw(z — 1)).

Les deux derniéres équations de (8.8]) conduisent ensuite au systéme linéaire suivant

A sinh(nnd) = Ag sinh(n)

014, cosh(nrd) = —o9 Ay cosh(nr)
qui n’admet de solution non triviale que si

oy tanh(nm)
o1 tanh(nmd)’

On trouve donc une suite de contrastes (k}}),>0 = —tanh(nm)/tanh(nrd), n > 1 pour lesquels
le probléme (P) est mal posé, et posséde un noyau de dimension 1. Cette suite de contrastes

tend vers —1. Lorsque
Ko ¢ {_1} U {(’%Z)m n 2> 0}7

le probléme homogeéne n’a que la solution triviale, et le probléme de départ est donc bien posé.

Les modes que nous avons calculés sont appelés les modes plasmoniques.

8.3.3 Géométries quelconques

Comment résoudre —, pour un coefficient o constant par morceaux , si I'in-
terface est "quelconque", typiquement réguliére (pour d = 2,3), ou polygonale (d = 2)? En
utilisant une modification via localisation des applications T respectivement définies en ([7.13))
et (7.17), on peut prouver 'optimalité de 'approche développée précédemment pour établir la
T-coercivité a une perturbation compacte preés, cf. [0, 4]. En effet, grace a cette approche on
peut démontrer qu’il existe un intervalle critique I, C R* tel que

— si Kk, € I, : le probléme avec coefficient changeant de signe est mal posé dans HJ () ;

— 81 ke € Iy, : on peut établir une inégalité de Géarding

Ja,, B >0, Vv € Hy(Q), / oVv-V(Tv)dQ| > a, ]v\%ﬂ —ﬁUHvH%Q(Q). (8.9)
Q

En d’autres termes, le probléme avec coefficient constant par morceaux changeant de
signe est bien posé, au sens de l'alternative de Fredholm (voir le théoréme .
Les bornes de I'intervalle critique Iy, dépendent de la valeur des angles aux sommets de I'interface
(si elle en posséde...). Dans tous les cas, —1 appartient a Iy . Et, si interface est de classe C?

et sans extrémités, on a I'égalité I, = {—1} (ce résultat avait déja été établi dans [17]).
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Exercice : On se place dans un domaine ) symétrique par rapport a l'interface Y. Vérifier
que les applications R;_,» et Ry ,; construites a I’aide du relévement harmonique (cf. remarque
7.5)) sont de normes égales a 1.




Notes de cours 9

Synthése et compléments

On revoit et compléte les notes précédentes en revisitant la notion de problémes bien posés,
leur étude et leur discrétisation, que I’on considére ici dans le cadre d’espaces fonctionnels définis
sur K = C. Ci dessous, |- | désigne donc le module. On y inclut la T-coercivité. On applique ces

résultats aux problémes avec coefficient changeant de signe.

9.1 Problémes bien posés et T-coercivité

Nous rappelons les outils d’analyse fonctionnelle traitant de la notion de problémes bien

posés (voir §2.3)), que nous reformulons en utilisant la théorie de la T-coercivité [6, 1] (voir

aussi les §2.3.4] et §7.2)).

9.1.1 Définitions

Soient :

— V et W deux espaces de Hilbert définis sur C, de produits scalaires hermitiens respectifs

(-, )v et (-, )w. On note || - ||y et || - |[w les normes associées ;
— a(-, ) une forme sesquilinéaire (anti-linéaire par rapport au second argument) et continue
sur V' x W. On utilise la norme |||-||| pour mesurer a, voir (1.3)) :
|a(v, w)|
llalll = sup ’

veV\{0}, weW\{0} ||U||v||w|lw'

On rappelle que W’ est I'espace des formes anti-linéaires et continues sur W, et on note (-, )y

les crochets de dualité pour l'action d’un élément de W’ sur un élément de W.

Pour ¢ € W' donné, on étudie le probléme écrit sous forme variationnelle,

Trouver u € V' tel que
Vw e W, a(u,w) = ({,w)y.

106
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Le caractére bien posé (au sens de Hadamard) est énoncé a la définition [2.6] et reformulé a la
proposition 2.8, On y a introduit A € L£(V, W) associée & af-, -), définie par :

V(v,w) eV x W, (Av,w)wy = a(v,w), (9.2)
et on a démontré le résultat suivant

Proposition 9.1 Soient VW deux espaces de Hilbert, et a(-,-) une forme sesquilinéaire et
continue sur V-x W. Alors la formulation variationnelle est bien posée si, et seulement
si, l’inverse de A existe et est continu : A=t € L(W, V).

9.1.2 La T-coercivité pour établir le caractére bien posé

Pour assurer le caractére bien posé, les conditions inf-sup et de solvabilité sont des conditions
nécessaires et suffisantes, d’aprés le théoréme BNB (théoréme [2.12)). Nous les rappelons ci-
dessous.

Définition 9.2 Soit a(-,-) une forme sesquilinéaire sur V-x W. Alors a(-,-) vérifie une condi-

tion inf-sup si, et seulement st,

Jo' >0, Yo €V, sup Jalv, w)] > d||v]|v. (9.3)
wew\foy [lwllw
Dans ce cas, on appelle constante inf-sup la plus grande valeur de o dans , égale a

» la(v, w)|
in sup .
veV\{0} e g0} |l [lwllw

Définition 9.3 Soit a(-,-) une forme sesquilinéaire sur' V-x W. Alors a(-,-) vérifie une condi-

tion de solvabilité si, et seulement si,
{w e W tel que a(v,w) =0, Yv € V} = {0}. (9.4)

D’autre part, on a vu que la T-coercivité introduite a la définition[7.I]est une condition suffisante,
voir le (cas K = R) et le théoreme[7.2]

Définition 9.4 Soit a(-,-) une forme sesquilinéaire sur V-x W. On dit que a(-,-) est T-coercive

si, et seulement si,

3T € L(V,W), bijective, Ja > 0, Yo € V, |a(v,Tv)| > a|v||}. (9.5)

Remarque 9.5 Lorsque V.= W, si la forme a(-,-) est coercive, alors elle est également T-

coercive. En effet, T =1 et a égale a la constante de coercivité conviennent dans .
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Dans la définition ci-dessus, il suffit de trouver une application linéaire, continue et bijective T
de V dans W pour assurer la T-coercivité. Cette application T n’est pas unique!

A priori, la T-coercivité semble plus forte que les conditions inf-sup et de solvabilité, puisque
c’est une condition suffisante. Et en effet, I'existence d’une application linéaire et continue T
vérifiant permet de retrouver et .

Démonstration : Soit v € V' \ {0}, on choisit w, = Tv € W \ {0}. Par construction, on a ||w,|w <

IIT [[v]lv, et donc
1 1

< .
Tl lollv: — llwsllw

On en déduit que

la(v,w)| _ |a(v,wy)| _ la(v,Tv)] _ «
sup > = > [vllv,
wew\{o} [wlw [[wollw lwollw [Tl

cest-a-dire que (9.3)) est vraie avec o/ = a|||T||| .

Ensuite, soit w € W tel que a(v,w) = 0 pour tout v € V. Puisque T~! existe, on peut choisir
vw = T~ tw. Par définition de w, on a en particulier

0 = a(vy, w) = a(vy, Toy).
D’aprés (9.5)), on en conclut que v,, = 0, et donc que w = 0, c’est-a-dire que (9.4]) est vraie. [

En fait, ces propriétés sont équivalentes entre elles, ce qui signifie au final que la T-coercivité

est une condition nécessaire et suffisante pour assurer le caractére bien posé!

Théoréme 9.6 (Caractére bien posé) Soit a(-,-) une forme sesquilinéaire et continue sur
V' x W. Les trois assertions ci-dessous sont équivalentes :

(i) la formulation variationnelle est bien posée ;

(i) la forme a(-,-) vérifie une condition inf-sup et une condition de solvabilité ;

(iii) la forme a(-,-) est T-coercive.

Démonstration : D’apreés le théoréme BNB, on sait que (ii) = (i).

D’aprés ce qu'on a vu ci-dessus, (iii) = (ii).

On montre pour finir que (i) = (iii). D’aprés (i), T = A est une bijection de L(V,W), et on a
T-'=a"1 € L(W,V) d’aprés le théoréme de I'isomorphisme de Banach. Alors, pour tout v € V, on a

la majoration |jv||y < H’T_lm ITv|lw, et on trouve ensuite que
a(v,Tv) = (Ao, To)w = |[To|} > [lolf}/|||T~]1%

et la forme a(-,-) est T-coercive. ]

Corollaire 9.7 (Stabilité) Sous les hypothéses du théoréme lorsque la formulation va-
riationnelle est bien posée, pour chaque T € L(V,W) et a > 0 réalisant , on a

lestimation de stabilité :
[T
«
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Remarque 9.8 Dans [’esprit de la remarque pour "optimiser" la stabilité, on cherchera
donc T et « tels que ||T|||/a soit le plus petit possible.

Démonstration : On note que
allullf < la(u, Tw)| = [(¢, Tuyw | < [Clw [ Tullw < [ITTwe v,
et le résultat suit. [ |

Plagons-nous dans le cas W = V. On a vu au corollaire 2.16] ou corollaire BNB, que si
la forme af(-,-) est hermitienne, alors la condition inf-sup (9.3)) est une condition nécessaire et

suffisante pour assurer le caractére bien posé. De méme, si la forme a(-,-) est hermitienne, la
définition [9.4] peut étre modifiée en

Définition 9.9 Soit a(-,-) une forme sesquilincaire et hermitienne sur'V-x V. On dit que a(-, )

est T-coercive si, et seulement si,
3T € L(V), Ja >0, Yo €V, |a(v,Tv)| > alv|}. (9.6)

En d’autres termes, lorsque la forme a(-, ) est hermitenne, la bijectivité de T n’est plus néces-

saire. Un second corollaire du théoréme [9.6] résume les résultats dans ce cas.

Corollaire 9.10 (Cas hermitien) Soit a(-,-) une forme sesquilinéaire, continue et hermi-
tienne sur V x V. Les trois assertions ci-dessous sont équivalentes :

(i) la formulation variationnelle est bien posée ;

(1 )herm la forme a(-,-) vérifie une condition inf-sup ;

(46 )herm la forme a(-,-) est T-coercive au sens de la définition[9.9

Démonstration : Tout d’abord, (ii)perm = (i) d’aprés le corollaire
Puis, (i) = (iii) perm d’apres le théoréme
Enfin, (iii)perm = (1) nerm : en effet, implique que T est injective. Donc, pour tout v € V' \ {0},

on a Tv # 0 et, puisque ||Tv|w < |||T||| [|v]|v, il suit comme précédemment que

|a(v, Tv)| oI5 a
>a > [ollv,
1Tl [Tvllw — [Tl
ce qui permet de retrouver la condition inf-sup ({9.3). [ |

9.2 Approximation des formulations variationnelles

L’idée derriére I'introduction de la T-coercivité pour résoudre le probléme est que
I’'on peut construire une application linéaire T explicite pour établir dans le cas général
(V # W), ou dans le cas V' = W avec une forme hermitienne. On a déja réalisé la
construction d’applications T pour les problémes abstraits a résoudre (diffusion neutronique

a une ou deux inconnues, modeéle de Stokes, probléme avec coefficient changeant de signe).
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En outre, ceci nous a permis d’obtenir la convergence de méthodes d’approximation "bien
construites". Pour cela, on a fait en sorte que les propriétés nécessaires a 'obtention de la
condition inf-sup abstraite soient transposables apres discrétisation, afin d’obtenir la condition
inf-sup discréte uniforme qui assure la convergence via le lemme de Céa (notes de cours . On

y revient ici, en y ajoutant la T-coercivité discréte uniforme.

9.2.1 Approximation du probléme exact

On veut approcher la solution du probléme , que nous supposons bien posé : on introduit
(Vs)s et (Ws)s deux suites d’espaces vectoriels de dimensions finies, avec Vs C V et Wy C W
pour tout ¢ (approximation conforme) ; on munit Vs de la norme || - ||y, respectivement W
de la norme || - ||w. Par convention, le paramétre ¢ prend des valeurs strictement positives, et
on a limg_,o (dim(Vy)) = lim; .o (dim (1)) = 400, avec la propriété d’approximabilité rappelée

ci-dessous.

Définition 9.11 La famille (Vs)s vérifie la propriété d’approximabilité de V si, et seulement

sS4
dV* s.e.v. dense de V', Vo, drs : V* — Vj tels que

: (9.7)
Yor e V*, limgyg ||v* — rsv*||y = 0.

Remarque 9.12 Comme on le verra plus tard, au corollaire[9.19, la propriété d’approximabi-

lité est nécessaire pour les éléments de V', mais pas pour ceux de W ...

En particulier, on peut avoir V' = W et choisir des espaces (Vs)s d’approximation des solutions
différents des espaces (Ws)s d’approximation des fonctions-test. Plus généralement, lorsqu’on
choisit (Vs)s # (W;s)s, on parle d’approximation de Petrov-Galerkin.

L’approximation du probléme s’écrit

{ Trouver ug € Vj tel que (9.8)

Vws € Wy, as(us, ws) = (ls, ws)ws,

avec des formes sesquilinéaires (as)s, o as est définie sur Vi x Wi, et antilinéaires (£5)s, ou 5 est
définie sur Ws, qui peuvent étre différentes des formes exactes ajy,xw, et {;w, (on "généralise"
quelque peu le formalisme du ) Pour des discrétisations par éléments finis, ceci est le cas si
on utilise des formules approchées pour calculer les diverses quantités (formules de quadrature),
ou bien si le maillage ne recouvre pas exactement le domaine dans lequel le probléme exact est
posé. Pour prendre en compte les écarts entre formes approchées et exactes, on introduit, pour

tout & > 0 et tout vs € Vj, les termes de consistance

Consps = sup (€= bo, ws)w| (9.9)
ws EWs\{0} |ws||w
Cons,s(vs) = sup (@ = as) (w5, ws) (9.10)

ws €Ws\{0} [Jws || w
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En termes de normes, on a respectivement

Conses = ||[Qw; — Lsllwy, et

Consas(vs) (v, xw, — as)(vs, ws)|
sup ————— sup

wevaoy  vsllv esev\ (0} wsews\ 0} [vsllv [|ws|lw

- |Ha|V6XW5 - a5m'
En régle générale, on écrira £ au lieu de £y, et de méme a au lieu de ay;xw;.

On peut aussi reformuler le probléme approché sous une forme équivalente

(9.11)

Trouver ug € Vy tel que
Asus = £5 dans W,

aprés introduction de As € L(Vs, W) et £5 € Wy tels que

V(vs, ws) € Vs x Wy, (Asvs, ws)w = as(vs, ws), et Yws € Wy, (£5,ws)w = (U5, ws)w;-

On rappelle que |||As||| = |||as||| pour tout 6.

9.2.2 Caractére bien posé et stabilité des problémes approchés

A partir de 1a on peut étudier le caractére bien posé des problémes approchés ou ,
ainsi que 'erreur u — ug, en prenant notamment en compte les termes de consistance.
Pour 6 donné, dire que le probléme approché ou est bien posé équivaut & avoir Ag
bijective. Tout d’abord, pour que As € L(Vj, Ws) soit bijective, il est nécessaire que :

dim(V3) = dim(W;)|,

et on fait cette hypothése (pour tout d) a partir de maintenant. Voir le pour une discussion
approfondie. En particulier, on y a noté que lorsque les dimensions de Vj et Wy sont égales,
alors le probléme discret ou est bien posé si, et seulement si, la condition inf-sup
discréte est vérifiée (As injective), ou si, et seulement si, la condition de solvabilité discréte est

vérifiée (A; surjective). La condition inf-sup discréte s’écrit :

Vo > 07 3046 > 0, VU(; € ‘/:;, sup M

Z Oég”v(;Hv. (9.12)
w5€W5\{0} ||'LU§||W

Ainsi, la condition ((9.12)) est vérifiée si, et seulement si,
Vo > 0, das > 0, Yvs € V:;, HA5U5HW > Oég”l)g”v,

puisque, pour tout z5 € Wy, on a

losllw = sup L)l (ws, )]
wsews\io) wsllw — wsews\ioy ||wsllw
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D’aprés le théoréme , si (9.12)) est vraie, alors les problémes approchés sont bien posés dans
Vs x Ws pour tout 9.
On introduit la transconjuguée Af € L£(W;, Vi) définie par :

V(vs, ws) € Vs x W5, (vs, Ayws)v = as(vs, ws).
On a le méme type d’estimation sur Aj.

Corollaire 9.13 On suppose la condition inf-sup discréte vérifiée : A} est bijective, et
V6 > 0,Yws € Ws, |[Aswslv = asllws||w-

Démonstration : Soit § > 0. On sait que As est bijective.
Vérifions que A} est également bijective. Puisque dim(Vs) = dim(W5), il suffit de démontrer I'injecti-
vité : soit ws € Wi tel que Ajws = 0. Par définition, on a donc
Vos € Vs, 0= (v, Asws)y = as(vl, ws) = (A0, ws)w -
Or As est surjective dans Ws, on en déduit donc que ws = 0 et A§ est bijective comme annoncé.

Soit ys € V5, on évalue maintenant ||(A})~'ys|[w. On note que, pour tout v; € Vs, on a

oy def A CLdefar
(Asvh (A rys)w = as(vh, (A rys) = 0 (V5 AN(AS) "Lys)v = (vh, ys)v-

A partir de 14, on trouve que

|(wj, (A5) " ys)w]

||(A§)7ly§||w = sup -
wyeWs\{0} [[wl[w
Asvh (A%)L
(As bijective) =  sup |(Asv5, ( 5,) ys)w|
vy €V;5\{0} | Asvg|lw
/
v?
— s M
sevs\foy lIAsvgllw
1 (05, ys)v |

A

(1asvsllw > asllvgllv) < — ;
a5 yevs\foy  llvsllv

1
= —llysllv.
as
Soit maintenant ws € Wy, on déduit de ce qui préceéde qu'il existe ys € Vs tel que ws = (A;)*ly(g, et
as|wsllw = asl|(45) " usllw < llvsllv = A5wsllv,
ce qui est le résultat attendu. [ |
Dans la suite, on se placera dans le cas ou la condition inf-sup discréte est uniforme.

Définition 9.14 La famille des formes (as)s vérifie une condition inf-sup discréte uniforme si,

et seulement si

EIaT > 0, Vo > 0, VU(; € ‘/;;7 sup M

> a|vg|v- (9.13)
ws W5\ {0} ||w5||w
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On énonce une condition de T-coercivité discréte (uniforme).
Définition 9.15 La famille des formes (as)s est uniformément Ts-coercive si, et seulement si

da*, p* >0, V6 > 0, dTs € E(‘/(;, Wg),

(9.14)
ITs]l| < B* et Yus € Vs, |as(vs, Tsvs)| > o*||vsl[3-

On établit maintenant 1’équivalence entre la condition inf-sup discréte uniforme, et I'uniforme

Ts-coercivité des formes (as)s.

Théoréme 9.16 (Caractére bien posé) Soit une famille (as)s de formes sesquilinéaires,
continues et uniformément bornées. Les trois assertions ci-dessous sont équivalentes :
(i) les problemes discrets sont bien posés pour tout &, et les applications linéaires
(A51)s sont uniformément bornées ;
(ii) la famille des formes (as)s vérifie une condition inf-sup discrete uniforme ;

(#i) la famille des formes (as)s est uniformément Ts-coercive.

Démonstration : (i) = (iii). On choisit Ts = As. D’aprés (i), Ts est bijective.

Puisque les formes (ag)s sont uniformément bornées, on a ||| Ts]|| < supy |||As||| < oc.

Par hypothése, T5_1 = Agl est telle que |HT5_1H| < C*, avec C* = sup; !HAglm < 00. Soit vs € Vg, on a
tout d’abord ||lvs||y < ’HTElH‘HT(sv(gHW < C* ||Tsvs||w, et on trouve

as(vs, Tsvs) = (Asvs, Tsvs)w = || Tsvs|[fy > [lvsll3/(C*).

Ainsi, (as)s est uniformément Ts-coercive.
(iii) = (ii). Soit vs € V5 \ {0}, on a 0 < [|Tsvs|lw < B* ||vs||v, et

sup las (vs, ws)| _ las(vs, Tsvs)| o llwslly o

> > > — [|lvs]|v
wsews\{0}  llwsllw I Tsvs|lw ITsvsllw — B*

Il suit que (ag)s vérifie une condition inf-sup discréte uniforme.

(ii) = (i). D’aprés le théoréme et I'égalité dim(Vs) = dim(Ws), si as(-,-) vérifie une condition
inf-sup, le probléme discret est bien posé. Ainsi Agl est bien défini. Pour tout z5 € Wy, on définit
vy = Aglz(s € V5. On déduit de que

- 1 as(vs, Ws 1 25, Ws )W 1
T T P (LIS R L e
A wgews\fop  Nwslw — atwsewsnpop  Nwsllw oy
c’est-a-dire que les (Agl)(g sont uniformément bornées. ]

9.2.3 Etude d’erreur

A partir de ce qui précéde, on obtient en outre une estimation de l'erreur si (9.13) ou
(9.14)) est vraie, incorporant les termes de consistance. On généralise ici les lemmes de Céa déja
obtenus au
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Théoréme 9.17 (Lemme de Céa) Sous les hypothéses du théoréme (9.16, on a [’estimation

d’erreur
AC >0, VL e W', V5,  |lu—uslly <C {Consm + Hele/ <||u — vsllv + C’onsaﬁ(vg)) } . (9.15)
Vs 6

Démonstration : Par hypothése, (9.13)) est vraie. Pour tout vs € Vj, il existe donc ws € Wy tel que
allus — vsllv |wsllv < las(us — vs, ws)|-
Par ailleurs, on a les égalités successives :

as(us —vs,ws) = (s, ws)w, — as(vs, ws)

(

= (ls— L, ws)w, + (L, ws)w — as(vs, ws)
(ls — L, ws)wy + alu, ws) — as(vs, ws)
(

ls — L ws)w, + alu — vs, ws) + (a — as)(vs, ws).
Et, par définition des termes de consistance, on trouve
1
lus — vsllv < ;T(Conse,a + llall lu = vsllv + Consa,s(vs))-

D’aprés I'inégalité triangulaire, on a [|u — us||v < ||u — vs|lv + ||us — vs||v, et on en déduit finalement
9.15)) avec C' = max (i M—}—l) > 0. [ ]

O‘T’ at

Remarque 9.18 Si les termes de consistance sont nuls, on aboutit a (9.15) avec C' = ma%m +1:
on a retrouvé le résultat du lemme de Céa (le théoreme[3.15).

Corollaire 9.19 Sous les hypothéses du théoréme on a convergence de [’approzimation
pour toute donnée ¢ € W', c’est-a-dire que limg_yq ||u — uslly =0, si :

— d’une part les termes de consistance tendent vers 0 :
lim Consgs =0 et limla—as)| =0;
6—0 6—0
— d’autre part, la famille (Vs)s vérifie la propriété d’approzimabilité .

Démonstration : On utilise (9.15)). Par hypothése, il est clair que Consy s et inf,cy; ||u—vs||y tendent
vers 0 lorsque d tend vers 0, mais le terme de consistance Consg s(vs) doit étre traité avec précaution,
puisqu’il dépend de vs qui intervient aussi dans ||u — vs||yy. On écrit donc que

W, fu—usly <O {Conses+ (1a = vally + Consas(u) }.

vs€Vs tq |lus|lv <2[lullv

En effet, on note que, pour toute suite (vj)s approchant u, c’est-a-dire limg o+ [[u — vi|[y = 0, il

existe dgp > 0 tel que, pour tout 6 < dg, on a nécessairement ||v5|y < 2[jullyv. A partir de 14, on a les

majorations
Vo < by, Ju—uslly < C{Consm + [Ju — v3|lv + Consa@(vg)}
< cfConses + Ilu—villy + lla — asllliofllv }
< ¢{Conss +llu—villv + 2lla - asully |
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et on en déduit le résultat annoncé. [ ]

Si as = a pour tout § > 0, approche historique est d’utiliser le résultat (voir [1§])

Théoréme 9.20 (Lemme de Fortin) On suppose la condition inf-sup vérifiée. Alors la

forme a vérifie une condition inf-sup discrete uniforme si, et seulement si

36" >0 et Vo, dms € LW, W) tels que

9.16
V6, |Ilmsll| < 57 et VO, Yw e W, Vs € Vs, a(vs, Tsw —w) = 0. (9.16)

Démonstration : On suppose (9.16]) vérifice. Soit vs € Vs \ {0} :

sup |a(vs, ws)| sup |a(vs, msw)|
wsews\f0}  Wsllw 7 wew tg mswzo  [|Tswl[w
(le sup est positif) = sup M
weW tq msw#0 et a(vs,msw)#0 H7T5U]”W
(Vw € W, a(vs, msw) = a(vs,w)) = sup la(vs, w)]
weW tq msw#0 et a(vs,w)#0 ||7T5U}||W
1 a(vs, w
(Yo € W, [msullw < &lwlw) > = sup lotes, w))
B weW tq msw#0 et a(vs,w)#0 HUJHW
1
(a(vs,w) # 0= 5w #0) = — sup M
6 weW tq a(vs,w)#0 ”wHW
1
(le sup est positif) = 7 sup M
wew\foy  llwllw
/
. o
(d’apres (9.3)) = @HU&HV-

Réciproquement, on suppose que ((9.13)) est vraie :

Jdag >0, V6 >0, Vus € V5, sup M

> ailvsv
wsews\{oy  llwsllw

Pour construire les applications linéaires (75)s vérifiant (9.16f), on utilise les propriétés de la transcon-
juguée A de As, cf. le corollaire On fixe 6 > 0. Pour w € W, la forme anti-linéaire vs — a(vs, w)
appartient a Vj : il existe ys € Vs unique tel que

Vus € Vs, (ys5,vs)v = alvs,w).

Puisque A§ est une bijection de W5 dans Vs, il existe ws € Ws unique tel que ys = Ajws. Et par

construction, on a pour tout vs € Vy,

a(vs,w) = (ys5,vs)v = (Ajws,vs)v = (vs, Asws)y = ° a(vs, ws).
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A partir de 14, on introduit 'application 75 : w — wg, qui est linéaire de W dans Ws. Et, pour finir,

on a, pour tout w € W,

ail[mswllw < [|A5(msw) ||y
A*
— s |(vs, A5 (msw))v |
vsE€V5\{0} |vslv

(définition de &%) =  sup 1AvETSW
vsevs\{oy  llvsllv

(définition de msw) = sup M
vsevs\(o}  Ilvsllv

llallll[wllw,

IN

ce qui prouve que le module de continuité de 75 est (uniformément) borné par 5’ = oy lalll- ]

On revient maintenant a l’approche utilisant la T-coercivité. Par hypotheése, le probléme (9.1))
est bien posé. Selon le théoréme , il existe une application linéaire T € L(V, W) telle que la
forme af(-,-) est T-coercive. On utilise la connaissance d’une telle application linéaire T dans les

deux résultats ci-dessous.

Corollaire 9.21 Soit T € L(V, W) réalisant la T-coercivité. On suppose que TVy C Wy pour tout
J, et que lims_q |||a — as]|| = 0. Alors il existe 5o > 0 tel que la famille (as)s<s, est uniformément

Ts-coercive, et on a [’estimation d’erreur
AC > 0,80 > 0, V6 < do, |lu— us||y < C’{C’Onsw + in‘f/ <||u —vs|lv + Consa75(05)> } (9.17)
vsEVS
Démonstration : Si on choisit Ts = T}y; pour tout d, on a pour tout vs € V; :

las(vs, Tsvs)| = las(vs, Tvs)| = |a(vs, Tvs) + (as — a)(vs, Tvs)|
> (a—las —all IITIDIlvsl|?-

Par hypotheése, il existe 6y > 0 tel que a— [[|las — al|| ||T]|| > 2 pour tout & €]0; dp]. Si on pose a* = Za,
on en déduit que (as)s<s, est uniformément Ts-coercive selon la définition et, en reprenant la
démonstration du lemme de Céa, on aboutit ensuite a (9.17)). ]

On note que, puisque ker(T) = {0} et dim(Vy) = dim(Wj), la condition TV C Wj est équivalente
a la condition TVy = Wy d’apres le théoréme du rang.
Enfin, si on ne peut pas utiliser directement I'application T pour obtenir la T-coercivité discréte

uniforme, on peut utiliser le résultat plus général ci-dessous.

Corollaire 9.22 Soit T € L(V, W) réalisant la T-coercivité. On suppose qu’il existe une famille
d’applications linéaires et continues (Ts)s avec Ts € L(Vs, Ws), telle que H|T|V5 — T5|H — 0, et
que limgs_g ||la — asll] = 0. Alors il existe 69 > 0 tel que la famille (as)s<s, vérifie la T-coercivité

. N J) . . Y (
discrete, et on a l’estimation d’erreur .
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Démonstration : Pour tout § et pour tout vy € Vg, on a :

las(vs, Tsvs)| = la(vs, Tsvs) + (as — a)(vs, Tsvs)|

= la(vs, Tvs) — a(vs, (T|yv, — Ts)vs) + (as — a)(vs, Tsvs)|

> la(vs, Tvs)| — |a(vs, (T, — Ts)vs)| — |(as — a)(vs, Tsvs)||
(= llall |7, = Tsl| = lla — asl NITs) [lvs]f5-

Y

Par hypothése, il existe §; > 0 tel que |||Ts||| < 2|||T||| pour tout § €]0;d1]. Puis il existe g €]0, d1] tel
que o = a — |||all| ’HT\\Z\ - T5H| —2|la — as|| [IT]ll = $a pour tout § €]0; o). Le résultat suit. ]

9.3 Bref retour sur le probléme avec coefficient changeant

de signe

On revient au probléme (P) sous les hypotheéses (7.1)-(7.3)), et pour un coefficient o constant

par morceaux (|7.4]).

9.3.1 Géométries simples

L’exemple le plus simple est celui d'une géométrie (forme du domaine ) symétrique par
rapport a l'interface 3, pour un contraste différent de —1, voir le §8.1} Lorsqu’on discrétise par
éléments finis (espaces discrets (V},)y,), on rappelle que si on a TV}, C V}, pour une application T
réalisant la T-coercivité, alors d’aprés le corollaire on a automatiquement convergence... Or
on a vu que pour le cas de la géométrie symétrique, on utilisait une transformation basée sur
la symétrie par rapport a I'hyperplan contenant 3 (voir les théorémes et . Ceci nous
indique que si on utilise des maillages symétriques par rapport a '’hyperplan (les maillages

T-conformes), alors on doit avoir convergence !

9.3.2 Géométries quelconques

Dans le cas d’une interface "quelconque" (voir le §8.3.3), lorsque le contraste n’appartient
pas a Uintervalle critique, on peut établir une inégalité¢ de Gérding (8.9).
Si on en revient au probléme abstrait (9.1)) avec V' = W, on énonce

Définition 9.23 Soit a(-,-) une forme sesquilinéaire et continue sur V. x V. a(-,-) est T-

coercive-+compacte si, et seulement si,

ac € L(V) compacte

., Jda>0,8€R, YoeV, |a(v,Tv)| > a|v|? — Bl|cv||?. 9.18
ST e LV bijective | 2 B |a(v, Tv)| = allv]l, — BlICvlly (9.18)
On peut établir le résultat (voir par exemple [10, Chapitre 2|)

Lemme 9.24 Soit a(-,-) une forme sesquilinéaire, continue et hermitienne sur V- x V. Les

deux assertions ci-dessous sont équivalentes :
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(i) la formulation variationnelle est bien posée au sens de Fredholm ;

(i) la forme a(-,-) est T-coercive+compacte.

Dans ce contexte, si le probléme exact (9.1) est bien posé (au sens d’Hadamard), on peut
généraliser les corollaires ou pour assurer la convergence des solutions discrétes vers

la solution exacte [11], 4].
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